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Od autora

"Fizyka dla inzynierow" zostata opracowany z przeznaczeniem do samodzielnego
studiowania fizyki w systemie ksztalcenia na odlegto$¢ oraz jako material pomocniczy
w kursach prowadzonych systemem stacjonarnym.

Szanowny Czytelniku zanim rozpoczniesz nauk¢ fizyki z wykorzystaniem tych
materialdéw przeczytaj ponizsze informacje i koniecznie zapoznaj si¢ z wprowadzeniem
zawierajacym porady dla studiujacych. Znajdziesz tam wskazdwki jak efektywnie uczy¢ sig
1 jak sprawdzac swoje postepy.

Informacje ogdlne

Fizyka jest nauka przyrodnicza badajaca najbardziej podstawowe i ogdlne wihasnosci
otaczajacego nas $wiata materialnego i zachodzace w tym $wiecie zjawiska. Celem fizyki
jest poznanie praw przyrody, od ktorych zaleza wszystkie zjawiska fizyczne.

Podstawowa metoda badawcza fizyki sa obserwacje i doswiadczenia. Na ogot proces
poznawczy rozpoczyna si¢ od obserwacji jakosciowych; rejestrujemy, odkrywamy nowe
zjawisko. Nastgpnie przeprowadzamy doswiadczenia majace na celu ustali¢ zwiazki
przyczynowe jak 1 uzyska¢ informacje iloSciowe. Na tej podstawie staramy si¢
sformutowa¢ prawa fizyki, ktore zapisujemy w postaci roOwnan matematycznych. To
przejscie od obserwacji do modelu matematycznego znane jest jako metoda indukcji. W tej
metodzie rozpoczynasz nauk¢ od poznania przyktadu lub od wykonania samodzielnego
¢wiczenia, ktore ma na celu zwrdci¢ uwage na samo zjawisko jak i na czynniki istotne dla
tego zjawiska. Ten sposob jest niewatpliwie najbardziej ksztalcacy z punktu widzenia
samodzielnej nauki.

Jednak umiej¢tnosci poprawnego wnioskowania i dokonywania uogdlnien nie zawsze
wystarczaja do szybkiego, samodzielnego dotarcia do sformutowan praw fizyki (teorii
fizycznych). Dzieje sig tak po cze$ci dlatego, ze prawa fizyki wyrazaja zwiazki iloSciowe
migdzy roznymi wielko$ciami fizycznymi. Nie wystarczy stwierdzi¢, ze jedna wielkos$¢
fizyczna zalezy od drugiej (sformutowanie jakosciowe) ale trzeba podac S$cista relacje
migdzy tymi wielko$ciami w postaci rownania matematycznego, a to wiaze si¢ zawsze
z pomiarami okreslajacymi liczbowo stosunek danej wielkosci do przyjetej jednostki.
Ponadto wszystkie wielkosci fizyczne musza by¢ jednoznacznie okreslone i1 znajomos¢
tych definicji jest niezbgdna do sformutowania praw fizyki. Dlatego czgsto naukg
rozpoczyna si¢ od poznania pewnej ilosci definicji wielkosci fizycznych, po ktérych
wprowadzane sa wybrane prawa fizyczne. W wigkszosci przypadkdw prawa te
poprzedzone sa mozliwie prostym wyprowadzeniem, ktoérego celem jest podkreslenie
logicznej struktury wnioskowania. Prawa te staraliSmy si¢ zilustrowaé (uzasadni¢) za
pomoca réznych faktow doswiadczalnych, ktore sa podane w formie przyktadéw lub
¢wiczen do samodzielnego wykonania. W tej czg$ci nauka polega na wyciaganiu
wnioskow z poznanych uprzednio praw. Ta metoda, w ktérej nowe zjawiska 1 wyniki
doswiadczen przewidujemy jako logiczna konsekwencj¢ poznanych praw (teorii) znana
jest jako metoda dedukcji.

Praktyczne zastosowania pokazujace zwiazek miedzy fizyka i technika sa tym na co
powinien zwroci¢ uwage przyszly inzynier. Dlatego staralem si¢ zar6wno w ¢wiczeniach
jak i przyktadach przedstawi¢ zagadnienia zwiazane z rzeczywistymi sytuacjami. Maja one
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unaoczni¢ fakt bezposredniego zwiazku fizyki z codziennym zyciem, z jego rdéznymi
aspektami.

Porady dla studiujacych

Uktad tresci i korzystanie z materiatéw

Materiat kursu zostal podzielony na rozdzialy, ktére pogrupowane sa w moduly.
Powiniene$ studiowaé je po kolei i przechodzi¢ do nastgpnego rozdziatu dopiero gdy
upewnite$ si¢, ze rozumiesz materiat z poprzedniego. Ma to istotne znaczenie bo
z wnioskow 1 informacji z danego rozdziatu bedziesz wielokrotnie korzystal w nastgpnych
punktach. Na koncu kazdego modulu znajdziesz ponadto, krotkie podsumowanie
najwazniejszych wiadomosci.

Przy czytaniu zwr6¢ uwage na specjalne oznaczenia (ikony) umieszczone w tekscie.
Maja one na celu zwréci¢ Twoja uwage na najistotniejsze elementy takie jak

C, Definicje, Prawa, zasady, twierdzenia i Jednostki

Fizyka, jak kazda inna dyscyplina, postuguje si¢ pewnymi charakterystycznymi
sformutowaniami i pojeciami tak zwanymi pojeciami podstawowymi. Zostaly one tez
opatrzone etykietami w postaci . Saq one pomocne zwlaszcza przy powtdrce 1 utrwalaniu
wiadomosci. Dodatkowo elementy najistotniejsze dla zrozumienia i opanowaniu materiatu
zostaty wyszczegodlnione pochylq czcionkq. Zwrd€ na nie szczegdlng uwagg.

Oprocz tekstu podstawowego zawierajacego migdzy innymi definicje, twierdzenia,
komentarze, w rozdziatach umieszczone zostaly rowniez

@ Cwiczenia

do samodzielnego wykonania. Cwiczenia te maja rézny charakter i roézny stopien
trudno$ci. Sa wsérdd nich takie, ktore ucza rozwiazywania zadan i probleméw. Inne
polegaja na podaniu przez Ciebie przyktadow ilustrujacych dane prawa i zaleznoSci.
Spotkasz sig¢ tez z prostymi obliczeniami, ktore pozwola zorientowaé sig¢ jaka jest skala
réznych wielkosci fizycznych. Poprawnie zrobione ¢wiczenie stanowi cenne uzupetnienie
materiatow. Czgs¢ uzyskanych wynikow jest potem wykorzystywana w kolejnych
¢wiczeniach lub wprost w kolejnych zagadnieniach. Sprobuj je wszystkie wykonaé. Na
koncu kazdego z moduléw mozesz sprawdzi¢ poprawno$¢ rozwiazania lub uzyskaé
dodatkowe informacje, ktére pomoga rozwigza¢ problem. Dlatego nawet gdy nie potrafisz
rozwiagza¢ zadania zapisz te obliczenia, ktorym podotales i zanotuj gdzie napotkale§ na
trudno$ci. Postaraj si¢ sprecyzowaé czy ktopot sprawilo Ci sformulowanie problemu,
dobdér odpowiednich wzoréw czy obliczenia matematyczne, a nastgpnie sprawdz
rozwigzanie.
Prezentowane materialy sa ilustrowane prostymi
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(symulacjami komputerowymi) dostgpnymi do pobrania ze strony WWW autora
(http://galaxy.uci.agh.edu.pl/~kakol/).
Ponadto, w teks$cie umieszczono

LT
@’ Odnos$niki do dodatkowego materialu

do dodatkowego materialu, umieszczonego na koncu modutow, a stanowiacego
rozszerzenie i uzupekienie kursu podstawowego. Postaraj si¢ rowniez w miar¢ mozliwos$ci
zapozna¢ z tymi informacjami.

Na koncu kazdego modutu znajduje si¢ "Test kontrolny". Zawiera on zadania podobne
do tych z jakimi spotkasz si¢ na egzaminie lub przy zaliczeniu przedmiotu. Koniecznie
zréb te zadania samodzielnie. Bedziesz mogt ich rozwiazanie skonsultowac
z prowadzacym przedmiot. Dzigki korekcie i uwagom prowadzacego bedziesz mogl sig
zorientowaé si¢ czy opanowale§ materiat w wystarczajacym stopniu. Przede wszystkim
powiniene$ jednak sam probowac¢ oceni¢ swoje postgpy. W tej ocenie moga Ci pomoc
zamieszczone ponizej kryteria.

Wskazéwki utatwiajgce samokontrole postepéw

Po przestudiowaniu kazdego z rozdziatow, modutéw powiniene$ sprawdzi¢ czy udato
Ci sig¢ osiagna¢ podane ponizej wyniki uczenia si¢. Umiejgtnos¢ wykonania czynno$ci
zapisanych na tej licie §wiadczy o Twoich postepach w nauce i zdobytej wiedzy.

e Po pierwsze sprawdz czy zapamigtale§ wiadomos$ci z danego rozdziatu. W tym celu
wypowiedz na glos lub napisz na kartce definicje podstawowych pojeé, na przyktad
masy, pedu, sity. Czy potrafisz rowniez napisa¢ odpowiednie wzory?

e Teraz sprawdz czy rozumiesz zapamigtany materiat i czy potrafisz si¢ nim postugiwac.
Sprébuj najpierw rozwiaza¢ samodzielnie (powtdrzy¢) przyktady rozwiazane
w tekscie. Okresl wielkosci szukane w zadaniu i wskaz na informacje niezbgdne do
jego rozwiazania (dane). Czy potrafisz poda¢ metodg rozwiazania zadania wraz
z odpowiednimi wzorami? Czy wiesz jakie warunki i zatozenia leza u podstaw tych
zalezno$ci?

e Sprobuj wypowiedzie¢ definicje odpowiednich wielkosci fizycznych i praw fizyki
okreslajacych zjawiska w rozwiazywanym przyktadzie. Czy potrafisz to zrobié
wlasnymi stowami?

e (Czy poznane zalezno$ci 1 pojgcia wiaza si¢ z rzeczywistymi sytuacjami zyciowymi;
postaraj si¢ podac przyktady.

e Sprobuj przeksztalci¢ podane wzory tak aby uzyska¢ posta¢ umozliwiajaca wyliczenie
innych wielko$ci wystepujacych w zadaniu. Ponownie sprobuj wskaza¢ wielkosci dane
1 szukane.

e Sprobuj sam utozy¢ zadanie lub sformulowac pytania problemowe, pozwalajace
przec¢wiczy¢ rozwiazywanie problemow podobnych do tych w przykladach. Jezeli
okreslisz szczegotowe warunki i zalozenia niezbedne do rozwiazania zdania i potrafisz

13



poda¢ jakie dane sa do tego niezbedne to dowiodtes, Zze potrafisz analizowaé zjawiska
przyrodnicze, wyciaga¢ wnioski i dokonywac¢ uogolnienia (syntezy).

e (Czy potrafisz powiedzie¢ jak mozna uzyskac te niezbgdne dane?

e Moze zaprojektujesz doswiadczenia (podasz sposdb pomiaru), ktore z jednej strony
pozwola na otrzymanie potrzebnych danych, a z drugiej pozwola niezaleznie zmierzy¢
wielko$¢ szukana co umozliwi zweryfikowanie modelu teoretycznego?

e ZastanOw si¢ czy analizujac przyktad, ¢wiczenie, potrafisz oceni¢ stopien zgodnos$ci
z rzeczywistoscia przyjetych zatozen i uproszczen. Czy taka idealizacja warunkow jest
konieczna? Ktore z przyjetych zatozen i uproszczen uwazasz za najbardziej istotne
idlaczego? Moze potrafisz zaproponowac bardziej doktadne metody obliczania,
wyznaczenia, wielko$ci fizycznych wystepujacych w przyktadach.

Jezeli potrafisz wykona¢ powyzsze czynnosci to stajesz si¢ ekspertem i mozesz by¢ pewny
swojej wiedzy.

14
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Modut I — Wiadomosci wstgpne

1 Wiadomosci wstepne

1.1 WielkoSci fizyczne, jednostki

Prawa fizyki wyrazaja zwiazki migdzy réznymi wielkosciami fizycznymi. Prawa te
formutowane sa w postaci rownan matematycznych wyrazajacych $ciste ilosciowe relacje
migdzy tymi wielko$ciami, a to wiaze si¢ zawsze z pomiarami okreslajacymi liczbowo
stosunek danej wielkosci do przyjete;j jea’nostki@.

Wiele z wielkosci fizycznych jest wspotzaleznych. Na przyktad predkos¢ jest dlugoscia
podzielona przez czas, ggsto$¢ masa podzielona przez objeto$¢ itd. Dlatego z posrod
wszystkich wielkosci fizycznych wybieramy pewna ilo$§¢ tak zwanych wielkosci
podstawowych ®, za pomoca ktorych wyrazamy wszystkie pozostate wielko$ci nazywane
wielkosciami pochodnymi ® z tym podziatem zwiazany jest réwniez wybdr jednostek.
Jednostki podstawowe® wielkosci podstawowych sa wybierane (ustalane), a jednostki
pochodne® definiuje si¢ za pomoca jednostek podstawowych.

Aktualnie obowiazujacym w Polsce ukladem jednostek jest uktad SI (Systeme
International d'Unites). Uktad SI ma siedem jednostek podstawowych 1 dwie uzupeiniajace
niezbedne w sformulowaniach praw fizyki. Wielkosci podstawowe i ich jednostki sa
zestawione w tabeli 1.1 ponizej.

Tab. 1.1. Wielkos$ci podstawowe (1-7), uzupetniajace (8,9)
1ich jednostki w uktadzie SI.

Wielkos¢ Jednostka . Symbol .
jednostki
1. Dhugosc metr m
2. Masa kilogram kg
3. Czas sekunda ]
4. [10$¢ materii (substancji) mol mol
5. | Natezenie pradu elektrycznego amper A
6. | Temperatura termodynamiczna kelwin K
7. Swiatto$é kandela cd
8. Kat ptaski radian rad
9. Kat brytowy steradian st

Definicje jednostek podstawowych sa zwigzane albo ze wzorcami albo z pomiarem.
Przyktadem jest wzorzec masy. Obecnie $wiatowym wzorcem kilograma (kg) jest walec
platynowo-irydowy przechowywany w Migdzynarodowym Biurze Miar i Wag w Sevres
(Francja).

Natomiast przykladem jednostki zwiazanej z pomiarem jest dlugo$¢. Metr (m)
definiujemy jako dtugos$¢ drogi przebytej w prozni przez $wiatlo w czasie 1/299792458 s.
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Modut I — Wiadomosci wstgpne

Oprocz jednostek w fizyce postugujemy si¢ pojeciem wymiaru jealnostki@J danej
wielkosci fizycznej. Wymiarem jednostki podstawowej jest po prostu ona sama. Natomiast
dla jednostek pochodnych wymiar jest kombinacja jednostek podstawowych (w
odpowiednich potegach). Na przykfad jednostka sity ma wymiar kgm/s* wynikajacy ze
wzoru F = ma. Niektore jednostki pochodne maja swoje nazwy tak jak jednostka sily -
niuton.

Wreszcie, oprocz jednostek podstawowych i pochodnych postugujemy sig¢ takze
Jednostkami wtérnymi®, ktére sa ich wielokrotno$ciami. Wyraza si¢ je bardzo prosto
poprzez dodanie odpowiedniego przedrostka okreslajacego odpowiednia potgge dziesigciu,
ktora jest mnoznikiem dla jednostki (patrz tabela 1.2).

Tab. 1.2. Wybrane przedrostki jednostek wtornych.

Przedrostek Skrot | Mnoznik
tera T 10"
giga G 10°

mega M 10°
kilo k 10°
centy c 107
mili m 10°
mikro M 107
nano n 10°
piko p 107"
femto f 10"

1.2 Wektory

W fizyce mamy do czynienia zaréwno z wielko$ciami skalarnymi jak 1 wielko$ciami
wektorowymi. Wielko$ci skalarne takie jak np. masa, objetos¢, czas, fadunek, temperatura,
praca, maja jedynie warto$¢. Natomiast wielkosci wektorowe np. predkosé, przyspieszenie,
sita, ped, natgzenie pola, posiadaja wartos¢, kierunek, zwrot. Ponizej przypominamy
podstawowe dziatania na wektorach.

1.2.1 Rozkiadanie wektoréow na skitadowe

W dzialaniach na wektorach operuje si¢ sktadowymi tych wektoréw wyznaczonymi
w wybranym uktadzie odniesienia.
Sktadowe wektora wyznaczamy umieszczajac poczatek wektora w poczatku uktadu
wspotrzednych 1 rzutujac koniec wektora na poszczegélne osie wybranego uktadu
wspotrzednych.
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Rys. 1.1. Wektor r i jego sktadowe r,, r,, . w pewnym uktadzie wspotrzednych

1.2.2 Suma wektorow

W wybranym uktadzie wspotrzednych wektor jest definiowany przez podanie jego
wspotrzednych np.

a=(a,a,,a,) b=(b,,b,,b;)

Zwro¢my w tym miejscu uwage na przyjeta konwencjg. Wszystkie wektory wyrédznione sa
w teks$cie czcionka wytluszezona.
Suma dwoch wektoréw jest nowy wektor o wspotrzednych

a+b=(a +b,a,+b,,a,+b,)

Geometrycznie jest to przekatna roéwnolegloboku zbudowanego na tych wektorach.
Réznice dwoch wektorow przedstawia druga przekatna (rysunek ponizej).

Rys. 1.2. Suma i r6znica wektorow
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1.2.3 lloczyn skalarny

Iloczyn skalarny dwdch wektordw a-b jest liczba (skalarem) rowna iloczynowi wartosci
bezwzglednych (dlugosci) tych wektoréw pomnozony przez cosinus kata migdzy nimi

a-b =‘a‘ -‘b‘cosa =abcosa

Iloczyn skalarny jest czgsto stosowany do opisu wielkosci fizycznych. Przyktadem
wielkosci fizycznej, ktéra mozna przedstawi¢ jako iloczyn skalarny dwoéch wielkosci
wektorowych jest praca. Praca jest iloczynem skalarnym sity 1 przesunigcia.

1.2.4 lloczyn wektorowy

Iloczyn wektorowy dwoch wektorow a x b jest nowym wektorem ¢, ktérego diugosc
(warto$¢ bezwzgledna) jest rowna iloczynowi dhugosci tych wektoréw i sinusa kata
pomigdzy nimi

c=absina

Wektor c¢ jest prostopadly do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory a i b. Zwrot jego
jest okreslony regula sruby prawoskretnej lub regula prawej reki. Jezeli palce prawej reki
zginaja si¢ w kierunku obrotu wektora @ do wektora b (po mniejszym tuku) to kciuk
wskazuje kierunek wektora ¢ = a x b tak jak na rysunku ponizej

A ! kierunek kciuka

_—'P \

4 kierunek palcow

Rys. 1.3. lloczyn wektorowy
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2 Ruch jednowymiarowy

2.1 Wstep

Dziat Fizyki zajmujacy si¢ opisem ruchu cial nazywamy kinematykq.

Definicja
Pod pojeciem ruchu rozumiemy zmiany wzajemnego polozenia jednych cial
wzgledem drugich wraz z uptywem czasu.

=l

Potozenie okre§lamy wzgledem uwukladu odniesienia tzn. wybranego ciala lub uktadu
cial. Zwr6¢my uwage na to, ze ruch tego samego ciala widziany z réznych ukladow
odniesienia moze by¢ rozny. W szczegdlnosci mozna wybra¢ taki uktad odniesienia, w
ktérym cialo nie porusza si¢. Oznacza to, ze ruch jest pojeciem wzglednym. Ponadto, w
naszych rozwazaniach bedziemy postugiwac si¢ pojeciem punktu materialnego™ .

/2% Definicja
&9 Punkty materialne to obiekty obdarzone masq, ktérych rozmiary (objetosé) mozemy
zaniedbac.

Rzeczywiste ciata maja zawsze skonczona objgtosé, ale dopdki rozpatrujemy ich ruch
postepowy (ciala nie obracaja si¢, ani nie wykonuja drgan) to z dobrym przyblizeniem
mozemy je traktowaé jako punkty materialne. To przyblizenie moze by¢ z powodzeniem
stosowane do opisu ruchu obiektow o roznej wielkosci, zarowno "matych" czasteczek, jak
1 "duzych" planet.

2.2 Predkosé

Definicja
< Predkos¢ definiujemy jako zmiane polozenia ciata w jednostce czasu.

2.2.1 Predkos¢ stata

Jezeli wskazania predkosciomierza samochodu nie zmieniaja si¢ to oznacza, ze
samochod porusza sig¢ ze stala predkoscia Vv, 1 jezeli w pewnej chwili #) znajdowal si¢ w
polozeniu xy to po czasie ¢ znajdzie si¢ w potozeniu x

xX—=x,=V(—t,)

skad
_ XX

v=— %Y
— 2.1)

Zalezno$¢ migdzy potozeniem X 1 czasem ¢ pokazana jest na rysunku ponizej dla dwoch
ciat (np. pojazdéw). Jak wynika ze wzoru (2.1) nachylenie wykresu x(¢) przedstawia
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Modut I — Ruch jednowymiarowy

predkos¢ danego ciala. Rdézne nachylenia wykresow x(f) odpowiadaja wigc rdéznym
predkosciom. Predkos¢ v (wektor) moze by¢ dodatnia albo ujemna; jej znak wskazuje
kierunek ruchu. Wektor v dodatni - ruch w kierunku rosnacych x, ujemny to ruch w
kierunku malejacych x.

8_
x [m]

6 -

2l t[s]

Rys. 2.1. Zaleznos$¢ polozenia od czasu dla ciata poruszajacego si¢ ze stala predkoscia

@ Cwiczenie 2.1

Odczytaj z wykresu i1 zanotuj w tabeli ponizej potozenia poczatkowe xy obu cial oraz ich
predkosci. Rozwiazanie mozesz sprawdz na koncu modutu.

ciato X0 [m] VvV [m/s]
1
2

2.2.2 Predkos¢ chwilowa

Gdy samochdd przyspiesza lub hamuje to wskazania predkosciomierza zmieniaja sig
i nie mozemy mowi¢ o "jednej" statej predkosci. Predko$¢ zmienia si¢ 1 w kazdej chwili
jest inna. Nie mozna wtedy stosowa¢ wzoru (2.1) chyba, Zze ograniczymy si¢ do bardzo
malych warto$ci x - xyp (Ax) czyli réwniez bardzo matego przedzialu czasu At = ¢ - £
(chwili). Predkos¢ chwz'lowq'@J w punkcie x otrzymamy gdy At dazy do zera

. Ax
V=lm— (2.2)

AV

Tak definiuje si¢ pierwszq pochodng wigc
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%2 Definicja
< Predkosé chwilowa jest pochodng drogi wzgledem czasu.

P

d1 (2.3)
Nachylenie krzywej x(t) ponownie przedstawia predko$¢ Vv, a znajdujemy je (zgodnie z
definicja pochodnej) jako nachylenie stycznej do wykresu x(¢), w danym punkcie tj. dla
danej chwili 7 (rysunek ponizej).

Rys. 2.2. Nachylenie krzywej x(¢) jest predkoscia chwilowa

2.2.3 Predkos¢ srednia

Czesto okreslenie zaleznos$ci x(7) nie jest mozliwe, np. przy oszacowaniu czasu dojazdu
do wybranej miejscowosci nie jesteSmy w stanie przewidzie¢ wszystkich parametrow
podrézy wptywajacych na predkos¢ takich jak natezenie ruchu, konieczno$¢ ograniczenia
predkosci w terenie zabudowanym itp. Postugujemy si¢ wtedy pojgciem predkosci
sredniej @ Predkos¢ srednia ciala w przedziale czasu ¢ jest zdefiniowana jako

, Definicja
75 =35
t

V= (2.4)

gdzie x - xo jest odlegloscia przebyta w czasie ¢.

@ Cwiczenie 2.2

Oblicz predkos¢ $rednia samochodu, ktory przejezdza odcinek x; = 20 km z predkoscia
V) = 40 km/h, a potem, przez nastepne x, = 20 km, jedzie z predkoscia v, = 80 km/h.
Wykonaj obliczenia i zapisz wynik ponizej.
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Wskazowka: Oblicz catkowita droge przejechana przez samochdd i catkowity czas jazdy
samochodu i skorzystaj z rownania (2.4).

Predkos$¢ $rednia:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Otrzymany wynik: 53.33 km/h jest r6zny od $redniej arytmetycznej z predkosci Vi Vo,
ktéra wynosi 60 km/h. Powodem jest to, ze poszczegdlne wartosci wchodza w skiad
Sredniej matematycznej z réznymi czynnikami wagowymi. W naszym przyktadzie
obliczamy $rednia wzgledem czasu, wigc skoro przedziaty czasu, w ktérych samochdd
jedzie z predkosciami V1 V, sg rdzne to i udziaty tych predkosci w Sredniej sa tez rozne.

L3+
@ O $redniej wazonej mozesz przeczytaé w Dodatku 1, na koncu modutu I.

Wartos¢ srednia daje praktyczne wyniki. Zilustrujmy to jeszcze jednym ¢wiczeniem.

@ Cwiczenie 2.3

Obliczmy droge hamowania samochodu, ktory jedzie z predkoscia 20 m/s (72 km/h). Czas
hamowania wynosi 5 sekund, a predko$¢ samochodu maleje jednostajnie (stata silta
hamowania). Sprobuj wykona¢ samodzielnie obliczenia korzystajac z rdéwnania
(2.4). Wykonaj obliczenia 1 zapisz wynik ponizej.

Wskazdwka: Oblicz predkos¢ srednia, i nastgpnie ze wzoru (2.4) drogg hamowania.

Droga hamowania:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

2.3 Przyspieszenie

Definicja
€ Przyspieszeniem nazywamy tempo zmian predkosci.

2.3.1 Przyspieszenie jednostajne

Jezeli ciato przyspiesza lub hamuje 1 jego predkos$¢ zmienia si¢ jednostajnie z czasem to
przyspieszenie a tego ciata jest stale

(2.5)
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Gdy predkos¢ rosnie (a > 0) to ruch nazywamy jednostajnie przyspieszonym®, a gdy
predkos¢ maleje (a < 0) to ruch okreslamy jako jednostajnie opozniony™~ .

2.3.2 Przyspieszenie chwilowe

Jezeli przyspieszenie nie jest state, zmienia si¢ z czasem, musimy wtedy ograniczy¢ sig
do pomiaru zmian predkosci AV w bardzo krotkim czasie At (podobnie jak dla predkosci
chwilowej) . Wowczas przyspieszenie chwilowe® definiujemy jako pierwsza pochodna v
wzgledem .

Definicja
dv

a=" (2.6)

2.3.3 Ruch jednostajnie zmienny

Z ruchem jednostajnie zmiennym spotykamy si¢ na co dzien, np. gdy obserwujemy
swobodny spadek cial w poblizu powierzchni Ziemi. Jezeli mozemy zaniedbaé opor
powietrza (w pordwnaniu z ci¢zarem ciata) to kazde cialo upuszczone swobodnie porusza
si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem rownym 9.81 m/s”.

Wyrazenie na predkos$¢ ciata poruszajacego si¢ ze stalym przyspieszeniem mozemy
otrzymac¢ wprost ze wzoru (2.5)

V=V, +at 2.7

Natomiast do policzenia polozenia korzystamy ze wzoru (2.5) na predkos¢ Srednia
przeksztatconego do postaci

x=x, +Vt (2.8)

Poniewaz w ruchu jednostajnie przyspieszonym predkos$¢ rosnie jednostajnie od vy do v
wigc predkos¢ srednia wynosi

— (v, +V
2
Laczac powyzsze trzy rownania otrzymujemy
t2
x=x, +v0t+‘17 (2.10)

Jako podsumowanie, pokazane jest graficzne przedstawienie ruchu prostoliniowego
jednostajnego i jednostajnie zmiennego w postaci wykresoéw x(¢), V(t) oraz a(t).
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v=const.

a=0

\ 4
v
v

a a>0 Vv a>0 X

o t a0~ a<0 \ t

Rys. 2.3. Graficzna prezentacja ruchu prostoliniowego jednostajnego (wiersz gorny) i jednostajnie
zmiennego (wiersz dolny)

Rozwazajac ruch po linii prostej mozemy operowac liczbami, a nie wektorami bo
mamy do czynienia z wektorami rownoleglymi. Jednak trzeba sobie przy opisie zjawisk
(rozwigzywaniu zadan) u$wiadamia¢, ze w rownaniach ruchu mamy do czynienia
z wektorami. Prze$ledzimy to wykonujac nastgpujace ¢wiczenie:

@ Cwiczenie 2.4

Dwa identyczne ciala rzucono pionowo do gory z predkoscia poczatkowa vy w odstepie
czasu At jedno po drugim. Na jakiej wysokos$ci spotkaja si¢ te ciata?

Wskazowka: Do opisu potozenia ciata (np. wysoko$¢ na jakiej si¢ znajduje w danej chwili)
postuz si¢ rownaniem (2.10). Zauwaz, ze w rzucie pionowym ciato przebywa na tej samej
wysokosci dwa razy w dwoch roznych chwilach (pierwszy raz przy wznoszeniu, drugi
przy opadaniu) wigc tréjmian kwadratowy (2.10) ma dwa rozwiazania ¢, i t,. Z tresci
zadania wynika, ze t; — t, = At. Z tego warunku otrzymasz rozwigzanie. Zapisz je ponize;j.
h=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Pamigtanie o tym, ze liczymy na wektorach jest bardzo istotne przy rozpatrywaniu ruchu
w dwoch lub trzech wymiarach na przyktad w ruchu na ptaszczyznie.
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3 Ruch na ptaszczyznie

Ruch w dwoéch wymiarach bedziemy opisywa¢ w ukladzie wspotrzednych x 1 y. Na
przyktad y - wysokos$¢, x - odlegtos¢ w kierunku poziomym. Pokazemy, ze taki ruch
mozna traktowa¢ jak dwa niezalezne ruchy jednowymiarowe.

3.1 Przemieszczenie, predkos¢ i przyspieszenie

Potozenie punktu w chwili ¢ przedstawia wektor r(¢); predkos¢ wektor V(7),
przyspieszenie wektor a(f). Wektory r(¢), V(¢), a(f) sa wzajemnie zalezne od siebie i1 dadza
si¢ przedstawi¢ za pomoca wersorow® i, j czyli wektorow jednostkowej dlugosci
zorientowanych odpowiednio wzdhuz osi x 1 y

r=ix+jy

v—ﬂ—igjﬂd—y—iv + jVv
dt dt Jdt  TIYy

dv .dv, .dv,
a=—=i +j
dt dt dt

(3.1)

=ia +ja,

Potozenie punktu okresli¢ mozna podajac wektor r lub, dla wybranego uktadu odniesienia,
poprzez podanie wspotrzednych tego wektora np. x, y. Oczywiscie wektor r 1 jego
wspotrzedne zmieniaja si¢ z czasem wige trzeba podac zaleznosci czasowe r(¢), x(f), y(t)
tak jak na rysunku ponize;j.

y 3

y

.
Ll

X

Rys. 3.1 Zmiany wektora polozenia z czasem

Warto w tym miejscu rowniez zapamigtaé, ze wektor predkosci jest zawsze styczny do toru
poruszajqcego sie punktu. Punkty, przez ktére przechodzi poruszajacy si¢ punkt tworza
krzywa, ktora nazywamy torem ruchu™> .

Jako przyklad rozpatrzmy ruchu jednostajnie zmienny na ptaszczyznie. Poniewaz ruch
odbywa si¢ ze stalym przyspieszeniem tzn. nie zmieniaja si¢ ani kierunek ani wartos¢
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przyspieszenia to nie zmieniaja si¢ tez skladowe przyspieszenia. Sprobujmy najpierw
napisa¢ rownania wektorowe dla tego ruchu. Maja one nastepujaca postaé

a = const.

V=V,+at
(3.2)

r—ro +V0t+7

Przypus$¢my, ze chcemy znalez¢ polozenie ciata (wektor r) po czasie . W tym celu, jak
wida¢ z rownan (3.2) trzeba wyznaczy¢ (znalez¢ warto$¢, kierunek 1 zwrot) i1 doda¢ do
sicbie geometrycznie trzy wektory: ro, Vot oraz 1/2at*. Zadanie mozemy jednak znacznie
uprosci¢ korzystajac z tego, ze rownania wektorowe (3.2) sa rOwnowazne roéwnaniom w
postaci skalarnej (zestawionym w tabeli 3.1 ponizej) 1 zamiast dodawania geometrycznego
wektoréw mozemy po prostu dodawac liczby. Znalezienie wektora r sprowadza si¢ teraz
do znalezienia jego sktadowych.

Tabela 3.1 Ruch jednostajnie zmienny na ptaszczyznie

Roéwnania skalarne opisujace
ruch wzdluz osi x

Roéwnania skalarne opisujace
ruch wzdluz osi y

a, = const.

V. =V ,tatl

a, = const.

V, =V tat

2

2
a,t a.t
X=X,+V + *2 Y=, +Vy0t+ y

Przyktadem na ktéorym przesledzimy ruch krzywoliniowy ze statym przyspieszeniem jest
rzut ukosny.

3.2 Rzut ukosny

Pitka kopnigta przez pitkarza lub rzucona przez koszykarza, oszczep lub dysk rzucony
przez atlete czy wreszcie pocisk wystrzelony z dziala poruszaja si¢ po torze
krzywoliniowym. Naszym celem jest znalezienie predkosci i polozenia rzuconego ciata
w dowolnej chwili, opisanie toru ruchu i wyznaczenie zasi¢gu rzutu.

Jezeli pominiemy opory powietrza to ruch odbywa si¢ ze stalym przyspieszeniem
grawitacyjnym g [0, -g]; mozemy wigc zastosowaé rownania z tabeli (3.1). Poniewaz
przyspieszenie jest skierowane "w dot" wygodnie jest wybra¢ uktad wspotrzednych tak, ze
x bedzie wspotrzedna pozioma, a y pionowa. Ponadto, przyjmijmy, ze poczatek uktadu
wspotrzednych pokrywa si¢ z punktem, z ktérego wylatuje ciato tzn. ry=0 oraz, ze
predkos¢ w chwili poczatkowej ¢ =0 jest rowna V 1 tworzy kat 6 z dodatnim kierunkiem
osi x (rysunek ponizej).
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y &
vsing v """"
0
8 ' .
V,C0s6 X

Rys. 3.2. Sktadowe predkosci poczatkowe;j
Sktadowe predkosci poczatkowej (zgodnie z rysunkiem) wynosza odpowiednio

V., =V,cosd

V) =V,siné (3-3)
Stad dla sktadowej x (poziomej) predkosci otrzymujemy (poréwnaj z tabela (3.1)

V, =V, t8d (3.4)
Poniewaz g, = 0 (przyspieszenie jest skierowane "w dot'") wigc

V_=V,cosf (3.5)

Sktadowa pozioma predkosci jest stata, ruch w kierunku x jest jednostajny. Natomiast dla
sktadowej pionowej y otrzymujemy

V, =V, +gt (3.6)
Poniewaz g, = -g (przyspieszenie jest skierowane "w dot") wigc
vV, =V,sinf—gt (3.7)
Wartos$¢ wektora predkosci w dowolnej chwili wynosi

_ 2 2
V=V +V,

(3.8)
V= \/vg —2v,gtsin@+ g’t’

Teraz obliczamy potozenie ciata w dowolnej chwili 7. Ponownie korzystamy z rownan
z tabeli (3.1) i otrzymujemy odpowiednio
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x=(v,cosf)t

2 (3.9)
y=(v, sinﬁ)t—g;

Wartos$¢ wektora potozenia w dowolnej chwili obliczamy z zaleznos$ci

r=-lx’+y° (3.10)

SprawdZzmy teraz po jakim torze porusza si¢ nasz obiekt tzn. znajdZzmy rownanie krzywe;j
y(x). Rownania (3.9) przedstawiaja zaleznos¢ x(¢) oraz y(f). Rownanie y(x) mozemy wigc
obliczy¢ eliminujac czas ¢ z tych réwnan. Z zaleznoSci x(f) obliczamy ¢, a nastgpnie
wstawiamy do rownania y(#), ktore przyjmuje postac

4 2

—(gO)x-— &
y=(gd)x 2(v00059)2x

(3.11)

Otrzymali$my réwnanie paraboli (skierowanej ramionami w dot) i taki ksztatt ma tor ruchu
¥(x) pokazany na rysunku ponize;.

Z X

Rys. 3.3. Parabola rzutu uko$nego

@ Cwiczenie 3.1

Korzystajac z rownania (3.11) sprobuj znalez¢ zasigg rzutu z oraz okresli¢ kat wyrzutu 6,
przy ktérym zasigg jest maksymalny.

Wskazowka: Rozwiaz rownanie (3.11) podstawiajac y =0. Otrzymasz dwa miejsca,
w ktoérych parabola lotu przecina o$ x. Pierwsze, odpowiada punktowi z ktérego wylatuje
cialo, drugie poszukiwanemu zasiggowi rzutu. Wynik zapisz ponize;j.

Zasigg rzutu:

Zasigg maksymalny otrzymujemy dla kata 6=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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Mozesz przesledzi¢ jak tor w rzucie uko$nym zalezy od predkosci poczatkowe;j
i kata wyrzutu korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Rzut ukosny”
dostgpnego na stronie WWW autora.

Gdy moéwimy o ruchu prostoliniowym to ewentualne przyspieszenie ciata zwiazane jest

ze zmiang wartosci predkosci ale nie ze zmiang jej kierunku czy zwrotu. Dlatego moéwimy
wtedy o przyspieszeniu stycznym @
W omawianym rzucie uko$nym zmienia si¢ zardOwno wartosci predkosci jak 1 jej kierunek
izwrot. Zanim jednak omowimy ten przypadek zaczniemy od rozpatrzenia prostszej
sytuacji gdy warto$¢ predkosci si¢ nie zmienia, a zmienia si¢ jej kierunek i zwrot.
Zajmiemy si¢ ruchem jednostajnym po okregu.

3.3 Ruch jednostajny po okregu

Rozwaza¢ bedziemy cialo poruszajace si¢ ze stala predkoscia po okregu o promieniu R
pokazane na rysunku ponizej. Punkt materialny poruszajacy si¢ jednostajnie po okrggu
znajduje si¢ w punkcie P w chwili z, a w punkcie P’ w chwili ¢ + At. Wektory predkosci v,
V' maja jednakowe dlugosci ale roznia sig kierunkiem; pamigtajmy, ze wektor predkosci
jest zawsze styczny do toru. Chcac znalezé przyspieszenie musimy wyznaczy¢ roéznice
predkosci vi V'

Rys. 3.4. Ruch jednostajny po okregu

W tym celu przerysowujemy wektor V' w punkcie P i wyznaczamy rdznicg AV.
Zauwazmy, ze kat pomiedzy wektorami vV i V' jest rowny katowi 6 wigc korzystajac
z podobienstwa trojkatow mozemy zapisa¢ rdéwnos¢

=== (3.12)

gdzie / jest dlugo$cia odcinka PP', a dla matych wartos$ci / dtugo$cia tuku PP'.
Poniewaz [ = VAt wigc
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2
Av = VA (3.13)

r

Znajac juz AV mozemy obliczy¢ przyspieszenie
4 =g =—>="_ (3.14)

Jak wida¢ na rysunku 3.4, wektor AV jest prostopadly do toru to znaczy pokrywa sig
z kierunkiem promienia i jest zwrocony do $rodka okregu. Oznacza to, ze i wektor
przyspieszenia ma taki sam kierunek i zwrot (rysunek-animacja 3.5). W ruchu po okregu
przyspieszenie to nazywamy przyspieszeniem a’os’roa’kowym@J (jest zwrocone do $rodka
okrggu), a dla ruchu po dowolnej krzywej przyspieszeniem normalnym an® (jest
prostopadte do toru) lub radialnym ar® (jest skierowane wzdluz promienia).
Przyspieszenie normalne jest zwigzane ze zmiana kierunku predkosci, a przyspieszenie
styczne za zmiang jej wartosci.

Rys. 3.5. Predkos$¢ i przyspieszenie w ruch jednostajny po okregu

Przyspieszenie dosrodkowe czgsto wyraza si¢ poprzez okres T ® czyli czas, w ktorym
punkt materialny wykonuje pelen obieg okregu. Poniewaz

v==r (3.15)
wiec
Ar’R
a, == (3.16)
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@ Cwiczenie 3.2

Korzystajac z powyzszego wyrazenia sprobuj obliczy¢ jakiego przyspieszenia,
wynikajacego z obrotu Ziemi, doznaje ciato bedace na réwniku? Zatéz, ze Ziemia jest kula
o promieniu Ry = 6370 km. Jak duze jest to przyspieszenie w pordéwnaniu do
przyspieszenia grawitacyjnego g = 9.81 m/s* ?

ar =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Na zakonczenie rozwazan dotyczacych ruchu na plaszczyznie jeszcze raz zajmiemy si¢
rzutem uko$nym jako przyktadem ruchu krzywoliniowego.

3.4 Ruch krzywoliniowy

Na zakonczenie przesledzmy przyktad, w ktorym zmieniaja si¢ 1 wartos¢ i kierunek
predkosci. Catkowite przyspieszenie w ruchu krzywoliniowym jest suma przyspieszenia
stycznego a, 1 prostopadiego do niego przyspieszenia normalnego a,.

Ponownie rozpatrzymy rzut uko$ny. W tym ruchu przyspieszenie grawitacyjne g jest
odpowiedzialne zarowno za zmiang wartosci predkosci 1 jej kierunku tak jak
przedstawiono na rysunku ponizej.

|
!

X

Rys. 3.6. Przyspieszenie catkowite g, styczne a; i dosrodkowe a, w rzucie uko$nym

@ Cwiczenie 3.3

Sprobuj pokazaé, ze tak jest w kazdym punkcie toru i dodatkowo narysuj wektory
przyspieszenia catkowitego, stycznego i dosrodkowego w innym dowolnym punkcie toru
na rysunku 3.6.
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Mozesz przesledzi¢ jak w rzucie uko$nym zmienia si¢ przyspieszenie 1 jego

sktadowe: a, (sktadowa normalna do toru, odpowiedzialna za zmiang kierunku
predkosci) oraz a, (sktadowa styczna zwigzana ze zmiang wartosci
predkosci).korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Rzut uko$ny”
dostgpnego na stronie WWW autora.

Teraz obliczymy obie sktadowe przyspieszenia. Przyspieszenie styczne obliczamy na
podstawie zaleznosci a, =dv/d¢ (obliczamy zmiang warto$ci predkosci) i wyrazenia na

predkos$¢ w rzucie uko$nym v = ng -2v,gtsin@+g’t* (réwnanie (3.8))

B gt—V,sinf
s L2 . 2.2
X/VO—ZVOgts1nt9+gt

a

g (3.17)

Natomiast przyspieszenie normalne mozemy obliczy¢ korzystajac z zaleznosci

a.=./g’>—a’ (rysunek 3.6)

Mozna oczywiscie skorzysta¢ z réwnania (3.14) a=V>/R ale trzeba umieé¢ obliczyé
promien krzywizny R w kazdym punkcie toru.

¢ Wiecej 0 przyspieszeniu stycznym i normalnym (w ruch przyspieszony po okregu)
mozesz przeczyta¢ w Dodatku 2, na koncu modutu L.
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4 Podstawy dynamiki
4.1 Wstep

Dotychczas zajmowalismy si¢ wytacznie opisem ruch (za pomoca wektorow r, V, oraz
a). Byly to rozwazania geometryczne. Teraz omowimy przyczyny ruchu, zajmiemy si¢
dynamikq. Nasze rozwazania ograniczymy do przypadku cial poruszajacych si¢ z matymi
(w poréwnaniu z predkoscia $wiatla ¢) predko$ciami tzn. zajmujemy si¢ mechanikq
klasyczngq.

Zeby moc przewidzieé jaki bedzie ruch ciata wywolany sila na nie dziatajaca trzeba
wiedzie¢ jakiego rodzaju jest to sita 1 skad si¢ bierze. Dlatego rozpoczniemy nasze
rozwazania od poznania podstawowych oddzialywan oraz od zdefiniowania masy, pedu
1 wprowadzenia pojgcia sity F. Nastgpnie poszukamy praw rzadzacych oddziatywaniami,
aw dalszych czgéciach zajmiemy si¢ poszczegdlnymi oddziatywaniami wystgpujacymi
w przyrodzie.

4.1.1 Oddzialywania podstawowe

Wedtug naszej dotychczasowej wiedzy istnieja tylko cztery podstawowe oddzialywania
(sity), z ktorych wynikaja wszystkie sity i1 oddziatywania zaobserwowane we
Wszechs§wiecie:

o Oddziatywanie grawitacyjne - sila grawitacyjna dziala na wszystkie masy (jest sita
powszechna) 1 pochodzi od mas; ma dtugi zasigg 1 najmniejsze wzgledne natezenie;

o Oddziatywanie elektromagnetyczne - sita elektromagnetyczna dziata na tadunki i prady
1 jej zrodtem sa tadunki i prady; ma dlugi zasieg. Sity miedzyatomowe maja charakter
elektromagnetyczny poniewaz atomy zawieraja natadowane elektrony i protony,
a oddziatywania elektromagnetyczne ma wielokrotnie wigksze nat¢zenie od
grawitacyjnego. Wigkszo$¢ sit z jakimi spotykamy si¢ na co dzien np. tarcie, sita
sprezystosci jest wynikiem oddziatywania atomow, sa to wigc sity elektromagnetyczne;

o Oddziatywanie jadrowe (silne) - sila utrzymujaca w catosci jadra atomowe pomimo
odpychania migdzy protonami (fadunki dodatnie), ma bardzo krotki zasigg 1 najwigksze
wzgledne natezenie;

e (Oddziatywanie stabe - temu oddziatywaniu podlegaja wszystkie czastki elementarne,
w szczegblnosci oddzialtywanie to odpowiada za rozpady czastek elementarnych.

W tabeli ponizej zestawione sa cztery oddziatywania podstawowe.

Tab. 4.1. Oddzialywania podstawowe

Oddziatywanie Zrédto oddziatywania Wzgledne Zasieg
natg¢zenie
Grawitacyjne Masa okoto 107* Dhugi
Elektromagnetyczne | Ladunek elektryczny okoto 107 Dhugi
Jadrowe min. protony, neutrony 1 Krotki (okoto 107° m)
Stabe czastki elementarne okoto 10™"° | Krétki (okoto 107'* m)
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4.1.2 Masa

Nasze rozwazania rozpoczynamy od przypisania ciatom masy m. Chcemy w ten sposob
opisa¢ fakt, ze r6zne ciala wykonane z tego samego materiatu, w tym samym otoczeniu
uzyskuja pod dziataniem tej samej sity rdzne przyspieszenia (np. pchamy z jednakowa sita
dwa rozne pojazdy "lekki" 1 "cigzki" 1 uzyskuja one rdzne a).

Zaproponowana ponizej metoda postgpowania jest jednym z réwnowaznych sposobow
definiowania masy. Opiera si¢ ona na porOwnaniu nieznanej masy m z wzorcem masy
mo = 1 kg. Pomigdzy masami umieszczamy $cis$nigta sprezyn¢ i nast¢pnie zwalniamy ja.
Masy m 1 my, ktoére poczatkowo spoczywaly poleca odrzucone w przeciwnych kierunkach
odpowiednio z predko$ciami V i Vy (rysunek 4.1).

Rys. 4.1. Wyznaczanie nieznanej masy m przez porownanie ze wzorcem mig

Nieznana masg¢ m definiujemy jako

Definicja
\Y
m=m, " (4.1)
\%
41.3 Ped
Definicja

&9 Ped ciala definivjemy jako iloczyn jego masy i predkosci (wektorowe))

p=mVv (4.2)

41.4 Sita

Definicja

o

Jezeli na ciato o masie m dziata sita F, to definiujemy jq jako zmiane w czasie pedu
tego ciala.

F = 3 (4.3)

Podstawiajac wyrazenie (4.2) 1 wykonujac rézniczkowanie otrzymujemy
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_demv) _dm, dv »
dz d¢ d¢ 4.4

F

a dla ciata o stalej masie m = const.

dv
F: _— =
m P ma (4.5)

WprowadziliSmy w ten sposob pojecie sity F. Teraz podamy metode obliczania sit
dziatajacych na ciata; poznamy prawa rzadzace oddziatywaniami.

Na zakonczenie tej czg$ci zapoznajmy si¢ z jednostkami sity 1 masy.

42 Jednostki
~ % Jednostka masy w ukladzie SI jest kilogram (kg), natomiast jednostka sily jest
niuton (N); IN = lkg-m/52

4.2 Zasady dynamiki Newtona
Podstawowa teoria, ktéra pozwala przewidywac ruch ciat, sktada si¢ z trzech réwnan,
ktore nazywaja si¢ zasadami dynamiki Newtona.

Sformulowanie pierwszej zasady dynamiki Newtona:

P Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Cialo, na ktére nie dziala zadna sita (lub gdy sita wypadkowa jest réwna zeru)
pozostaje w spoczynku lub porusza sie ze statq predkosciq po linii prostej.

Sita wypadkowa F,,, jest sumg wektorowa wszystkich sit dzialajacych na ciato. Jezeli
F,,, = 0 to rowniez przyspieszenie ciata a = 0, a to oznacza, Ze nie zmienia si¢ ani warto$¢
ani kierunek predkosci tzn. cialo jest w stanie spoczynku lub porusza si¢ ze stata co do
wartosci predkoscia po linii proste;.

Zgodnie z pierwsza zasada dynamiki nie ma rozrdéznienia migdzy ciatami spoczywajacymi
1 poruszajacymi si¢ ze stala predkoscia. Nie ma tez rdéznicy pomigdzy sytuacja gdy nie
dziata zadna sita 1 przypadkiem gdy wypadkowa wszystkich sit jest rowna zeru.

Sformutowanie drugiej zasady dynamiki Newtona:
. Prawo, zasada, twierdzenie

—-ﬁ Tempo zmian pedu ciala jest rowne sile wypadkowej dziatajqcej na to ciato. Dla
ciala o statej masie sprowadza sie to do iloczynu masy i przyspieszenia ciata.

F :d—p lub F, =ma, m=const (4.6)

wyp d t
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Sformutowanie trzeciej zasady dynamiki Newtona:

/= Prawo, zasada, twierdzenie

=29 Gdy dwa ciala oddzialujq wzajemnie, to sila wywierana przez cialo drugie na ciato
pierwsze jest rowna i przeciwnie skierowana do sily, jakq ciato pierwsze dziata na
drugie.

F ,,=-F,, (4.7)

Pierwsza zasada dynamiki wydaje si¢ by¢ szczegdlnym przypadkiem drugiej bo gdy
a=0to1iF,,,=0.Przypisujemy jej jednak wielka wage dlatego, ze zawiera wazne pojgcie
fizyczne: definicj¢ inercjalnego ukiadu odniesienia™~ .

/&5 Definicja

&9 Pierwsza zasada dynamiki stwierdza, ze jezeli na cialo nie dziala zadna sita (lub
gdy sita wypadkowa jest rowna zeru) to istnieje taki uktad odniesienia, w ktorym to
cialo spoczywa lub porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym. Taki uktad
nazywamy uktadem inercjalnym.

Uktady inercjalne sa tak istotne bo we wszystkich takich uktadach ruchami cial rzqdzq
dokladnie te sama prawa. Wigkszos¢ omawianych zagadnien begdziemy rozwiazywac
wlasnie w inercjalnych uktadach odniesienia. Zazwyczaj przyjmuje si¢, ze sa to uktady,
ktore spoczywaja wzgledem gwiazd statych ale uklad odniesienia zwiazany z Ziemia
w wigkszosci zagadnien jest dobrym przyblizeniem uktadu inercjalnego.

Poniewaz przyspieszenie ciata zalezy od przyspieszenia ukladu odniesienia (od
przyspieszenia obserwatora), w ktorym jest mierzone wigc druga zasada dynamiki jest
stuszna tylko, gdy obserwator znajduje si¢ w uktadzie inercjalnym. Inaczej mowiac, prawa
strona rownania F = ma zmieniataby si¢ w zalezno$ci od przyspieszenia obserwatora.
Wigcej o uktadach inercjalnych i nieinercjalnych dowiesz si¢ w dalszej czg$ci podrgcznika
(punkt 5.2).

Zwrdémy jeszcze raz uwage na fakt, ze w rownaniu (4.6) wystepuje sita wypadkowa.
Oznacza to, ze trzeba bra¢ sumg wektorowa wszystkich sit dziatajacych na ciato.
Doswiadczenia potwierdzaja zasad¢ addytywnosci sit. Zasada ta dotyczy réwniez masy:
masa uktadu jest suma mas poszczegdlnych cial tego uktadu.

Sity oddzialywania pomigdzy punktami materialnymi nalezacymi do danego uktadu
nazywamy sifami wewnetrznymi@. Na przyktad w ciatach statych sa to sity oddziatywania
sprezystego pomigdzy atomami, czasteczkami. Zgodnie z trzecia zasada dynamiki
Newtona, jezeli punkt i uktadu dziata na punkt j to réwnoczes$nie punkt j dziata na punkt
i sita r6wna co do wartosci ale przeciwnie skierowana F, . =—F,_ . (robwnanie 4.7).

i—>j Ji
Na punkty materialne uktad moga ponadto dziataé sity Zewnetrzne® to jest sily
pochodzace spoza uktadu. Druga zasada dynamiki Newtona dla ukiadu »n punktow

materialnych przyjmuje wigc postaé
> ma,=>F, (4.8)
i=1 i=1
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gdzie m; oznacza masg i-tego punktu, a; - jego przyspieszenie, F; - wypadkowa sit¢
dziatajaca na ten punkt. W rownaniu tym wystepuje suma wszystkich sit to znaczy zarowno
wewngetrznych jak 1 zewngtrznych. Jednak na podstawie pierwszego réwnania widzimy, ze
sity wewnetrzne znosza si¢ parami, wigc ostatecznie wypadkowa wszystkich sit jest rowna
wypadkowej sit zewnetrznych.

Przesledzmy teraz zastosowanie zasad dynamiki na nastgpujacym przyktadzie.

Przyklad

Rozwazmy uktad trzech cial o masach 3m, 2m 1 m potaczonych niewazkimi nitkami tak
jak na rysunku ponizej. Uklad jest ciagnigty zewngtrzna sita F' po gltadkim podtozu.
Szukamy przyspieszenia uktadu 1 naprezen nici faczacych ciata.

-
>

2mg

v

3mg

Rys. 4.2. Uklad trzech mas potaczonych nitkami, ciagnigty silq F

Reakcja podtoza R rownowazy nacisk poszczegdlnych cial tak, ze sily dziatajace
w kierunku y (w pionie) rownowaza si¢. Natomiast w kierunku x uktad jest ciagnigty
zewngtrzng sita F, a oddziatlywania sa przenoszone przez nitki. Ciato o masie 3m dziala na
ciato o masie 2m sita N, a sita —N, jest sita reakcji na to dzialanie. Podobnie jest z sitami
N> 1 —N,. Przyspieszenie uktadu i sity naciagu nitek N, i1 N, obliczamy stosujac druga
zasadg dynamiki Newtona do kazdego ciata indywidualnie

3ma=F—N,
2ma=N,-N, 4.9)
ma =N,

Sumujac rownania stronami 1 przeksztatcajac otrzymujemy

= _F 4.10
m+2m+3m  6m (4.10)

Zwro¢my uwage na addytywnos¢ mas. Taki sam wynik otrzymaliby$my traktujac ciala jak
jedna mase¢. Do$wiadczenia potwierdzaja zasade addytywno$ci masy: masa ukladu jest
suma mas poszczegdlnych cial uktadu.

Podstawiajac wynik (4.10) do rownan (4.9) obliczamy naciagi nitek
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N, = (4.11)

Sprobuj teraz samodzielnie rozwigza¢ podobny problem.

@ Cwiczenie 4.1

Dwa klocki o jednakowych masach m;=m;=1kg sa polaczone niewazka nitka
przerzucona przez niewazki bloczek tak jak na rysunku ponizej. Oblicz przyspieszenie
uktadu oraz napre¢zenie linki. Przyjmij, ze klocek m; porusza sig po stole bez tarcia. Wynik
zapisz ponizej.

Wskazdéwka: Zastosuj druga zasade dynamiki Newtona do kazdego ciata osobno i rozwiaz
otrzymany uktad rownan

a= N=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Zwrdéémy jeszcze raz uwage na fakt, ze w rownaniu (4.6) wystepuje sifa wypadkowa.
Oznacza to, ze trzeba bra¢ sume wektorowq wszystkich sit dziatajacych na ciato. Mozesz
si¢ o tym przekona¢ rozwiazujac podane ponizej zadanie.

@ Cwiczenie 4.2

Oblicz przyspieszenie z jakim porusza si¢ klocek o masie m zsuwajacy si¢ bez tarcia po
rowni pochytej o kacie nachylenia @ (tak jak na rysunku). Rozwiazanie zapisz ponizej.
Wskazéwka: Oblicz site wypadkowa i jej sktadowe: rownolegla i prostopadta do réwni.
Zastosuj druga zasad¢ dynamiki Newtona dla kazdej sktadowe;j
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Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

oo Bardziej zaawansowany przyktad zastosowania zasad dynamiki (ruch w polu
grawitacyjnym z uwzglednieniem oporu powietrza) mozesz pozna¢ w Dodatku 3, na
koncu modutu I.
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5 Wpybrane zagadnienia z dynamiki

5.1 Sily kontaktowe i tarcie

Gdy dwa ciala sa dociskane do siebie to wystgpuja migdzy nimi sity kontaktowe.
Zrédtem tych sit jest odpychanie pomigdzy atomami. Przy dostatecznie matej odlegtosci
wystepuje przekrywanie chmur elektronowych i ich odpychanie rosnace wraz z malejaca
odlegloscia. Jest to sita elektromagnetyczna. Zeby przesledzi¢ ten problem rozwazmy
nastepujacy przyktad.

=" Przyklad
Dwa klocki o masach m; 1 m; umieszczono na gtadkiej powierzchni. Do klocka m;
przylozono silg F (tak jak na rysunku ponizej).

Rys. 5.1. Dwie masy pchane sitg

Wprawdzie sita F jest przytozona do klocka o masie m; ale nadaje przyspieszenie @ obu
klockom wigc

F=(m +m,)a (.1

Sita kontaktowa F} P z jaka klocek o masie m; dziala na klocek o masie m, nadaje
przyspieszenie klockowi m,. Poniewaz klocek m, porusza si¢ z przyspieszeniem a, wigc
sita kontaktowa wynosi

F, =m,a (5.2)

Oczywiscie, zgodnie z trzecia zasada dynamiki Newtona klocek o masie m, dziala na
klocek o masie m; sita reakcji —Fj.

5.1.1 Tarcie

Sity kontaktowe, o ktérych moéwiliSmy sa normalne (prostopadie) do powierzchni.
Istnieje jednak sktadowa sity kontaktowej lezaca w plaszczyznie powierzchni. Jezeli ciato
pchniemy wzdhuz stolu to po pewnym czasie cialo to zatrzyma sig. Z drugiej zasady
dynamiki wiemy, ze jezeli ciato porusza si¢ z przyspieszeniem (opdznieniem) to musi na
nie dziata¢ sita. Tg¢ sitg, ktora przeciwstawia si¢ ruchowi nazywamy sifq tarcia® .

41



Modut I — Wybrane zagadnienia z dynamiki

Silta tarcia zawsze dziata stycznie do powierzchni zetknigcia ciat i moze istnie¢ nawet
wowczas, gdy powierzchnie sa nieruchome wzgledem siebie. Zeby si¢ o tym przekonaé
wystarczy wykona¢ proste ¢wiczenie. Potézmy na stole jaki§ obiekt np. ksiazke
1 sprobujmy wprawic¢ ja w ruch stopniowo zwigkszajac przyktadana site. Poczatkowo gdy
sifa jest "mata" obiekt nie porusza si¢. Oznacza to, ze naszej sile F' przeciwstawia si¢ sita
tarcia 7 rowna co do wartosci lecz przeciwnie do niej skierowana. Zwigkszamy dalej sitg
F, az ksiazka zacznie si¢ porusza¢. Zauwazmy, ze im gtadsza powierzchnia tym szybciej to
nastapi. Sile tarcia dziatajaca miedzy nieruchomymi powierzchniami nazywamy farciem
statycznym®. Maksymalna sita tarcia statycznego T jest rowna tej krytycznej sile, ktora
musieliSmy przylozy¢, zeby ruszy¢ cialo z miejsca. Dla suchych powierzchni 7y spetnia
dwa prawa empiryczne.

{3 Prawo, zasada, twierdzenie
&9 T, jest w przyblizeniu niezalezna od wielkosci pola powierzchni styku ciat;
T jest proporcjonalna do sily z jakq jedna powierzchnia naciska na drugq.

Stosunek maksymalnej sity 7; do sity nacisku Fy nazywamy wspolczynnikiem tarcia
statycznego u,

T

N

Fy

= (5.3)

Zwréémy uwage, ze we wzorze (5.3) wystepuja tylko wartosci bezwzgledne sit (a nie
wektorowe) bo te sity sa do siebie prostopadte.

@ Cwiczenie 5.1

Cialo o masie m spoczywa na rowni pochytej, ktérej kat nachylenia 6 stopniowo
zwigkszamy. Oblicz przy jakim granicznym kacie nachylenia ciato zacznie si¢ zsuwac
jezeli wspolczynnik tarcia statycznego klocka o rowni¢ wynosi u,? Wynik zapisz ponizej.
Wskazowka: Skorzystaj z warunkow, ze sita reakcji R rdwnowazy skladowa cigzaru
prostopadla do powierzchni réwni (nacisk), a sita tarcia 7 rownowazy sktadowa cig¢zaru
rownolegla do réwni.

O =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Wiemy juz, ze gdy dzialajaca sila F jest wigksza od 7 to cialo zostanie wprawione w
ruch, ale nadal bedzie istniata sila tarcia, tarcia kinetycznego T O przeciwstawiajaca si¢
ruchowi. Sila 7} spelnia dodatkowo, oprocz dwoch wymienionych powyzej, trzecie
empiryczne prawo
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#3 Prawo, zasada, twierdzenie
€ Ty nie zalezy od predkosci wzglednej poruszania sie powierzchni.

Istnieje, analogiczny do u;, odpowiedni wspdtczynnik tarcia kinetycznego uy

Hy = (5.4)

Tk
FN
Dla wigkszo$ci materiatow uy jest nieco mniejszy od ;.

Tarcie jest bardzo zlozonym zjawiskiem i wyjasnienie go wymaga znajomosci
oddzialywan atomow na powierzchni. Dlatego ograniczmy si¢ do zauwazenia, ze tarcie
odgrywa bardzo istotna rol¢ w zyciu codziennym. Na przyklad w samochodzie na
pokonanie sily tarcia zuzywa si¢ okoto 20% mocy silnika. Tarcie powoduje zuzywanie si¢
tracych powierzchni i dlatego staramy si¢ je zmniejsza¢. Z drugiej strony wiemy, ze bez
tarcia nie moglibySmy chodzié, jezdzi¢ samochodami, czy tez pisa¢ olowkiem.

@ Cwiczenie 5.2

Na zakonczenie sprobuj samodzielnie rozwiaza¢ nastgpujacy przyklad. Rozwaz uktad
trzech ciat o masach 3m, 2m 1 m potaczonych niewazkimi nitkami (taki sam jak w
przykladzie pokazujacym zastosowanie zasad dynamiki Newtona w punkcie 4.2). Uktad
jest ciagnigty zewngtrzng sita F. Medzy ciatami a powierzchnig dziata sifa tarcia. Dany jest
wspotczynnik tarcia kinetycznego ui. Znajdz przyspieszenie ukladu i naprgzenia nici.
Pamigtaj o zrobieniu odpowiedniego rysunku i zaznaczeniu wszystkich dziatajacych sit.
Wskazéwka: Przyspieszenie ukladu i sity naciagu nitek oblicz stosujac druga zasade
dynamiki Newtona do kazdego ciala indywidualnie.

a= N = N, =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

W przyktadach pokazujacych zastosowanie zasad dynamiki Newtona opisywalismy
ruch cial z punktu widzenia inercjalnych uktadow odniesienia to znaczy takich, w ktérych
cialo nie poddane dziataniu sit pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem
jednostajnym  prostoliniowym. Teraz zajmiemy si¢ ukladami nieinercjalnymi
1 wystgpujacymi w nich sitami bezwtadnosci.

5.2 Sity bezwitadnosci

Omawiajac zasady dynamiki Newtona wprowadzilismy wazne pojgcie fizyczne:
zdefiniowaliSmy inercjalny uktad odniesienia. StwierdziliSmy wtedy, Zze uklady inercjalne
sa tak istotne bo we wszystkich takich uktadach ruchami ciat rzadza dokfadnie te sama
prawa, 1 dlatego wigkszos¢ zagadnien staramy si¢ rozwiazywa¢ wiasnie w inercjalnych
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uktadach odniesienia. Nasuwa si¢ jednak pytanie, jak stosowa¢ zasady dynamiki Newtona
w uktadzie odniesienia, ktory doznaje przyspieszenia. Na przyktad co mozemy powiedzie¢
o silach jakich dzialania "doznajemy" gdy znajdujemy si¢ w samochodzie, ktory
przyspiesza, hamuje lub zakrgca?

W tym celu rozpatrzymy ruch ciala o masie m poruszajacego si¢ wzdhuz osi x ruchem
przyspieszonym, pod wptywem dziatania sity F' = ma.

Ruch ten jest obserwowany z dwoch réznych uktadow odniesienia (dwaj obserwatorzy), z
ktorych jeden xy jest uktadem inercjalnym, a drugi x'y' porusza si¢ wzgledem pierwszego
wzdhuz osi x (rysunek ponizej).

y.ﬂ y &

F Y
Y

v

@m

xt) X

v

Rys. 5.2. Potozenie ciata m w dwdch uktadach odniesienia

Odlegtos¢ miedzy dwoma obserwatorami (uktadami) wynosi w danej chwili xo(¢) wigc
zwiazek migdzy polozeniem ciata rejestrowanym przez obu obserwatorow ma postaé

x'(#) = x(1) = x,(2) (5.5)

Natomiast przyspieszenie w obu uktadach znajdujemy korzystajac z rownan (3.1)

dv  d’x
a=—=—0H- 5.6
de  dr’ (56)
to znaczy, r6zniczkujac dwukrotnie rownanie (5.5)
a'=a-a, (5.7)

Wida¢, ze przyspieszenia w obu uktadach sa rowne tylko wtedy gdy ap =0 wigc gdy uktad
x'y' porusza si¢ wzgledem uktadu xy ruchem jednostajnym lub wzgledem niego spoczywa
to znaczy gdy uktad x'y' tez jest ukladem inercjalnym tak jak xy. Natomiast gdy ag # 0 to
uktad x'y' nazywamy uktadem nieinercjalnym ®, a jego przyspieszenie ay przyspieszeniem
unoszenia v .

Widzimy, ze przyspieszenie ciala zalezy od przyspieszenia ukladu odniesienia (od
przyspieszenia obserwatora), w ktorym jest mierzone wigc druga zasada dynamiki jest
stuszna tylko, gdy obserwator znajduje si¢ w uktadzie inercjalnym. Inaczej méwiac, prawa
strona rdwnania F =ma zmienia si¢ w zalezno$ci od przyspieszenia obserwatora. Jezeli
pomnozmy rownanie (5.7) obustronnie przez m to otrzymamy
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ma'= ma—ma,
lub (5.8)

ma'=F —ma,

Widzimy, ze w ukladzie x'y' (przyspieszajacym) nie obowiazuja zasady dynamiki Newtona

bo:

e (Gdy na cialo nie dziala sita (F = 0) to cialo nie spoczywa ani nie porusza si¢ ruchem
jednostajnym prostoliniowym tylko ruchem przyspieszonym z przyspieszeniem -ao;

e Iloczyn masy i przyspieszenia nie rowna si¢ sile dziatajacej F' ale jest mniejszy od niej
o iloczyn may.

{3 Definicja
&9 lloczyn masy i przyspieszenia unoszenia (ze znakiem minus) nazywamy silq
bezwtadnosci F}.

Ze wzoru (5.8) wynika, ze jezeli w ukladach nieinercjalnych chcemy stosowaé druga
zasad¢ dynamiki Newtona to musimy uwzglednia¢ sity bezwtadnosci.

Jak juz mowiliSmy istnieja tylko cztery podstawowe oddziatywania, z ktérych wynikaja
wszystkie sity zaobserwowane we Wszechs§wiecie. Wszystkie te sity nazywamy sifami
rzeczywistymi, poniewaz mozemy je zawsze zwigza¢ z dzialaniem pochodzacym od
konkretnym ciatl materialnych. Inaczej jest z sitami bezwtadnosci, ktére nie pochodza od
innych ciat, a ich obserwowanie jest zwigzane wylacznie z wyborem nieinercjalnego
uktadu odniesienia. Dlatego sity bezwtadno$ci nazywamy sifami pozornymi' .

=~ Przyklad
Dwaj obserwatorzy opisuja ruch kulki w sytuacji pokazanej na rysunku 5.3.

1) 2)

Rys. 5.3. Ruch kulki obserwowany z r6znych uktadéw odniesienia

Jeden z obserwatorow znajduje si¢ w samochodzie, a drugi stoi na Ziemi. Samochod
poczatkowo porusza si¢ ze stala predkoscia v po linii prostej (rys. 1), nastgpnie hamuje ze

statym opdznieniem a (rys. 2). Miedzy kulka, a podtoga samochodu nie ma tarcia. Gdy
samochod jedzie ze stata predkoscia to obydwaj obserwatorzy stwierdzaja zgodnie, na
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podstawie pierwszej zasady dynamiki, ze na kulke¢ nie dziala Zzadna sita: obserwator
w samochodzie zauwaza, ze Vi = 0 = F = 0, a obserwator stojacy obok stwierdza, ze
Vi = V = const. = F = 0. Zwré¢my uwage, ze obaj obserwatorzy znajduja si¢
w inercjalnych uktadach odniesienia.

Sytuacja zmienia si¢ gdy samochdd zaczyna hamowac (rys. 2). Obserwator zwigzany
z Ziemia dalej twierdzi, ze kulka porusza si¢ ze stala predkoscia, atylko podloga
samochodu przesuwa si¢ pod nia, bo samochéd hamuje. Natomiast obserwator w
samochodzie stwierdza, ze kulka zaczyna si¢ poruszac si¢ z przyspieszeniem —a w strong
przedniej $ciany wozka. Dochodzi do wniosku, ze na kulke o masie my,;; zaczeta dziatac
sita

F=-m,,.a (5.9)

ale nie moze wskaza¢ zadnego ciata, bedacego zrodiem tej sity. Mowilismy juz, ze druga
zasada dynamiki jest sluszna tylko w inercjalnym uktadzie odniesienia. Zauwazmy, ze
obserwator w wozku znajduje si¢ teraz w uktadzie nieinercjalnym i sila jakiej dziatanie
zauwaza jest pozorngq sitq bezwtadnosci D

Dziatanie sit bezwtadnosci odczuwamy nie tylko podczas przyspieszania i hamowania

(przyspieszenie styczne), ale rowniez gdy zmienia si¢ kierunek predkosci. Zgodnie
z definicja sity bezwtadnos$ci

F, =—ma, (5.10)

a dla ruchu krzywoliniowego przyspieszenie uktadu jest przyspieszeniem normalnym
(dosrodkowym w ruchu po okregu)

aO:an:? (511)
wigc warto$¢ silty bezwtadnos$ci wynosi
Vv 2
Foya = m} (5.12)

Te site bezwladno$ci nazywamy silg ods’rodkowq@. Z taka sita mamy do czynienia na
przyktad podczas jazdy samochodem na zakrgcie. RoOwniez Ziemia nie jest idealnym
uktadem inercjalnym poniewaz wiruje. Jednak w wigkszosci rozpatrywanych przez nas
zjawisk mozna zaniedba¢ wptyw ruchu Ziemi na ich przebieg.

> Wpltyw ruchu obrotowego ukladu na ruch wzgledny ciala (sita bezwladnosci
Coriolisa) zostala oméwiona w Dodatku 4, na koncu modutu 1.
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6 Grawitacja

Przedstawimy, teraz jedno z czterech podstawowych oddziatywan - oddziatywanie
grawitacyjne.

6.1 Prawo powszechnego ciazenia

Rozwazania dotyczace grawitacji rozpoczniemy od prostego przyktadu.

=" Przyklad

Obliczmy stosunek przyspieszenia dosrodkowego Ksigzyca w kierunku Ziemi do
przyspieszenia grawitacyjnego przy powierzchni Ziemi. Przyspieszenie dosrodkowe
w ruchu jednostajnym po okrggu mozemy obliczy¢ na podstawie rownania (3.16)

B 47z2RK
=

ag

gdzie Rx = 3.86:10° km jest odlegloscia od Ziemi do Ksigzyca. Okres obiegu Ksiezyca
wokot Ziemi wynosi 7 = 27.3 dnia. Otrzymujemy wiec ax =2.73-10" m/s>. Natomiast
w poblizu powierzchni Ziemi przyspieszenie wynosi 9.8 m/s”. Stosunek tych przyspieszen

%_1:(1j2
g 3590 60

Poniewaz promien Ziemi wynosi Rz = 6300 km to zauwazmy, ze w granicach btgdu

2
ag R,

¢ R 2 (6.1)
Newton wykonat takie obliczenia i wyciagnal wniosek, ze sita przyciagania migdzy
dwoma masami (migdzy ich $rodkami) maleje odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu
odlegto$ci migdzy nimi. Ponadto zauwazyl, ze skoro istnieje sita przyciagania pomigdzy
dowolnym cialem i Ziemia, to musi istnie¢ sita przyciagania migdzy kazdymi dwoma
masami m, 1 m,. Na tej podstawie 1 w oparciu o liczne obserwacje astronomiczne dokonane
przez jego poprzednikdw min. Kopernika, Galileusza, Keplera, Newton sformulowat
w 1687 r prawo powszechnego cigzenia.

/= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Kazde dwa ciala o masach m; i m; przyciqgajq sie wzajemnie silq grawitacji wprost
proporcjonalng do iloczynu mas, a odwrotnie proporcjonalng do kwadratu
odlegtosci miedzy nimi.

mm,

F=G— (6.2)
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To jest prawo powszechne, poniewaz stosuje si¢ do wszystkich sit grawitacyjnych; np.
wyjasnia spadanie ciat na Ziemig, ale tez thumaczy ruch planet.

Warto§¢ wspotczynnika proporcjonalnosci G, nazywanego stala grawitacji, Newton
oszacowal stosujac rownanie (6.2) do sity dziatajacej miedzy Ziemia, a ciatem o masie m.
Zgodnie z druga zasada dynamiki

M ,m

G
R;

=mg

skad

L

z

(6.3)

gdzie Ry jest promieniem Ziemi. Mas¢ Ziemi M; Newton obliczyt zakladajac srednia
gesto$¢ Ziemi réwna pz = 5-10° kg/m’ (dla poréwnania gesto$é¢ zelaza, gtownego sktadnika
masy Ziemi, wynosi pr=7.9-10>kg/m’, a gestoé¢ krzemu, podstawowego skladnika
skorupy ziemskiej, wynosi ps; = 2.8:10° kg/m®). Uwzgledniajac R, = 6.37-10° m Newton
otrzymal warto$¢ G = 7.35-107"" Nm*/kg® co jest wartoécia tylko o 10% wicksza niz
ogblnie dzisiaj przyjmowana wartosé 6.67-10"" Nm?’/kg®. Wartoéé stalej G obliczonej
przez Newtona jest obarczona btedem wynikajacym z przyjetej sredniej wartosci gestosci
Ziemi.

Zeby wyznaczy¢ stala G w laboratorium niezaleznie od masy Ziemi i tym samym
unikna¢ bledu zwiazanego z szacowaniem ggstosci Ziemi trzeba by zmierzy¢ silg
oddziatywania dwoch mas m; 1 m; umieszczonych w odleglosci ». Wowczas

Fr?

mym,

G=

Zauwazmy jednak, ze przykladowo dla mas kazda po 1 kg oddalonych od siebie o 10 cm
sita F ma warto$¢ F = 6.67-10"° N i jest za mata by ja doktadnie zmierzy¢ standardowymi
metodami.

Problem pomiaru tak matej sity rozwiazat Cavendish.

6.1.1 Doswiadczenie Cavendisha

W swoim pomiarze Cavendish wykorzystat fakt, ze sita potrzebna do skrecenia
dlugiego, cienkiego widkna kwarcowego jest bardzo mata. Na takim wtoknie zawiesit pret
z dwiema matymi kulkami otowianymi () na koncach (rysunek 6.1). Nastepnie w poblizu
kazdej z kulek umiescit wigksza kulg olowiana (M) i zmierzyt precyzyjnie kat o o jaki
obrocit si¢ pret.

Pomiar wykonany metoda Cavendisha dat warto$é¢ G = 6.67-10""" Nm?/kg’.
Znajac juz warto$¢ statej G, Cavendish wyznaczyt mase Ziemi My z rOwnania

_8R;

M, G

(6.4)
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Rys. 6.1. Doswiadczenie Cavendisha

Cavendish wyznaczyt tez masg¢ Stonca i masy planet, tych ktorych satelity zostaty
zaobserwowane.

<" Przyklad
Rozpatrzmy ruch planety o masie m krazacej w odlegtosci R wokot Stofica o masie M.
Wtedy sita przyciagania grawitacyjnego wynosi

M
F=G RT (6.5)

a poniewaz przyspieszenie w ruchu po okrggu jest dane wyrazeniem

B 47°R

a=—_ (6.6)
to réwnanie (6.5) przyjmuje postac
Mm 47°R
G e =m( P ] (6.7)
skad otrzymujemy
vt (68)

@ Cwiczenie 6.1

Oblicz jaki byt okres obiegu Ksigzyca przez modut statku Apollo? Dane s3: promien
Ksiezyca R = 1740 km, jego masa My = 7.35-10* kg oraz stata G = 6.67-10""" Nm?/kg’.
Wynik zapisz ponize;j.
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Wskazowka: Skorzystaj z rownania (6.7).
T =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

@ Cwiczenie 6.2

Na podstawie wzoru (6.8) oblicz mas¢ Stonca przyjmujac odlegltos¢ Ziemia - Stonce rowna
R=1510 km, oraz okres obiegu 7 = 1 rok. Poréwnaj ten wynik z masa Ziemi obliczona
na podstawie rownania (6.4). Ile razy masa Stonca jest wigksza od masy Ziemi? Wynik
zapisz ponizej.

MS = M. 7z =

M. S /M z=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

6.2 Prawa Keplera ruchu planet

Jeszcze przed sformulowaniem przez Newtona prawa powszechnego ciazenia, Johannes
Kepler zauwazyt, ze ruch planet stosuje si¢ do trzech prostych praw, ktore zgadzaty sig
z wynikami pomiarowymi pozycji planet z bardzo duza doktadno$cia

Prawo, zasada, twierdzenie

'_@ 1. Pierwsze prawo Keplera: Kazda planeta krqzy po orbicie eliptycznej, ze
Stoncem w jednym z ognisk tej elipsy.
2. Drugie prawo Keplera (prawo rownych pol): Linia tqczqca Stonce i planete
zakresla rowne pola w rownych odstepach czasu.
3. Trzecie prawo Keplera: Szesciany potosi wielkich orbit dowolnych dwoch planet
majq sie do siebie jak kwadraty ich okresow obiegu (potos wielka jest potowq
najdtuzszej cieciwy elipsy).

Z drugiego prawa Keplera (zilustrowanego na rysunku 6.2) wynika, ze planety (lub
naturalne satelity) powinny porusza¢ si¢ szybko w poblizu Stonca (gdy wektor R(¢) jest
najkrétszy) 1 coraz wolniej w miar¢ oddalania si¢ od Stonca (gdy wektor R(¢) rosnie).
Dobrym przyktadem jest kometa Halleya, ktora obiega Stonce w ciagu 76 lat, z czego
tylko 1 rok spedza w poblizu Stonca (jest wtedy niewidoczna z Ziemi).

Newton pokazal, ze prawa Keplera mozna wyprowadzi¢ z zasad dynamiki. Pokazal na
przyktad, ze tylko wtedy, gdy sila jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci to
spelnione sg pierwsze i trzecie prawo Keplera.
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\

Rys. 6.2. Wektor R(¢) zakre$la rowne pola w rownych odstgpach czasu

®3 O zwiazku miedzy zasadami dynamiki Newtona, a prawami Keplera mozesz
przeczyta¢ w Dodatku 5, na koncu modutu 1.

6.3 Ciezar

~ Definicja
=9 Ciezar definiujemy jako sile ciezkosci dzialajqcq na cialo.

W poblizu powierzchni Ziemi cigzar jest wigc sita z jaka Ziemia przyciaga ciato i dla ciala
0 masie m jest rowny mg. Na Ksigzycu cigzar jest mniejszy w porownaniu z ci¢zarem na
Ziemi okoto sze$¢ razy. Cigzaru nie nalezy wigc myli¢ z masg ciata.

6.3.1 Masa bezwladna i grawitacyjna

Gdy sprobujemy wprawi¢ w ruch ciato popychajac je to wymaga to pewnego wysitku
nawet gdy ruch odbywa si¢ po idealnie gtadkiej poziomej powierzchni. Wysitek jest tym
wigkszy im ciato ma wigksza masg. Wynika to bezposrednio z drugiej zasady dynamiki
Newtona F'= ma. Mas¢ m wystgpujaca w tym wzorze nazywamy masq bezwiadnq@.

Z kolei rozpatrzmy sytuacje gdy utrzymujemy klocek uniesiony w gor¢ w stanie
spoczynku. Bezwladno$¢ nie odgrywa tu zadnej roli bo cialo nie przyspiesza, jest
w spoczynku. Ale przeciez musimy uzywaé sily, o warto$ci rownej przyciaganiu
grawitacyjnemu migdzy cialem i Ziemia, zeby ciatlo nie spadlo. Odgrywa tu rolg ta
wlasciwos¢ ciala, ktéra powoduje ze jest ono przyciaganie przez inne obiekty takie jak
Ziemia i sitg

F=G" Afz (6.9)

4

Wystepujaca w tym wzorze mas¢ m' nazywamy masq grawitacyjng ®
Powstaje pytanie czy masa bezwtadna m i masa grawitacyjna m' ciala sa sobie rowne?
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Zeby znalezé odpowiedZ na to pytanie rozpatrzmy sytuacje, w ktorej masa bezwtadna m,
spadajac swobodnie w poblizu powierzchni Ziemi uzyskuje przyspieszenie a;. Wtedy

1
m'M,

ma, =G——
RZ

(6.10a)

Jezeli natomiast inna masa m, uzyskuje przyspieszenie a, to

1
m,'M,

mya, =G 5
RZ

(6.10b)

Dzielac réwnania (6.10a) 1 (6.10b) przez siebie otrzymujemy

M (6.11)

mya, m,

Poniewaz doswiadczalnie stwierdzono, ze wszystkie ciala spadaja (w prézni) w poblizu
Ziemi z tym samym przyspieszeniem a; = a, = g to stosunek mas bezwladnych jest rowny
stosunkowi mas grawitacyjnych. Aktualnie jesteSmy w stanie stwierdzi¢, ze a; = a;
z doktadnoscia do 107"°.

i Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Te wyniki wskazujq, e masa bezwladna jest réowna masie grawitacyjnej. To
stwierdzenie nazywa sie zasadq rownowaznosci.

Konsekwencja jest to, ze nie mozna rozr6zni¢ migdzy przyspieszeniem uktadu,
a przyspieszeniem grawitacyjnym. Ta zasada jest punktem wyj$cia ogdlnej teorii
wzglednosci Einsteina.

6.4 Pole grawitacyjne, pola sit

Na przyktadzie sit grawitacyjnych omowimy wazne w fizyce pojecie pola®. Nasze
rozwazania rozpoczynamy od umieszczenia masy M w poczatku ukladu. W punkcie
przestrzeni opisanym wektorem r znajduje si¢ inna masa m. Wektor r opisuje potozenie
masy m wzgledem masy M wigc sit¢ oddzialywania grawitacyjnego migdzy tymi masami
(rownanie (6.2)) mozemy zapisaé w postaci wektorowej

F:—GMT5=—GMTr (6.12)

r-r r

gdzie znak minus wynika z faktu, ze wektor F jest zwrdcony przeciwnie do wektora r.
Zwro¢my uwage, ze sile t¢ mozemy potraktowac jako iloczyn masy m 1 wektora p(r) przy
czym

F M
yir)y=—=-G—r (6.13)
m r
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4=y Definicja
=l Wektor y(r) dany rownaniem (6.13) nazywamy natezeniem pola grawitacyjnego.
Zwrdéémy uwage na to, ze jezeli w punkcie » umiescilibySmy dowolng mas¢ np. m' to
zawsze mozemy zapisac site jako iloczyn masy m' i tego samego wektora p(r).

F'=m'y(r) (6.14)

Widzimy, ze wektor p(r) nie zalezy od obiektu na ktéry dziala sita (masy m') ale zalezy od
zrédta sity (masa M) i charakteryzuje przestrzen otaczajaca zrodto (wektor »). Oznacza to,
ze masa M stwarza w punkcie r takie warunki, ze umieszczona w nim masa m odczuje
dziatanie sily. Inaczej méwiac masie M przypisujemy obszar wplywu (dziatania), czyli
pole. Na rysunku ponizej jest pokazany wektor p(r) w wybranych punktach woko6t masy M.

Rys. 6.3. "Mapa" natgzenia pola grawitacyjnego wokot masy M

Zwro¢my uwage, ze rozdzieliliSmy sile¢ na dwie czgéci. Stwierdzamy, ze jedna masa
wytwarza pole, a nastgpnie to pole dziala na drugq mase. Taki opis pozwala uniezalezni¢
si¢ od obiektu (masy m") wprowadzanego do pola.

Z pojecia pola korzysta si¢ nie tylko w zwiazku z grawitacja. Jest ono bardzo uzyteczne
rowniez przy opisie zjawisk elektrycznych i magnetycznych. Zrodtami i obiektami
dziatania pola elektrycznego sa tadunki w spoczynku, a pola magnetycznego tadunki
w ruchu. Wlasciwosci pol wytwarzanych przez tadunki elektryczne omowimy w dalszych
rozdziatach.

Chociaz pole jest pojeciem abstrakcyjnym jest bardzo uzyteczne i znacznie upraszcza
opis wielu zjawisk. Na przyktad gdy mamy do czynienia z wieloma masami, mozemy
najpierw obliczy¢ w punkcie r pole pochodzace od tych mas, a dopiero potem silg
dzialajacq na mas¢ umieszczong w tym punkcie.

Z polem sit wiaze si¢ nie tylko przestrzenny rozktad wektora natezenia pola, ale
rowniez przestrzenny rozklad energii. Wiasnie zagadnieniom dotyczacym pracy i energii
sa poswiecone nastepne rozdzialy.

Ten rozdziat konczy pierwszy modul; mozesz teraz przejs¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Podsumowanie

Xo

Wyrazenie V =
t—t,

opisuje predkos¢ w ruchu jednostajnym po linii prostej

1 rowniez jest prawdziwe dla predkosci $rednie;j.

Predkos¢ chwilowa jest pochodna drogi wzgledem czasu v = ((11); .

2
. . a
W ruchu ze statym przyspieszeniem mamy V =V, +at oraz x =x, +Vt + B

. . . . . dv
Przyspieszenie chwilowe jest rowne a = a4

W rzucie uko$nym ze stalym przyspieszeniem —g (w kierunku pionowym) tor ruchu
ol g 2

ciala jest parabola y = (tgf)x ———=——x".
jestp ay=(tg0) 20, cosh)’

2

Przyspieszenie dosrodkowe w ruchu jednostajnym po okregu wynosi a, =V b
r

Ar’r
a, = 7
Jezeli na ciato o masie m dziata sita wypadkowa F),,, to ruch ciat mozna przewidzie¢
postugujac si¢ zasadami dynamiki Newtona

Zasada 1 a=0, gdy F,,,=0

d
Zasada 2 F,, = d—fz ma gdy m = const. ped p =mo
Zasada 3 F ,,=-F, .

Pierwsza zasada dynamiki stwierdza, ze jezeli na ciato nie dzialaja sity zewngtrzne to
istnieje taki uktad odniesienia, w ktérym to ciato spoczywa lub porusza si¢ ruchem
jednostajnym prostoliniowym. Taki uktad nazywamy uktadem inercjalnym.
Maksymalna sita tarcia statycznego jest rowna sile, ktora musimy przytozy¢, zeby
ruszy¢ ciato z miejsca.

W uktadach poruszajacych sig¢ z przyspieszeniem uwzgledniamy, ze na kazde ciato
dziata sila bezwladnosci F, wprost proporcjonalna do masy ciala oraz do
przyspieszenia uktadu ay i jest do niego skierowana przeciwnie F, =-ma, .

Prawo powszechnego ciazenia F = G% stosuje si¢ do wszystkich sit
r

grawitacyjnych.

Prawa Keplera

1) Kazda planeta krazy po orbicie eliptycznej, ze Stoncem w jednym z ognisk tej
elipsy; 2) Linia faczaca Stonce i planetg zakresla rowne pola w rownych odstgpach
czasu; 3) Szesciany pdtosi wielkich orbit dowolnych dwoch planet maja si¢ do siebie
jak kwadraty ich okres6w obiegu (potos wielka jest potowa najdtuzszej cigciwy elipsy).

. o F M .
Wektor natgzenia pola grawitacyjnego y(r)=-—=—-G— r charakteryzuje przestrzen
m r

otaczajaca zrédto sity grawitacyjnej (mase M).
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Materiaty dodatkowe do Modutu |

I.1. Srednia wazona

W celu przyblizenia pojgcia $redniej wazonej rozwazmy prosty uktad, w ktorym mamy
do czynienia ze skrzynka zawierajaca np. jablka o réznej masie. W skrzynce mamy n;
jablek, kazde o masie m, oraz n, jabtek, kazde o masie m,. Sprobujmy policzy¢ jaka jest
srednia masa jabtka:

cak.
Sred. —

cak.

_nhm +n,m,

Sred.

n, +n,

czyli

n n
L—m, +—=—m,

1
n, -i-l’l2 n, +7’12

m Sred. —

To jest srednia wazona (wagami sa utamki ilosci jabtek w skrzynce). Uwzgledniamy w ten
sposob fakt, ze liczby jablek (wchodzace do $redniej) nie sa rowne.

l. 2. Ruch przyspieszony po okregu

Wspotrzedne x, y punktu poruszajacego si¢ po okregu mozna wyrazi¢ za pomoca
promienia R (o statej warto$ci) oraz kata ¢ (rysunek ponizej).

r

V| &7

v

Rys. 1.2.1. Wspoétrzedne punktu poruszajacego si¢ po okregu

x(t) = Rcosp(t)

y(t) = Rsin () (1.2.1)

Przy czym zwiazek migdzy droga liniowa s, a drogq kqtowq ¢ ®, jest dany z miary
lukowej kata ¢ = s/R.
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Rézniczkujac rownania (1.2.1), mozemy obliczy¢ zgodnie ze wzorami (3.1), sktadowe
predkosci

dep

V. =—-R——
de

sin @ = —Rwsin ¢(t)
(1.2.2)

\Y :R(ii(tpcosqo:Ra)cosgo(t)

y

gdzie tempo zmian drogi katowej de/dt oznaczono jako predkos¢ kqtowq o ®
(analogicznie do predkosci liniowej V)

(1.2.3)

Roézniczkujac z kolei réwnania (1.2.2) otrzymamy zgodnie ze wzorami (3.1) sktadowe
przyspieszenia

a, = —R(Za;singo—Ra)(Zcosgo =—Rasing—Rw’ cos
do J (1.2.4)
a,= R—cos¢—Rw—¢singp =Racosp—Rw’sing
dt dr
lub
a. =%V —x»’
@ (1.2.5)

a, =% —ya?
y ) y

gdzie wprowadzono przyspieszenie kqtowe a ® wyrazajace tempo zmian predkosci
katowej dew/dt

_do

a=" (1.2.6)

Na podstawie powyzszych zalezno§ci mozemy obliczy¢ wektor catkowitego
przyspieszenia

a=%v_-Ro* (1.2.7)
w

Wektor przyspieszenia catkowitego a jest suma dwoch wektorow: przyspieszenia
stycznego as (rownoleglego do wektora predkosci V)
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(04
a, ="V (1.2.8)

1 przyspieszenia normalnego a, ( przeciwnego do wektora R czyli skierowanego do $rodka
okregu)

a,=-Ro’ (1.2.9)

I. 3. Ruch w polu grawitacyjnym z uwzglednieniem oporu powietrza

Naszym zadaniem jest opisanie ruchu ciata o masie m puszczonego z pewnej wysokos$ci
nad powierzchnia Ziemi, ktore spadajac doznaje oporu powietrza. Z codziennych
doswiadczen wiemy, ze opdr powietrza zalezy od predkosci, na przyktady podczas jazdy
na rowerze, 1 jest tym wigkszy im szybciej jedziemy. Przyjmiemy wigc, zatozenie ze sila
oporu powietrza jest proporcjonalna do predkosci v

Fopor ==V (1.3.1)

Znak minus wskazuje, ze sila oporu dziata przeciwnie do kierunku ruchu (wektora
predkosci v).

Ruch ciata odbywa si¢ pod dziataniem dwoéch sit: stalej sity grawitacji 1 zmiennej sily
oporu. Wraz ze wzrostem predkosci rosnie sita oporu, az do momentu gdy stanie si¢ ona
rowna co do wartosci sile grawitacji. Wowczas sita wypadkowa dziatajaca na ciato staje
si¢ rowna zeru, predkos¢ dalej juz nie ro$nie i nie ro$nie tez sita oporu, zgodnie z pierwsza
zasada dynamiki ciato porusza si¢ od tej chwili ruchem jednostajnym, prostoliniowym.
Graniczng predko$e V. jaka osiaga cialo obliczamy z warunku

mg = Wgr
v, = mg (1.3.2)
4

Teraz poszukujemy odpowiedzi napytanie jak zmienia si¢ predko$¢ podczas ruchu. W tym
celu korzystamy z drugiej zasady dynamiki Newtona, ktora przyjmuje posta¢ rGwnania

ma=mg — W
lub
VR (13.3)
a e

Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego (1.3.3) jest funkcja v(¢)

v(t)= mgil_e‘»yf] =vg{1—e‘;’J (13.4)
y
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Zalezno$¢ ta jest wykreslona na rysunku ponizej. Wida¢, ze po odpowiednio dtugim czasie
predko$¢ osiaga wartos¢ graniczna.
v(t)

Vv
ar

Rys. 1.3.1. Zaleznos¢ predkosci od czasu
Otrzymali$my wigc réwnanie V(f) opisujace ruch ciala.

I. 4. Sita Coriolisa

Te site bezwtadnosci musimy uwzglednia¢, gdy rozpatrujemy ruch postgpowy ciala
w obracajacym si¢ uktadzie odniesienia. Przyktadem moze by¢ czlowiek poruszajacy sig
po linii prostej (radialnie) od srodka do brzegu obracajacej si¢ karuzeli. Na rysunku ponizej
pokazana jest zmiana predkosci cztowieka.

b)

Rys. [.4.1. Zmiana predkos$ci cztowieka poruszajacego si¢ po linii prostej (radialnie) od $rodka do
brzegu karuzeli obracajacej si¢ z predkoscia katowa @

Linia (promien) wzdhluz ktorej porusza si¢ czlowiek zmienia swdj kierunek (karuzela
obraca si¢) o kat A@ w czasie Az. W tym samym czasie czlowiek zmienia swoje potozenie
z punktu 4 do 4'.

Obliczymy teraz zmiang jego predkosci radialnej (normalnej) V, 1 stycznej V. Predko$¢
radialna zmienia swoj kierunek. Predkos$¢ styczna natomiast zmienia zaréwno kierunek
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(przyspieszenie dosrodkowe) ale rowniez warto$¢ bo czlowiek oddala si¢ od s$rodka
(ro$nie r). Najpierw rozpatrzmy roéznicg predkosci vV, w punktach 4 i A' pokazana na
rysunku (b) po prawej stronie. Dla matego kata A6 (tzn. matego Af) mozemy napisac

Av, =V A0 (14.1)

Jezeli obustronnie podzielimy rownanie (1.4.1) przez At to w granicy At — 0 otrzymamy

dv, V%—Va) 142
dr " dt " (14.2)

a, =

gdzie wielko$¢ w = df/dt jest definiowana jako predkos¢ kqtowa D,

W tym ruchu zmienia si¢ rowniez predkos¢ styczna bo cztowiek porusza si¢ wzdluz
promienia. W punkcie 4 predkos¢ styczna Vs = wr, a w punkcie A' V, = o(r+Ar). Zmiana
predkosci stycznej wynosi wige

AV, =w(r+ Ar)—or = wAr (1.4.3)

Jezeli obustronnie podzielimy rownanie (1.4.3) przez At to w granicy At — 0 otrzymamy

dv, dr
ol =

a, = —=wV
= "% , (L4.4)

Przyspieszenia a; i a; maja ten sam kierunek (réwnolegly do Vi) wigc przyspieszenie
catkowite jest rowne sumie

a=a,+a, =20V, (1.4.5)

Przyspieszenie to jest nazywane przyspieszeniem Coriolisa ® Pochodzi ono stad, ze nawet
przy stalej predkosci katowej w ros$nie predkos¢ liniowa czlowieka bo rosnie r. Gdyby
cztowiek stal na karuzeli to obserwator stojacy na Ziemi mierzytby tylko przyspieszenie
dosrodkowe (w”r) skierowane do $rodka wzdhuz promienia. Natomiast gdy cztowiek idzie
na zewnatrz to obserwator rejestruje takze przyspieszenie Coriolisa (o kierunku
rownoleglym do V,). OczywisScie musi istnie¢ sita dziatajaca w tym kierunku. Jest nig
wtym przypadku sila tarcia migdzy podloga i nogami idacego cztowieka. Jednak
obserwator zwiazany z karuzela nie widzi ani przyspieszenia dosrodkowego ani
przyspieszenia Coriolisa, cztowiek poruszajacy si¢ wzdluz promienia jest w stanie
rownowagi w uktadzie karuzeli. A przeciez istnieje realnie odczuwalna (rzeczywista) sita
tarcia. Zeby wyeliminowac¢ te rozbiezno$é obserwator stojacy na karuzeli wprowadza dwie
sity pozorne réwnowazace sil¢ tarcia. Jedna to sita od$rodkowa, a druga to sita Coriolisa.
Sita od$rodkowa dziata radialnie na zewnatrz a sita Coriolisa stycznie ale przeciwnie do V.
Ogodlnie, na cialo o masie m poruszajace si¢ ruchem postgpowym z predkoscia Vv w
obracajacym si¢ uktadzie odniesienia dziata sita bezwladnos$ci zwana sifq Coriolisa F, D

F.=2mV x® (I1.4.6)
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Ziemia nie jest idealnym uktadem inercjalnym poniewaz wiruje. W wyniku tego obrotu
w zjawiskach zachodzacych na Ziemi obserwujemy site Coriolisa. Przyktadowo, rzeki
ptynace na pétkuli poéinocnej podmywaja silniej prawy brzeg. Rowniez ciata spadajace
swobodnie odchylaja si¢ od pionu pod dziataniem tej sity. Jednak w wigkszos$ci
rozpatrywanych przez nas zjawisk mozna zaniedba¢ wptyw ruchu Ziemi na ich przebieg.

I. 5. Prawa Keplera a zasady dynamiki Newtona

Rozpoczniemy od wyprowadzenia trzeciego prawa Keplera dla planet poruszajacych si¢
po orbitach kotowych. Korzystajac z otrzymanego uprzednio wzoru (6.8) na mas¢ Stonca
otrzymujemy dla pierwszej planety krazacej wokot Stofica

4r’R}
Mg="""1
sTGr (I5.1)
a dla drugiej
47°R;
M, = k
e (1.5.2)

Poréwnujac te rGwnania stronami otrzymujemy

R’ R oavli R T 153
_— = y4a _ = —
TP T, 4 R T (1.5.3)

Teraz przejdziemy do drugiego prawa Keplera. Na rysunku 1.5.1 zaznaczona jest
powierzchnia zakre$lana w czasie Atz przez linig taczaca planetg ze Stoncem.

VAL

Rys. 1.5.1. Powierzchnia zakreslana w czasie At przez lini¢ taczaca planetg ze Stoncem
Jezeli wezmiemy bardzo krotki przedzial czasu dr (At — 0) to zaznaczone pole dS jest

powierzchnia trojkata o podstawie rownej dtugosci zakreslanego tuku (vdr) 1 wysokosci
réwnej promieniowi R
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Modut I - Materialy dodatkowe

ds = VdiR (15.4)

Z rownania (1.5.4) wynika, ze chwilowa predkos¢ polowa (predko$¢ z jaka promien R
zakre$la powierzchnig) jest rOwna

a5 _Tug (1.5.5)
de 2 e

Z zasad dynamiki Newtona wynika zasada zachowania momentu pedu (poznamy ja
w nastgpnych rozdziatach), zgodnie z ktora moment pedu L ® planety w jej obiegu wokot
Stonca jest staty

L =mVR = const. (1.5.6)

Laczac rdwnania (1.5.5) 1 (1.5.6) otrzymujemy ostatecznie

d—S—L—const 1.5.6
dt 2m ’ (1.5.6)

Otrzymane réwnanie (1.5.6) wyraza drugie prawo Keplera.
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Modut I - Rozwiazania ¢wiczen

Rozwiagzania ¢wiczen z modutu |

Cwiczenie 2.1

ciato Xo [m] V [m/s]
1 -1 1.5
2 0 0.67

Cwiczenie 2.2
Catkowita droga przejechana przez samochdd: x; + x; =20 km + 20 km = 40 km
Catkowity czas jazdy samochodu : ¢, = x;/v; = (20 km)/(40 km/h) = 0.5 h
t = x2/V> = (20 km)/(80 km/h) = 0.25 h
t=t+6=0.75h

Predkos$¢ srednia (réwnanie 2.4): (40 km)/(0.75 h) = 53.33 km/h

Cwiczenie 2.3

Predkos$¢ srednia wynosi 10 m/s.

Korzystajac z rownania (2.4):x —xo=10m/s * 5 s =50 m.
To najkrétsza droga hamowania.

Cwiczenie 2.4
Dane: vy At, g - przyspieszenie ziemskie.

2
Korzystajac z rOwnania (2.10) otrzymujemy:  y=V - gé

Welktor potozenia y (opisujacy wysokos$¢ ponad poziom y = 0) jest w dowolnej chwili suma
dwoch wektorow Vot oraz gt'/2 . Powyzsze réwnanie opisuje wigc zarOwno ruch cial
w gorg jak 1 w dol. OczywisScie opis matematyczny musi odzwierciedla¢ sytuacje fizyczna.
W rzucie pionowym ciato przebywa na tej samej wysokosci (v = k) dwa razy w dwoch
roznych chwilach (pierwszy raz przy wznoszeniu, drugi przy opadaniu). Trojmian
kwadratowy

2
h—v0t+g;:0

ma dwa rozwiazania ¢, 1 t,. Z treSci zadania wynika, ze t; — & = At. Z tego warunku
otrzymujemy rozwiazanie:

Vo (A)’g
2g 8

h=
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Modut I - Rozwiazania ¢wiczen

Cwiczenie 3.1

Dane: Vv, 0 g - przyspieszenie ziemskie.

W celu znalezienia zasiggu rzutu podstawiamy do réwnania (3.11) y = 0 1 otrzymujemy
dwa miejsca, w ktérych parabola lotu przecina o$ x. Pierwsze, x = 0, odpowiada punktowi
z ktérego wylatuje ciato, drugie x = Z poszukiwanemu zasiggowi rzutu

_2vgsinfcosf vy
g g

7 sin 26

Z powyzszego rdwnania wynika, ze zasi¢g Z osiaga maksimum dla, kata 6 = 45, bo wtedy
funkcja sin26 ma maksymalna warto$¢ réwna 1.

Cwiczenie 3.2

Dane: R; = 6370 km, g=9.81 m/s*, T=24h =8.64-10"s
2

Podstawiajac te dane do rownania (3.16) a, = 4”7213

T

otrzymujemy a, = 0.0034 m/s co stanowi 0.35 % przyspieszenia grawitacyjnego g.

Cwiczenie 4.1
Dane: m; = m,, przyspieszenie grawitacyjne g.
Na rysunku zaznaczamy sity dzialajace w uktadzie

AR

Stosujemy druga zasade dynamiki Newtona do kazdego ciata osobno:

ma=mg—-N

mya=N

rozwiazujac ten uktad rownan i uwzgledniajac, ze m; = my = m otrzymujemy
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Modut I - Rozwiazania ¢wiczen

Cwiczenie 4.2

Dane: m, 6, przyspieszenie grawitacyjne g

Na rysunku ponizej pokazane sa sity dzialajace na klocek: cigzar klocka Q = mg 1 sila
reakcji R (na nacisk klocka) wywierana na klocek przez ptaszczyzng rowni.

R

Zeby wyliczy¢ site wypadkowa nalezy doda¢ wektorowo te dwie sily

ma=0Q+R

Zaczynamy od wyboru uktadu wspoétrzednych. Wygodnie jest tak wybra¢ ukiad, zeby
jedna 0§, na przyktad x, byta skierowana wzdluz réwni, a druga (oS y) prostopadle do niej.
Wtedy wystarczy roztozy¢ na skladowe tylko jednq site¢ Q. W tak wybranym uktadzie
wspotrzednych sktadowe cigzaru wynosza

Q. =mgsinf
0, =mgcost

Sktadowa Q, (nacisk na roéwnig) jest rOwnowazona przez reakcjg rowni R. Natomiast
sktadowa Q, jest odpowiedzialna za przyspieszenie ciala. Mozemy wigc zastosowac druga
zasade dynamiki Newtona dla kazdej sktadowej

ma_=mgsinf

ma, = R —mgcosd

Stad wynika, Ze przyspieszenie ciala wynos a = gsin@ i jest skierowane wzdtuz réwni.
Juz Galileusz korzystal z rowni pochylej do analizy ruchu przyspieszonego. Regulujac
wysokos¢ rowni (kat 8) mozemy zmniejsza¢ predkos¢ ruchu i tym samym utatwié jego
pomiar.

Cwiczenie 5.1

Dane; m, u,, przyspieszenie grawitacyjne g.

Klocek spoczywa na réwni bo oprocz sity grawitacji i reakcji podloza dziala na niego
rowniez sifa tarcia statycznego (rysunek).
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Modut I - Rozwiazania ¢wiczen

Sita reakcji R rownowazy sktadowa cigzaru prostopadita do powierzchni réwni (nacisk)
R = O, = Fy, natomiast sifa tarcia 7 rownowazy sktadowa réwnolegla do rowni 7 = Q..
Przy granicznym (maksymalnym) kacie

mgsin®,, = u F,

mgsin,, = umgcosd,,

Skad otrzymujemy warto$¢ granicznego kata ig6, = . Pomiar kata Op jest prosta

metoda doswiadczalna wyznaczenia wspotczynnika tarcia i

Cwiczenie 5.2
Dane: F, mi=m, my=2m, m3=3m, u;, przyspieszenie grawitacyjne g
Wykonujemy rysunek i zaznaczamy sity dziatajace w uktadzie

. R
y 1 1;3

2mg

v

3m

Zapisujemy druga zasade dynamiki Newtona do kazdego ciata osobno

3ma=F-N,-T,
2ma=N,-N,-T,
ma=N,—T

Nastgpnie, korzystajac z tego, ze
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Modut I - Rozwigzania ¢wiczen

I = pymg
T, = 1 2mg
T, = w3mg

przepisujemy rownania dynamiki w postaci

3ma=F—N,—u,3mg
2ma=N,—-N,—u,2mg
ma =N, - iy,mg

Rozwiazujac ten uktad rownan otrzymujemy poszukiwane wielkosci

a_F—,uk6mg_i_

6m 6m He&
I
2 6

Cwiczenie 6.1
Dane: Rx = 1740 km, My = 7.35-10* kg, G = 6.67-10"'! Nm?/kg’
Do obliczenia okresu obiegu Ksigzyca przez statek Apollo korzystamy z rownania (6.7),

ktére przyjmuje postac¢
M. .m 47°R
G RKz = m( T2 j

gdzie m jest masa pojazdu kosmicznego. Po przeksztatceniach otrzymujemy

R3
T=2rx

K
a po podstawieniu danych Tk = 6.5-10” s czyli 108 minut.

Cwiczenie 6.2

Dane: R = 1.5-10° km = 1.5-10"' m, 7= 1 rok = 3.154-10’ s.
, . e 4r°R’

Masg Stofica obliczamy z zaleznosci (6.8) M, = T

Otrzymujemy Ms = 2-10°"kg.

: T R;
Natomiast mas¢ Ziemi obliczmy ze wzoru (6.4) M , = &2

Otrzymujemy Mz = 5.97-10**kg oraz Ms/ M;=3.3-10°.
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Modut I - Test kontrolny

Test |

1. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres zaleznosci drogi od czasu dla pewnego
ciata. Oblicz predkos¢ ciala w trzeciej 1 piatej sekundzie ruchu oraz predkos¢ $rednia
dla catego ruchu.

5
Droga [m] "
, o] N
2
1
; ]
0 1 2 3 4 5 6

2. Ze skrzyzowania rusza samochod w chwili, kiedy na nastgpnym skrzyzowaniu
odlegtym o d=0.5 km zapala si¢ zielone $wiatto. Cykl zmiany $wiatel jest
nastgpujacy: zielone-zotte-czerwone-zielone-zotte-czerwone itd., a czas Swiecenia si¢
Swiatet przedstawia si¢ nastepujaco: zielone-#; =25 s, zolte-t, =3 s, czerwone-#3 = 20.
Z jaka predkoscia (Srednia) powinien jecha¢ samochdd, aby na najblizsze
skrzyzowanie wijechal przy zielonym $wietle w dowolnym kolejnym cyklu zmiany
Swiatel?

3. Z wiezy wyrzucono jednoczesnie dwa ciala z jednakowa predkoscia v, jedno pionowo
do gory, a drugie pionowo w dot. Jak zmienia si¢ z biegiem czasu odlegltos¢ miedzy
tymi ciatami?

4. Zalezno$¢ wektora polozenia ciata od czasu dana jest wzorem: ¥(f)=[1 + t, 2t — £°].
Oblicz wartosci bezwzgledne predkosci poczatkowej i przyspieszenia.

5. Dwa klocki, o masach m = 1 kg 1 M = 2 kg, polaczone sznurkiem sa podnoszone
pionowo do gory ze stata predkoscia (rysunek ponizej). Jaka jest sita przytozona do
gbérnego sznurka, a jakie jest napigcie sznurka taczacego oba klocki?

67



Modut I - Test kontrolny

10.

11.

Odpowiedz na pytania (odpowiedz uzasadnij). Czy cialo moze mie¢ zerowa predkose
a niezerowe przyspieszenie? Jezeli warto$¢ predkosci ciala pozostaje stata, to czy
przyspieszenie tego ciala musi by¢ rowne zeru?

Kruszenie kopalin silnym strumieniem wody jest jedna z metod stosowanych w
gornictwie. Oblicz sile, z jaka dziata strumien wody o gestosci p=10° kg/m3
i przekroju poprzecznym S = 0.01 m® poruszajacy si¢ z predkoscia v = 50 m/s.
Zauwaz, ze przy zderzeniu ze $ciang woda traci catkowicie swoj ped.

Dwie nieruchome lodzie znajdujace si¢ na jeziorze potaczone sa dhugim sznurem.
Czlowiek znajdujacy sig¢ na pierwszej todzi ciagnie sznur dziatajac sita F = 50 N.
Oblicz predkos¢ wzgledna obu todzi po czasie ¢ =4 s dzialania sity. Cigzar pierwszej
todzi wraz z cztowiekiem wynosi Q; =2000 N, a cigzar drugiej todzi O, =800 N.
Opory ruchu mozna pomina¢.

Sanki zeslizguja sie¢ z gorki o wysokosci # = 4 m 1 kacie nachylenia a=30° 1 dalej
zrozpedu $lizgaja si¢ jeszcze po poziomym $niegu poza nia, zatrzymujac si¢
w odlegtos¢ 10 m od podnodza gorki. Ile wynosi wspdiczynnik tarcia sanek o $nieg?
Platforma kolejowa jest zatadowana skrzyniami. Wspodtczynnik tarcia statycznego
miedzy skrzyniami, a podtoga platformy wynosi 0.3. Pociag, w ktorego sktadzie
znajduje si¢ platforma, jedzie z predkoscia 60 km/h. Na jakim najkrétszym odcinku
mozna zatrzymac pociag, zeby nie spowodowato to $lizgania si¢ skrzyn?

Jak daleko od Ziemi w kierunku Stonca musi znajdowac si¢ ciato, zeby przyciaganie
grawitacyjne Stonca zréwnowazylo przyciaganie ziemskie? Stonce znajduje si¢
w odlegtosci 1.49-10° km od Ziemi, a jego masa réwna sig 3.24-10° masy Ziemi.
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Modut II — Praca i energia

7 Pracaienergia

Znajomo$¢ zagadnien zwiazanych z szeroko rozumianym pojgciem energii jest
konieczna dla wszelkich rozwazan zardwno technologicznych, ekonomicznych,
ekologicznych jak i spotecznych. Zeby si¢ o tym przekonaé¢ wystarczy sprawdzi¢ jak
istotna pozycja w budzecie domowym stanowia wydatki zwiazane z zapotrzebowaniem na
energi¢ (zakupy zywnosci, oplaty za prad, gaz, ogrzewanie czy paliwo do samochodu).

Z energia zwiazana jest najwazniejsza chyba zasada catej fizyki - zasada zachowania
energii. Naktada ona sztywne granice na przetwarzanie energii 1 jej wykorzystanie. Do
zasady tej bedziemy si¢ odwotywali wielokrotnie w kolejnych rozdziatach dotyczacych
roznych zagadnien fizyki. W mechanice zasada zachowania energii pozwala obliczaé
w bardzo prosty sposob ruch cial, stanowi alternatywe do stosowania zasad dynamiki
Newtona.

7.1 Praca wykonana przez site stata

W najprostszym przypadku, punkt materialny przemieszcza si¢ pod wptywem stalej sity
F. Traktujac przesunigcie s jako wektor o dtugosci rownej drodze jaka przebywa ten punkt
i kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu, mozemy zdefiniowac pracg W.

{2 Definicja
&9 Praca W wykonana przez stalq sile F jest iloczynem skalarnym tej silty F i wektora
przesuniecia s.

W=F-s=Fscosa (7.1)

gdzie o jest katem migdzy kierunkami silty i przesunigcia. Zwré6émy uwage, ze kat a moze
by¢ rézny od zera bo stata sita nie musi mie¢ kierunku zgodnego z kierunkiem ruchu
punktu materialnego. Dzieje si¢ tak gdy dziataja jeszcze inne sity (np. cigzar, tarcie). Ale
nawet gdy dziatata tylko jedna sifa to itak cialo nie musi porusza¢ si¢ w kierunku jej
dziatania np. sita grawitacji w rzucie uko$nym. Rozpatrzmy teraz nastgpujacy przyktad.

:@ Przyklad

Ciato o masie m ( na przyktad sanki) jest ciagnigte po poziomej powierzchni stata sita F
(rysunek ponizej), a sznurek, za ktory ciagniemy tworzy kat o z poziomem.

Fsino 4 / F

(] o

» Fcosa

Rys. 7.1. Cialo o masie m ciagnigte po poziomej powierzchni stala sita F
tworzaca kat a z poziomem
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Modut II — Praca i energia

Praca jaka wykonat cztowiek ciagnacy to ciato na drodze s jest zgodnie z rOwnaniem (7.1)
rowna Fscosa . Zauwazmy, ze prace wykonuje tylko skladowa F; = Fcosa styczna do
przesunigcia s. Natomiast sktadowa pionowa Fsina dziala w gor¢ zmniejszajac nacisk ciata
na powierzchnig.

Ze wzoru (7.1) wynika, ze praca moze przyjmowac zardwno warto$ci dodatnie gdy
0. <90°, jak 1 yjemne gdy a>90°. W omawianym przykladzie, poza sita ciagnaca ciato,
dziata jeszcze sita tarcia kinetycznego 7 (rysunek 7.1) przeciwstawiajaca si¢ ruchowi
(a =180°). Praca wykonana przez sil¢ tarcia jest ujemna W = T-s = Ts cos180° = -Ts.
W szczegodlnosci praca moze by¢ rowna zeru, gdy kierunek sily jest prostopadly do
kierunku przesunigcia (o =90°, c0s90° = 0). Przyktadem moze by¢ sita dosrodkowa.
Przyspieszenie dosrodkowe jest prostopadte do toru wige sita dosrodkowa nie wykonuje
pracy.

Rozpatrzmy jeszcze raz powyzszy przyktad ale w sytuacji gdy czlowiek ciagnacy ciato
porusza si¢ ze stala predkoscia. Z pierwsze] zasady dynamiki wynika, ze wtedy F,,, = 0.
W kierunku poziomym F,, = Fcosa — T =0, zatem "dodatnia" praca wykonana przez
cztowieka jest rowna co do wartosci bezwzglednej "ujemnej" pracy wykonanej przez silg
tarcia.

Z podobna sytuacja mamy do czynienia przy F
podnoszeniu w gorg (ze stala predkoscia)

ciala o masie m na wysokos$¢ 4 (rysunek 7.2

obok). mg
Zauwazmy, ze w trakcie podnoszenia ciala
cztowiek dziala sita F rowna cigzarowi ale
przeciwnie skierowana, wigc '"dodatnia"
praca W = mgh wykonana na drodze / przez
site F' (cztowieka) jest rowna co do wartosci
"ujemnej" pracy wykonanej przez silg
ciezkosci.

@ Cwiczenie 7.1

Teraz gdy znasz juz definicj¢ pracy sprobuj samodzielnie odpowiedzie¢ na proste pytania
zwiazane z nastgpujacym ¢wiczeniem:

Wyobraz sobie, ze podnosisz ksiazke¢ na potke, tak jak pokazano

to na rysunku obok. W pierwszym kroku podnosisz ksiazke U (3) (2)

z polozenia (1) 1 umieszczasz ja na polce (potozenie 2). Y
Nastepnie przenosisz ksiazke poziomo ze stata predkoscia na I

Rys. 7.2. Podnoszenie cigzaru na wysoko$¢ 4

inne miejsce na polce (potozenie 3). Jaki znak ma praca

wykonana przez ciebie na odcinku 1-2 1 1-3, a jaki znak ma

praca wykonana przez sil¢ cigzkosci? Tarcie i wszelkie opory (1) I:I
pomijamy.

Wzér (7.1) pozwala obliczy¢ prace dla sity statej; do obliczen "podstawiamy" za F
konkretna jej warto$¢. Teraz poznamy jak obliczy¢ prace gdy sita zmienia sig, przyjmuje
rézne wartosci.
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7.2 Praca wykonana przez site zmienng

Rozwazmy teraz site bedaca funkcja polozenia F(x), ktorej kierunek jest zgodny z osia
x. Szukamy pracy jaka wykona ta sila przy przesuwaniu ciala od potozenia x; do polozenia
x,. Jak juz moéwilismy wzor W = F-s pozwala obliczy¢ prace dla statej sity F'. Natomiast
gdy wartos$¢ sity zmienia sig, na przyklad tak jak na rysunkach 7.3 (linia ciagla) trzeba
stosowac inny algorytm.

Fx) | —

Rys. 7.3a. Zmienna sita F(x) przyblizona ciagiem statych wartosci F;

Zacznijmy od zastosowania przyblizenia. Dzielimy calkowite przemieszczenie x na n
jednakowych odcinkow Ax tak jak na rysunku. Wewnatrz takiego przedzialu Ax
przyjmujemy (i to jest to przyblizenie), ze sila jest stala i mozemy juz teraz skorzystac ze
wzoru (7.1) do obliczenia pracy w dowolnym przedziale Ax

AW, = FAx, (72)

gdzie F; jest warto$cia sity na i -tym odcinku Ax. Nastgpnie sumujemy prace wykonane na
poszczego6lnych odcinkach otrzymujac catkowita prace

W=iEM (7.3)
i=1

Zwrdéémy uwage, ze od strony czysto formalnej /iczenie pracy jest rownowazne liczeniu
sumy powierzchni kolejnych prostokatow o podstawie Ax i wysokosci F.

Mozemy "poprawi¢" nasze przyblizenie. W tym celu, w kolejnym kroku dzielimy
przedzial (x;, x2) na wigcej (mniejszych) odcinkéw Ax, tak jak pokazano na rysunku 7.3b.
Wida¢, ze nowe przyblizenie jest lepsze. Wartosci sit F; dla poszczegdlnych przedziatow
sa znacznie blizsze rzeczywistej funkcji F(x), a co za tym idzie obliczona (wzor 7.3)
warto$¢ pracy calkowitej jest blizsza wartosci rzeczywistej (pola powierzchni prostokatow
bardziej pokrywaja si¢ z polem pod krzywa).
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Fx) |

X

Rys. 7.3b. Zmienna sita F(x) przyblizona ciagiem stalych wartosci F;

Wida¢, ze rozwigzaniem problemu jest przejscie (w granicy) Ax — 0.Stosujemy te sama
procedurg obliczajac catkowita prace

W = imY. FAx, = [ F(ndx (7.4)

Ax—0 =] X

Tak w matematyce definiujemy catke. Catkowanie funkcji F(x) w zadanych granicach
odpowiada liczeniu pola powierzchni pod krzywq F(x) w zadanym przedziale (patrz
rysunek 7.3c). Ta procedura odpowiada tez z definicji liczeniu wartosci sredniej

W = F(x,—x,) co zgadza si¢ z intuicyjnym podejsciem.

Fx) |

Rys. 7.3c. Pole powierzchni pod krzywa F(x) rowne liczbowo pracy wykonanej przez sit¢ na
odcinku x; — x>
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Mozesz przesledzi¢ jak dzielenie przedziatu (x;, x») na wigcej (mniejszych)

odcinkow Ax wptywa na doktadnos¢ obliczen pracy wykonanej przez zmienng site
F(x). korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Praca wykonana przez
sitl¢ zmienng” dostgpnego na stronie WWW autora.

Zeby obliczy¢ prace wykonana przez zmienna site trzeba albo umieé¢ obliczy¢ catke
(ewentualnie poszukaé rozwigzania w tablicach) lub umie¢ obliczy¢ pole powierzchni pod
krzywq co w szczeg6lnych przypadkach nie jest trudne.

Przyklad
Rozwazmy sprezyng zamocowang jednym koncem i rozciagang sita F tak, ze jej drugi
koniec przemieszcza si¢ o x. Sita wywierana przez sprezyne F;, = -kx jest sila

przywracajaca rOwnowageg. Aby rozciagna¢ spr¢zyng musimy zatem przyltozy¢ silg rowna
co do wartosci lecz przeciwnie skierowana tzn. F = kx.

E

F

‘]

Rys. 7.4. Rozciaganie sprezyny sita

Znamy juz posta¢ funkcji F(x) 1 mozemy teraz korzystajac z rOwnania (7.4) obliczy¢ prace
wykonang przy rozciaganiu sprezyny

x X ka 29 kx2
W—_!.F(x)dx—}[(loc)dx—z == (7.5)

0

@ Cwiczenie 7.2

Sprawdz, czy uzyskana warto$¢ jest poprawna. W tym celu oblicz bezposrednio pole pod
wykresem funkcji F(x). Wynik obliczen zapisz ponizej i poréwnaj z wynikiem catkowania.

S =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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7.3 Energia kinetyczna

Rozpatrzmy jeszcze raz ruch ciala pod wpltywem statej, niezrownowazonej sity F
1 obliczmy pracg jaka wykonuje ona na drodze s. Stalo$¢ sily oznacza, Ze ruch odbywa si¢
ze statym przyspieszeniem a. Zaktadamy ponadto, ze kierunek sity F i przyspieszenia a
pokrywa si¢ z kierunkiem przesunigcia s. Dla ruchu jednostajnie przyspieszonego mozemy
napisac

2

s=v+ (7.6)
2
V-V,
V=V,+at = a= , (7.7)
co w potaczeniu daje
V4V,
s = ) t (7.8)
Wykonana praca jest rowna
_ 2 2
WeFosemasem| Y Vo |[VHYo), _mv: _mvq (79)
t 2 2 2

aiieree 4 Deﬁnicja
Potowe iloczynu masy ciata i kwadratu predkosci nazywamy energiq kinetyczng Ej
ciata o masie m.

1

E = mv (7.10)

Na podstawie wzorow (7.8) 1 (7.9) widzimy, ze

/3 Prawo, zasada, twierdzenie
&3 Praca wykonana przez site F dzialajqcq na cialo o masie m jest réwna zmianie
energii kinetycznej tego ciata.

W=E, —E, (7.11)

To jest twierdzenie o pracy i energii.
Z tego twierdzenia wynika, ze jednostki pracy i1 energii sa takie same.

(3 Jednostki

79 Jednostka pracy i energii jest w uktadzie SI dzul (J); 1J = IN'-m. W fizyce atomowej
powszechnie uzywa si¢ jednostki elektronowolt (eV) 1eV = 1.6:107" J.

Sprobuj teraz wykonaé proste ¢wiczenie.
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@ Cwiczenie 7.3

Poréwnaj energi¢ kinetyczna sprintera o masie 80 kg biegnacego z predkoscia 10 m/s
z energia kinetyczna pocisku o masie 5 g wylatujacego z karabinu z predkoscia 800 m/s.
Skorzystaj ze wzoru (7.10). Wynik obliczen zapisz ponizej. Pamigtaj o odpowiednich
jednostkach.

E sprintera —

Epocisku =

7.4 Moc

Z punktu widzenia zastosowan praktycznych czgsto istotnym jest nie to ile energii
mozna uzyska¢ ze zrodla ale to jak szybko mozna ja uzyska¢ (zamieni¢ w uzyteczna
posta¢). Na przyktad, waznym parametrem samochodu, istotnym przy wyprzedzaniu, jest
to jak szybko samochdd przyspiesza tzn. jak szybko silnik wykonuje pracg zwiazana
z rozpedzaniem samochodu. Inny przyktad to, dwa dzwigi, ktore podnosza jednakowe
masy na jednakowa wysoko$¢ 4 ale w roznym czasie. Tak jak zostato to juz pokazane na
wczesniejszym przyktadzie, kazdy z dzwigow wykonuje taka sama prace rowna mgh.
Jednak jeden z dZwigow wykonuje tg pracg w czasie krotszym niz drugi. Méwimy, Ze ten
dzwig ma wigksza moc .

/=5 Definicja
&8 Moc definiujemy jako ilos¢ wykonanej pracy (lub przekazanej energii) do czasu
w jakim zostata ona wykonana.

Jezeli praca W zostata wykonana w czasie ¢ to srednia moc® jest dana wzorem

W
P="" (7.12)

Dla stalej sity F wzér ten przyjmuje postaé

Fs -

= o=k (7.13)

Dla czasu t — 0 méwimy o mocy chwilowej@J

oW

= (7.14)

Moc chwilowa obliczamy jako pochodna pracy wzgledem czasu.
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/&5 Jednostki

229 Jednostka mocy w uktadzie SI jest wat (W); 1 W =11/s. Dla celéw praktycznych
powszechnie stosowana jednostka mocy jest kilowat (kW), ajednostka energii
(iloczyn mocy 1 czasu) jest kilowatogodzina (KWh).

@ Cwiczenie 7.4

Teraz gdy znasz juz definicj¢ mocy Sredniej i odpowiednie jednostki sprobuj oceni¢
srednia moc zuzywana przez urzadzenia elektryczne w twoim mieszkaniu. W tym celu
odczytaj stan licznika energii elektrycznej, a nastgpnie powtorz odczyt po 24 godzinach.
Jaka wielko$¢ rejestruje licznik 1 w jakich jednostkach? Na podstawie tych pomiaréw
oblicz moc $rednia. Wynik zapisz ponize;.

P Srednia =
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8 Zasada zachowania energii

8.1 Sily zachowawcze i niezachowawcze

W poprzednim rozdziale pokazaliSmy, ze praca wykonana przez site wypadkowa
dziatajaca na punkt materialny (ciato) wzdluz pewnej drogi, jest rowna zmianie energii
kinetycznej E tego punktu materialnego

W =AE, (8.1)

Skorzystamy z tego zwiazku, dla rozréznienia sit zachowawczych i niezachowawczych ©.
W tym celu rozpatrzmy ciato rzucone pionowo do gory, ktéremu nadano predkosée
poczatkowa Vo, a tym samym energi¢ kinetyczna E, = mvg /2. Podczas wznoszenia si¢

ciata sita grawitacji dziata przeciwnie do kierunku ruchu wigc predkos¢ ciata, a takze 1 jego
energia kinetyczna maleja az do zatrzymania ciata. Nastgpnie cialo porusza sig
w przeciwnym kierunku pod wplywem sily grawitacji, ktéra teraz jest zgodna
z kierunkiem ruchu. Przy zaniedbywalnym oporze powietrza, predko$¢ 1 energia
kinetyczna rosna az do warto$ci jaka ciato miato poczatkowo. Ciato rzucone do gory,
wraca z tq samq predkosciq i energiq kinetyczng. Widzimy, ze po przebyciu zamknigtej
drogi (cyklu) energia kinetyczna ciata nie zmienita sig, wigc na podstawie rownania (8.1)
oznacza to, ze praca wykonana przez sile grawitacji podczas petnego cyklu jest rowna
zeru. Praca wykonana przez sit¢ grawitacji podczas wznoszenia si¢ ciata jest ujemna bo
sila jest skierowana przeciwnie do przemieszczenia (kat pomiedzy przemieszczeniem i sita
wynosi 180°; cosl80° = —1). Gdy cialo spada sila i przemieszczenie sa jednakowo
skierowane, praca jest dodatnia, tak ze catkowita praca jest rowna zeru.

Definicja
Sita jest zachowawcza, jezeli praca wykonana przez te sile nad punktem
materialnym, ktory porusza sie po dowolnej drodze zamknietej jest rowna zeru.

=il

Sita grawitacji jest sita zachowawcza. Wszystkie sily, ktore dziataja w ten sposob, np. sita
sprezysta wywierana przez idealna spr¢zyng, nazywamy sitami zachowawczymi.

Jezeli jednak, opor powietrza nie jest do zaniedbania, to cialo rzucone pionowo w gore
powraca do potozenia poczatkowego i1 ma inng energie kinetyczng niz na poczatku
poniewaz sita oporu przeciwstawia si¢ ruchowi bez wzgledu na to, w ktéorym kierunku
porusza si¢ ciato (nie tak jak sila grawitacji). Praca wykonywana przez sil¢ oporu jest
ujemna dla kazdej czgsci cyklu zar6wno przy wznoszeniu jak i opadaniu ciala wigc
podczas tego cyklu zostata wykonana praca rozna od zera.

Definicja
Sita jest niezachowawcza jezeli praca wykonana przez te site nad punktem
materialnym, ktory porusza sie po dowolnej drodze zamknietej nie jest rowna zeru.

=il
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Sita oporu powietrza jest sila niezachowawcza. Wszystkie sily, ktore dziataja w ten
sposob, np. sila tarcia, nazywamy sitami niezachowawczymi.

Roéznice migdzy sitami niezachowawczymi i zachowawczymi mozemy zobrazowaé
jeszcze inaczej. W tym celu rozpatrzmy prace wykonana przez site grawitacji podczas
ruchu ciata z punktu 4 do punktu B po dwdch réznych drogach tak jak pokazano na
rysunku ponizej.

Rys. 8.1. Cialo przesuwane z punktu 4 do punktu B w polu grawitacyjnym
po dwoch réznych drogach

Z naszych poprzednich rozwazan wiemy, ze praca wykonana przez sile grawitacji
podczas ruchu ciala w gor¢ jest ujemna bo sita jest skierowana przeciwnie do
przemieszczenia (kat pomigdzy przemieszczeniem i sita wynosi 180°; cos180° = —1). Gdy
ciato przemieszcza si¢ w dot to sita grawitacji 1 przemieszczenie sa jednakowo skierowane,
praca jest dodatnia. Natomiast przy przemieszczaniu w bok, sita grawitacji nie wykonuje
zadnej pracy bo jest prostopadla do przemieszczenia (cos90° = 0). Widzimy, ze
przesunigcia w gore znosza si¢ z przemieszczeniami w dol, tak ze wypadkowe
przemieszczenie w pionie wynosi 2 i w konsekwencji wypadkowa praca wykonana przez
sile grawitacji wynosi W = mgh bez wzgledu na wybdr drogi. Praca w polu grawitacyjnym
nie zalezy od wyboru drogi tqczqcej dwa punkty ale od ich wzajemnego potozenia.

Mozemy uogélni¢ nasze rozwazania na dowolna sil¢ zachowawcza. Jeszcze raz
rozpatrzmy ruch ciata z punktu 4 do punkt B po jednej drodze (1) oraz powrét z B do A4 po
innej drodze (2) (rysunek 8.2a).

a) B b)

A A

Rys. 8.2. Cialo przemieszcza si¢ z punktu 4 do punktu B i z powrotem
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Poniewaz sita dzialajaca na ciato jest zachowawcza to dla drogi zamknigtej z 4 do B
1z powrotem praca jest rowna zeru

Waip +Wsy =0 (8.2)

Lub zapisujac to inaczej

Wis =Wy (8.3)
Jezeli teraz odwrocimy kierunek ruchu i przejdziemy z 4 do B po drodze (2) (rysunek
8.2b) to poniewaz zmieniamy tylko kierunek ruchu to otrzymujemy pracg t¢ sama, co do
wartosci ale rdzniaca si¢ znakiem

Wins =Wpa (8.4)
Poréwnujac dwa ostatnie rownania otrzymujemy

Wais =W s (8.5)
Widac¢ z tego, ze praca wykonana przez site¢ zachowawcza przy przemieszczaniu ciata od 4

do B jest taka sama dla obu drég. Drogi (1) 1 (2) moga mie¢ dowolny ksztalt o ile tylko
facza te same punkty 4 1 B.

Definicja

Site nazywamy zachowawczq jezeli praca wykonana przez niq nad punktem
materialnym poruszajqcym sie miedzy dwoma punktami zalezy tylko od tych
punktow, a nie od tqczqcej je drogi. Site nazywamy niezachowawczq jezeli praca
wykonana przez niq nad punktem materialnym poruszajqcym sie miedzy dwoma
punktami zalezy od drogi tqczqcej te punkty.

=

Przedstawione definicje sily zachowawczej sa rownowazne.
Teraz kiedy znasz juz definicjg sit zachowawczych sprobuj wykona¢ ponizsze ¢wiczenie

@ Cwiczenie 8.1

Ciato o masie m zsuwa si¢ z réwni pochylej w kierunku niewazkiej spr¢zyny (rysunek
ponizej). Ruch odbywa sig bez tarcia. Ciato dociera do sprezyny 1 w wyniku dzialania sity
sprezystej zostaje zatrzymane. Nastepnie, pod wplywem rozprezajacej si¢ sprezyny, ciato
porusza si¢ w przeciwnym kierunku.

Sprobuj teraz odpowiedzie¢ na nastepujace pytania (odpowiedzi zapisz ponizej):

a) Jakie sily dzialaja na cialo w trakcie jego ruchu?
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b) Czy sa to sity zachowawcze?)

Jak zmienilaby si¢ sytuacja, gdyby wystgpowalo tarcie pomiedzy cialem a pozioma
ptaszczyzna?

Zauwaz, ze ciat odepchnigte przez spr¢zyng powraca do swojego stanu poczatkowego.

8.2 Energia potencjalna

Gdy rozpatrywalisSmy (w poprzednim rozdziale) ruch ciata pod wptywem sity grawitacji
lub sity sprezystosci widzieliSmy, ze energia kinetyczna poruszajacego si¢ ciala zmieniata
si¢ (malata 1 rosta) podczas ruchu, tak ze w cyklu zamknigtym powracala do poczatkowe;j
wartosci. W tej sytuacji, gdy dziataja sily zachowawcze, do opisania tych zmian celowe
jest wprowadzenie pojecia energii potencjalnej E, ®. Moéwimy, ze zmianie energii
kinetycznej ciala o warto§¢ AE; towarzyszy zmiana energii potencjalnej AE, tego ciata
réwna co do wartosci ale przeciwnego znaku, tak ze suma tych zmian jest rOwna zeru

AE, +AE, =0 (8.6)

Kazda zmiana energii kinetycznej ciala Ej jest rownowazona przez zmiane energii
y
potencjalnej £, tak ze ich suma pozostaje przez caly czas stata

E, + E, = const. (8.7)

Energi¢ potencjalna mozna traktowa¢ jako energi¢ nagromadzona, ktéra moze by¢
w przysztosci catkowicie odzyskana i zamieniona na inna uzyteczna form¢ energii.
Oznacza to, ze nie mozemy wiaza¢ energii potencjalnej z sita niezachowawcza. Energi¢
potencjalna czgsto nazywa si¢ energiq stanu %. Mowimy, ze jezeli energia ukladu
zmienila si¢ to zmienit si¢ stan uktadu.
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Z twierdzenia o pracy i energii (7.10) wynika, ze
W =AE, (8.8)

wigc zgodnie z wprowadzonym pojeciem energii potencjalnej, dla zachowawczej sity F,
zachodzi zwiazek

W =AE, =-AE, (8.9)

Korzystajac z ogdlnego wzoru na prace (7.4) otrzymujemy ogdlna zaleznos¢

AEp:-W:—JF(r)dr (8.10)

o
Mozemy rowniez zapisa¢ zalezno$¢ odwrotna miedzy sila i energia potencjalna

dE, (r)

Fry== dr

(8.11)

Zauwazmy, ze na podstawie réwnania (8.10) potrafimy obliczy¢ zmiang energii
potencjalnej AE,, a nie sama energi¢ potencjalng E,. Poniewaz AE, = E,(r) — E,(ry), to
zeby znalez¢ E,(r) trzeba nie tylko zna¢ silg ale jeszcze warto$¢ Ey(ro)

E,(r)=AE,+E,(r) ==[ F(r)dr+E, (1) (8.12)

o

Punkt 7y nazywamy punktem odniesienia i zazwyczaj wybieramy go tak, zeby energia
potencjalna w tym punkcie odniesienia E,(ro) byta rowna zeru. Jako punkt odniesienia ry
czesto wybiera si¢ polozenie, w ktorym sita dziatajaca na ciato jest rowna zeru. Trzeba
jednak podkresli¢, ze wybor punktu odniesienia jest sprawa czysto umowna.

=" Przyklad

Sprébujmy teraz obliczy¢ energig potencjalng na przyklad w rzucie pionowym do gory,
w poblizu powierzchni Ziemi. W tym celu przyjmujemy, ze ruch odbywa si¢ wzdtuz osi y,
przy czym kierunek osi y w goére przyjmujemy jako dodatni. W konsekwencji sita
grawitacji F(y) = —mg bo jest skierowana w ujemnym kierunku osi y. Wybieramy teraz
punkt odniesienia np. na powierzchni Ziemi yo=0 1przyjmujemy E,(0)=0. Energi¢
potencjalng w potozeniu y tj. na wysokosci y ponad poziomem odniesienia obliczamy
zrownania (8.12). Obliczenie jest tym prostsze, ze sita grawitacji F(y) jest stala wigc nie
musimy oblicza¢ calki ale do obliczenia pracy stosujemy wzor (7.1) W = Fs.

Otrzymujemy

E,(y)=—(-mgy)+E, (y,)=mgy (8.13)
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Energia potencjalna zwiazana z sila grawitacyjna wynosi mgy, gdzie y jest wysokoscia
ponad punktem (poziomem) odniesienia i jest rowna pracy jaka trzeba wykonaé przy
podnoszeniu ciatla na t¢ wysoko§¢ (przyktad z rozdzialu 7.1). Energia potencjalna
przedstawia tu form¢ nagromadzonej w wyniku wykonanej pracy energii, ktora moze by¢
catkowicie odzyskana i zamieniona na energi¢ kinetyczna, podczas spadku ciala z danej
wysokosci.

W analogiczny sposob obliczymy teraz energi¢ potencjalna idealnej niewazkiej
sprezyny. Gdy sprezyna jest rozciagnigta na odlegtos¢ x od potozenia rownowagi to sila
sprezystosci wynosi F = - kx. Jako punkt odniesienia przyjmujemy tym razem xp=0.
Odpowiada to potozeniu réwnowagi, w ktérym sprgzyna jest nierozciagnigta i sila
sprezystosci jest rowna zeru. Energi¢ potencjalng ponownie obliczamy z rownania (8.12)
przy czym korzystamy z podanego wyrazenia (7.5) na pracg wykonana przy rozciaganiu
sprezyny

E, () == [ (o dx+ B, (x,) = & (8.14)

Xo

Sprébuj teraz, korzystajac z definicji energii potencjalnej, wykona¢ nastgpujace ¢wiczenie

@ Cwiczenie 8.2

Dwa klocki o masach m; 1 m, sa
potaczone cienka linka przerzucona
przez niewazki bloczek tak jak na
rysunku obok. W ukladzie wystepuje m,
tarcie pomigdzy masa m; 1 stotem.

Uktad pozostajacy poczatkowo

w spoczynku zostaje puszczony i masa

m; opada na podtogg.

Okresl, w chwili gdy klocek m; dociera do podtogi, jaki znak (+/-) ma:
1) energia potencjalna klocka m; wzglgdem podtogi,

2) energia potencjalna klocka m; wzgledem stotu,

3) praca wykonana przez sit¢ grawitacji,

4) praca wykonana przez silg tarcia,

5) zmiana energii potencjalnej uktadu,

6) zmiana energii kinetycznej klocka m;,

7) zmiana energii kinetycznej klocka m;.

Sprébuj tez odpowiedzie¢ na nastgpujace pytania:

1) Czy zmiana energii kinetycznej klocka m; jest wigksza, rbwna, czy mniejsza od zmiany
energii kinetycznej klocka m; ?
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2) Czy zmiana catkowitej energii kinetycznej ukladu jest co do bezwzglednej warto$ci
wigksza, rowna, czy mniejsza od zmiany energii potencjalnej uktadu?

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

8.2.1 Energia potencjalna i potencjat pola grawitacyjnego

W przykladzie powyzej obliczyliSmy energi¢ potencjalng zwiazang z sita grawitacyjna
w poblizu powierzchni Ziemi, gdzie przyjmowaliSmy, ze sita grawitacji jest stata. Teraz
zajmiemy si¢ zagadnieniem bardziej ogdlnym i znajdziemy energi¢ potencjalng masy m
znajdujacej si¢ w dowolnym punkcie nad powierzchnia Ziemi odleglym o » od $rodka
Ziemi.

Gdy obliczaliSmy grawitacyjna energi¢ potencjalna w poblizu powierzchni Ziemi
(przyktad powyzej) wlasnie powierzchni¢ Ziemi przyjmowaliS§my jako punkt odniesienia
o zerowej energii potencjalnej. Natomiast dla ogélnych obliczen punkt odniesienia wybiera
si¢. w nieskonczonosci. Temu polozeniu (r — o) przypisujemy zerowa energie
potencjalna. Zwré¢my uwage, ze stan zerowej energii jest rOwniez stanem zerowe;j sity.

Przypomnijmy, ze dla sil zachowawczych zmiang energii potencjalnej ciata przy
przejsciu z potozenia (lub ogdlniej ze stanu) A do B mozemy zapisa¢ jako

AE,=E —E, =-W, (8.15)
Sita grawitacji jest sita zachowawcza wige dla tak wybranego punktu odniesienia
E,(r)-E, (0)=-W, (8.16)

Praca wykonywana przez site grawitacji przy przenoszeniu masy m z nieskonczonosci do
punktu odleglego o  od srodka Ziemi wynosi

(8.17)

Znak minus wynika stad, ze kierunek dziatania sity grawitacji jest przeciwny do kierunku
wektora r. Poniewaz energia potencjalna ma warto$¢ rdwna zeru w nieskonczonosci (punkt
odniesienia) wigc grawitacyjna energia potencjalna w odlegtosci » od srodka Ziemi (od
srodka dowolnej masy M) wynosi

E,(r)= —GMrm (8.18)
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Energia potencjalna ma warto$¢ réwna zeru w nieskonczono$ci (punkt odniesienia)
i maleje w miar¢ zmniejszania si¢ ». Oznacza to, ze sita jest przyciagajaca. Wzor ten jest
prawdziwy bez wzgledu na wybor drogi po jakiej punkt porusza si¢ z nieskonczonosci do
bo sita grawitacji jest sila zachowawcza.

Widzimy, Ze z polem sity grawitacji wiaze si¢ przestrzenny rozktad energii E(r) dany
roOwnaniem (8.17).
Omawiajac w punkcie (6.4) pole grawitacyjne przedstawialiSmy silg¢ dzialajaca na
umieszczony w tym polu obiekt jako iloczyn natgzenia pola 1 masy tego obiektu.
StwierdziliSmy, Ze jedna masa wytwarza pole, a nastgpnie to pole dziata na druga masg.
Inaczej moéwiac rozdzielilismy site na dwie czg$ci 1 w ten sposodb uniezalezniliSmy nasz
opis od masy obiektu wprowadzanego do pola. Podobnie mozemy postapi¢ z energia
potencjalna. Zauwazmy, ze zgodnie z wyrazeniem (8.17) mozemy ja przedstawi¢ jako
iloczyn masy m 1 pewnej funkcji V(r)

E, (r)=mV(r) (8.19)
Definicja

-::::::f:;-' Funkcje V(r) nazywamy potencjatem pola grawitacyjnego i definiujemy jako
stosunek grawitacyjnej energii potencjalnej masy m do wartosci tej masy.

50 _ oM (8.20)
r

Vir)=

Jak juz wspominali$my z pojecia pola korzysta si¢ nie tylko w zwiazku z grawitacja. Przy
opisie zjawisk elektrycznych rowniez bedziemy si¢ poslugiwali  pojeciem
pola (elektrycznego), jego natezenia i potencjatu.

@ Cwiczenie 8.3

Skorzystaj teraz z wyrazenia na grawitacyjna energi¢ potencjalna, zeby znalez¢ predkosé
jaka nalezy nada¢ obiektowi przy powierzchni Ziemi, aby wznidst si¢ on na wysokos¢ 4
nad powierzchni¢ Ziemi. Dane sa masa Ziemi M. i jej promien R, oraz stala grawitacyjna
G. Wynik zapisz ponize;.

Wskazowka: Dla sity zachowawczej suma energii kinetycznej Ej 1 energii potencjalnej E,,
ciata pozostaje przez caly czas stata (wzor 8.7).

V:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Jezeli obiektowi nadamy na powierzchni Ziemi odpowiednio duza predkosé
poczatkowa to zacznie on okraza¢ Ziemig i nie spadnie na jej powierzchnig. T¢ graniczna
predkos$¢ nazywamy pierwszq predkosciq kosmicznq@. Jest to najmniejsza predkos¢ jaka
musi mie¢ punkt materialny swobodnie krazacy po orbicie wokot Ziemi. Na tak
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poruszajacy si¢ obiekt dzialaja dwie sity; sita grawitacji 1 sita odsrodkowa. Sily te maja
przeciwne zwroty i dla stabilnej orbity rownowaza si¢

= 8.21
R R (8.21)
skad obliczamy
M
vV, =./G RZ (8.22)

Jezeli na powierzchni Ziemi dostarczymy ciatu jeszcze wigkszej energii kinetycznej to
wtedy moze ono bezpowrotnie uciec z Ziemi w przestrzen kosmiczng. Predkos¢
poczatkowa (tzw. predkos¢ ucieczki), przy ktorej ciato ucieknie z powierzchni Ziemi do
nieskonczono$ci znajdujemy analogicznie jak w ¢wiczeniu 8.3 wstawiajac h — oo.
Predkos$¢ ta nosi nazwe drugiej predkosci kosmicznej D wynosi

M
vy, =[2G RZ (8.23)
Z

Zauwazmy, ze w trakcie oddalania si¢ ciata do nieskonczonosci (R — o) jego energia
potencjalna ros$nie do zera (jest ujemna) kosztem energii kinetycznej, ktéra maleje do zera
(jest dodatnia).

W naszych obliczeniach pomingli$my inne sily, takie jak sily grawitacyjne wywierane
przez Ksigzyc czy Stonce.

8.3 Zasada zachowania energii

Pokazalismy, ze gdy na cialo dziata tylko sita zachowawcza to dla dowolnej drogi z 4
do B

W=AE, =E,—-E, (8.24)
W=-AE, =—~E,,-E,,) (8.25)
skad wynika, ze
—(Ep—E,)=E4;—-E, (8.26)
Iub
Ey+E, =Egz+E,; (8.27)

Roéwnanie (8.27) wyraza zasadg zachowania energii mechaniczne;.
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= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Zasada zachowania energii mechanicznej mowi, Ze dla ciata podlegajqcego
dziataniu sity zachowawczej, suma energii kinetycznej i potencjalnej jest stata.

PodaliSmy zasadg zachowania energii mechanicznej dla pojedynczego ciata, ale ta zasada
jest bardziej og6lna i obowiazuje dla wszystkich odosobnionych uktadow cial® Uklady
odosobnione to takie, na ktére nie dziataja sity zewngtrzne (spoza uktadu). W takich
uktadach suma energii kinetycznych i potencjalnych wszystkich ciat pozostaje stata bez
wzgledu na oddziatywania w nich zachodzace.

=~ Przyklad
Skoczek na linie "bungee" skacze z punktu 4 i osiaga najnizszy punkt B —_ A
tak jak na rysunku obok. Skoczek korzysta z liny o dlugosci /, ktora
rozciaga si¢ sprezyscie (F = —kx), az do zerwania, co nastgpuje gdy lina
wydluzy si¢ o x = 50% w stosunku do dtugosci poczatkowe;j. Ile razy
wytrzymato$¢ liny na zerwanie musi by¢ wigksza niz cigzar skoczka,

zeby lina nie urwala sig? L

W punkcie 4 grawitacyjna energia potencjalna skoczka liczona wzgledem 1
powierzchni Ziemi wynosi mgh (masg liny pomijamy) natomiast energia X
potencjalna sprezystosci liny rowna sig zeru bo lina nie jest rozciagnigta. i B

Catkowita energia mechaniczna uktadu w punkcie 4 wynosi wigc

E, =mgh

Natomiast energia catkowita uktadu w punkcie B

2

E, =mg(h—z—x)+’“2

jest suma grawitacyjnej energii potencjalnej skoczka i energii potencjalnej sprezystosci
rozciagnigtej liny rownanie (8.14).

Poniewaz sity grawitacji 1 sprezystosci sa sitami zachowawczymi wigc energia
mechaniczna jest zachowana. Uwzgledniajac, Ze energia kinetyczna skoczka w punktach 4
1 B jest rowna zeru otrzymujemy

2

mgh = mg(h—l—x)Jrk;
lub

2

———mgl—mgx=0
> g g.

Wstawiajac do tego rownania maksymalne mozliwe wydtuzenie liny x = 0.5/ mozemy
obliczy¢ graniczny wspotczynnik £ liny
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_12mg
/

k

skad otrzymujemy

_12mg1_
I 2

F=kx 6mg

Wytrzymatos¢ liny na zerwanie musi by¢ co najmniej 6 razy wigksza niz cigzar skoczka.

Teraz sprobujemy odpowiedzie¢ na pytanie czy energia jest zachowana w przypadku
gdy w uktadzie dziata sita niezachowawcza. Jezeli oprécz sity zachowawczej F. dziata
jeszcze sila niezachowawcza F,, (np. tarcie) to z twierdzenia o pracy 1 energii
otrzymujemy

Wz + an = AEk (8'28)
a poniewaz W, =-AE  to

W,.=AE, +AE, (8.29)
Widzimy, Ze sita tarcia zmienia energi¢ mechaniczng uktadu (zmniejsza ja bo tarcie jest
sifa rozpraszajaca). Pozostaje wyjasni¢ co stato si¢ ze "stracong" energia mechaniczng.
Okazuje sig, ze zostaje ona przeksztatcona na energie wewnetrzng U ®, ktéra objawia si¢
wzrostem temperatury ciala i otoczenia. Zmiana energii wewngtrznej AU jest roéwna
rozproszonej energii mechaniczne;j

AE, +AE, +AU =0 (8.30)

Z réwnania (8.30) wynika, ze

Prawo, zasada, twierdzenie

Energia calkowita, tj. suma energii kinetycznej, energii potencjalnej i energii
wewnetrznej w ukladzie odosobnionym nie zmienia sie. Mamy wiec zasade
zachowania energii catkowitej. Inaczej mowiqc energia moze by¢ przeksztatcana
z jednej formy w inng, ale nie moze by¢ wytwarzana ani niszczona, energia
catkowita jest wielkosciq statq.

Na zakonczenie uwzglednijmy jeszcze dodatkowo site¢ F.., wywierana na uktad przez
czynnik zewnetrzny. Jezeli dziata taka sita to rownanie (8.28) przyjmuje postacé

Weaw t W +W,. = AE; (8.31)

zew
1 w konsekwencji otrzymujemy

W, =AE +AE +AU (8.32)

zew
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Praca wykonana przez czynnik zewngtrzny réwna jest sumie zmian energii kinetycznej,
potencjalnej i energii wewnetrznej uktadu. W ten sposob uwzglednili$my juz calq energie.

Zasada zachowania energii nalezy do najbardziej podstawowych praw fizyki.
Wszystkie nasze do$§wiadczenia pokazuja, ze jest to prawo bezwzglednie obowiazujace;
nie znamy wyjatkow od tego prawa.

@ Cwiczenie 8.4

Pitke puszczono swobodnie z pewnej wysoko$ci # nad podiozem. Podczas odbicia pitka
traci 1/3 swojej energii mechanicznej, ktora zamienia si¢ na energi¢ wewngtrzna. Oblicz na
jaka wysoko$¢ wzniesie si¢ pitka po 4-tym odbiciu i ile energii mechanicznej zamienito si¢
w energi¢ wewngtrzna? Wynik zapisz ponize;j.

Wskazdwka: Skorzystaj z zasady zachowania energii catkowite;j.

h4=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Jak widzieli$my na przyktadzie omawianym w ¢wiczeniu powyzej, w zderzeniach nie musi
by¢ zachowana energia mechaniczna. Okazuje si¢ jednak, ze w zderzeniach speiniona jest
inna zasada zachowania; zasada zachowania pedu.
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9 Zasada zachowania pedu

9.1 Srodek masy

Dotychczas przedmioty traktowali§my jak punkty materialne, tzn. obdarzone masa
czastki bezwymiarowe (o zerowej objetosci) co wystarczalo w przypadku ruchu
postgpowego cial bo ruch jednego punktu odzwierciedlat ruch catego ciata. Jednak
rzeczywiste ciata sa uktadami ogromnej liczby atoméw, a ich ruch moze by¢ bardzo
skomplikowany. Cialo moze wirowa¢ lub drga¢, w trakcie ruchu czastki moga zmieniaé
swoje wzajemne potozenie. Przyktad takiego ruchu jest przedstawiony na rysunku ponize;j.

Rys. 9.1. Ciato wykonuje skomplikowany ruch obrotowy za wyjatkiem jednego punktu,
ktory porusza si¢ po linii prostej
Zauwazmy, ze istnieje w tym ukladzie jeden punkt, ktdry porusza si¢ po linii prostej ze
stata predko$cia. Zaden inny punkt nie porusza sie¢ w ten sposob. Ten punkt to srodek
masy®. Sposéb wyznaczania srodka masy zilustrujemy nastgpujacym przyktadem.

<" Przyklad
Rozwazamy uktad dwoéch réznych mas m; 1 m; pokazanych na rysunku 9.2.
F Y
x .
msr.m, , m2
1
S &
X1 X

Rys. 9.2. Srodek masy uktadu dwoch mas m; i m,
Potozenie $rodka masy tego uktadu definiujemy jako

mXx, +m,x
— 1771 272
m, +m2

lub

x=x,, = X+ X, 9.2)

90



Modut I — Zasada zachowania pgdu

Widzimy, ze potozenie $rodka masy ukladu punktow materialnych wyznaczamy jak
srednig wazona, przy czym masa tych punktéw jest czynnikiem wazacym przy tworzeniu
sredniej. Przez analogi¢ dla ukladu n czastek (punktéw materialnych) wspolrzedna x
srodka masy jest dana zaleznos$cia

xér.m. S = (93)

gdzie suma mas m; poszczegdlnych punktow ukiladu jest catkowita masa M uktadu.
Postepujac w ten sam sposob mozemy wyznaczy¢ pozostate wspotrzedne y, z. W wyniku
otrzymujemy trzy rownania skalarne (analogiczne do 9.3), ktére mozemy zastapi¢ jednym
roOwnaniem wektorowym

1 n
r, = — E m.r.
Sr.m. M = it (94)

Zauwazmy, ze Srodek masy ukltadu punktow materialnych zalezy tylko od mas tych
punktéw i od wzajemnego ich rozmieszczenia, a nie zalezy od wyboru ukladu odniesienia.
Dla ciat o regularnym ksztalcie sSrodek masy pokrywa si¢ ze srodkiem geometrycznym.

@ Cwiczenie 9.1

Znajdz $rodek masy ukladu trzech czastek o masach m; =1kg, my=2kg i m3;=3 kg,
umieszczonych w wierzchotkach réwnobocznego trojkata o boku a = 1 m. Wynik zapisz
ponizej. Wskazowka: Wybierz uktadu odniesienia, a nastgpnie oblicz wspdtrzedne x i y
srodka masy zgodnie z réwnaniem (9.3)

Xsr.m.

Vsrm. =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Przedyskutujmy teraz fizyczne znaczenie $srodka masy.

9.2 Ruch srodka masy

Rozwazmy uktad punktow materialnych o masach m;, my, ms ..., m, 1 o stalej catkowitej
masie M. Na podstawie rownania (9.4) mozemy napisac

i=1
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Rézniczkujac (wzgledem czasu) powyzsze rdwnanie otrzymujemy zgodnie z rGwnaniami

3.1)

dr 4 'dt
- (9.6)
Mvs'r.m. = Zmivi
i=1
a po ponownym rozniczkowaniu
dv, - dv,
M Sr.m. — Z ml 1
dt = @ dt
n 9.7)
Mas’r.m, = Zmiai
i=1
To ostatnie rownanie mozemy zapisa¢ w postaci
May,, = F, (9.8)
i=1

Suma (wektorowa) wszystkich sit dziatajacych na poszczegélne punkty materialne uktadu
jest rowna wypadkowej sile zewngtrznej wigc

Mas’r.m. = erw (99)

Z réwnania (9.9) wynika, ze

/= Prawo, zasada, twierdzenie

&3 Srodek masy uktadu punktow materialnych porusza sie w taki sposob, jakby cata
masa uktadu byta skupiona w srodku masy i jakby wszystkie sity zewnetrzne nan
dziataly.

Z twierdzenia o ruchu $rodka masy wynika, ze nawet ciata materialne bgdace uktadami
ztozonymi z duzej liczby punktéw materialnych mozemy w pewnych sytuacjach traktowac
jako pojedynczy punkt materialny. Tym punktem jest $rodek masy. To twierdzenie
obowiazuje dla kazdego uktadu punktéw materialnych. W szczegdlnosci uktad moze by¢
cialem o budowie ciaglej (np. ciato stale). Wtedy przy obliczeniach $rodka masy
sumowanie wystepujace w rownaniach (9.3), (9.4) zastepujemy catkowaniem. Uktad moze
tez by¢ zbiorem czastek, w ktorym wystepuja wszystkie rodzaje ruchu wewnetrznego.
Pojecie srodka masy jest bardzo uzyteczne np.

$o Bardziej zaawansowany przyktad wykorzystania pojecia $rodka masy (do obliczania
@’ energii kinetycznej) mozesz pozna¢ w Dodatku 1, na koncu modutu II.
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9.3 Ped uktadu punktow materialnych

Zdefiniowali$my ped punktu materialnego jako iloczyn jego masy m i jego predkosci V.
Poznali$my tez, druga zasad¢ dynamiki Newtona w postaci

dp
F=— 9.10

s (9.10)
Jezeli jednak zamiast pojedynczego punktu mamy do czynienia z uktadem, o statej masie
M, ztozonym z n punktéw materialnych o masach my, ...... , m, oraz predkosciach vy, ..., v,
to uklad jako cato$¢ bedzie mial catkowity ped P bedacy suma wektorowa pedow
poszczegolnych punktow

P=>p, (9.11)

P=Mv,, (9.12)

[ Prawo, zasada, twierdzenie
=23 Calkowity ped ukladu punktéw materialnych jest réwny iloczynowi catkowitej masy
uktadu i predkosci jego srodka masy.
Zgodnie z r6wnaniem (9.7)

dv,
erw = Maér.m = M dé;m (913)

wigc druga zasada dynamiki Newtona dla uktadu punktéw materialnych przyjmuje postacé

_dP 14
D (9.14)
Ponownie widzimy, ze nawet ciata materialne bgdace uktadami ztozonymi z duzej liczby
punktéw materialnych mozemy w pewnych sytuacjach traktowa¢ jako pojedynczy punkt
materialny. Tym punktem jest §rodek masy.

Z rownania (9.14) wynika, ze gdy wypadkowa sita zewngtrzna rowna jest zeru Fey = 0,
to dla uktadu o stalej masie, $rodek masy pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem
jednostajnym prostoliniowym, przy czym poszczegdlne punkty uktadu moga poruszac si¢
po réznych torach.

To stwierdzenie wprowadza nas w zasad¢ zachowania pgdu.
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9.4 Zasada zachowania pedu
Ponownie rozpatrzmy uktad n punktow materialnych. Jezeli uktad jest odosobniony, to

znaczy nie dzialaja sity zewngtrzne to zgodnie z rownaniem (9.14)

(LI;:O lub P =const. (9.15)

Ten warunek wyraza zasad¢ zachowania pedu.

(3% Prawo, zasada, twierdzenie
=9 Jezeli wypadkowa sil zewnetrznych dziatajqcych na uktad jest réwna zeru, to
catkowity wektor pedu uktadu pozostaje staty.

Zobaczymy teraz jak ta zasada stosuje si¢ do wybranej sytuacji.

:@ Przyklad

Rozwazmy dwa ciala o masach m; i m, polaczone niewazka spr¢zyna umieszczone na
doskonale gtadkim stole (rysunku ponizej). Odciagamy od siebie te ciala na pewna
odleglos¢, a nastepnie puszczamy swobodnie.

v, Vs

Rys. 9.3. Uktad dwoch mas potaczonych sprezyna

Sprobujmy opisaé ruch tych cial.

Jezeli pod pojeciem uktad rozumiemy obie masy i sprezyng to na ten uklad nie dziala
zadna sita zewngtrzna (uklad odosobniony), dziataja tylko sily pomigdzy elementami
uktadu. Oznacza to, ze mozemy do tego uktadu stosowac zasade¢ zachowania pedu. Przed
zwolnieniem cial ped ukladu (w odniesieniu do stotu) byt réwny zeru. Ped zostaje
zachowany wigc pozostaje taki sam po zwolnieniu obu cial. Chociaz poszczegdlne ciata
poruszaja si¢ i ich pedy sa rézne od zera to ped uktadu moze by¢ rowny zeru. Ped uktadu
bedacy wielkoscia wektorowa jest suma ujemnego pedu ciata m; (porusza si¢ w kierunku
—x) 1 dodatniego pedu ciata m, (porusza si¢ w kierunku +x). Ped niewazkiej sprezyny jest
rowny zeru. Z zasady zachowania pedu wynika, ze ped poczatkowy ukladu jest rowny
pedowi w dowolnej chwili co mozemy zapisa¢ w postaci rOwnania

O0=mV,+mV, (9.16)
lub

myV, =—-mV, (9.17)
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Przyktadowo gdy m;=1kg i my=2kg to Vv, jest dwukrotnie wigksza od Vv, i ma
przeciwny zwrot.

@ Cwiczenie 9.2

Sprobuj teraz zastosowaé te sama zasade do opisu rozpadu promieniotworczego.
Spoczywajace jadro uranu emituje, z predkoscia 10" m/s, czastke a (jadro atomu helu ).
Oblicz predkosé odrzutu powstalego w tym rozpadzie jadra toru. Stosunek masy czastki a
do masy jadra toru wynosi M,/Myp, = 4/234. Wynik zapisz ponizej.

Wskazdwka: Skorzystaj z rOwnania (9.16)

V7n =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

==

Analogicznie postugujac si¢ zasada zachowania pedu mozna wytlumaczy¢ zjawisko
odrzutu wystepujace przy strzelaniu z broni palnej. Zjawisko odrzutu ma jednak wazne
praktyczne znaczenie. Zostalo wykorzystane w silnikach odrzutowych i rakietowych,
w ktorych wyrzucane spaliny nadaja samolotowi (rakiecie) przeciwnie skierowany ped.
Zjawisko to jednak rozni si¢ od opisanych powyzej, bo w przeciwienstwie do uktadow
gdzie masa elementéw sktadowych pozostawata stata masa wyrzucanych spalin i masa
rakiety zmieniaja sig.

¢35 Przyktad zastosowania zasad zachowania pedu dla ukladu o zmiennej masie
(rakieta) mozesz pozna¢ w Dodatku 2, na koncu modutu II.

Wiemy juz, ze jezeli wypadkowa sit zewngtrznych dziatajacych na uktad jest rowna zeru to
spelniona jest zasada zachowania pedu. W takim uktadzie moga jednak dziata¢ sity
wewnetrzne, na przyktad sily wystepujace przy zderzeniach miedzy czasteczkami gazu.
I wlasnie dlatego mozemy skorzysta¢ z zasady zachowania pedu do opisu zderzen.
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10 Zderzenia

Termin zderzenia obejmuje w fizyce szeroka klas¢ zjawisk. Do tej kategorii zaliczamy
na przyktad zderzenia kul bilardowych czy uderzenia pitki o $ciang. W tych przypadkach
zderzajace sig ciala stykaja si¢ bezposrednio i w punkcie ich zetknigcia pojawia sig bardzo
duza sita kontaktowa. Jednak oddziatywujace ciata nie musza si¢ stykac¢ ze soba, a 1 tak
mozemy moOwi¢ o ich zderzeniu. Dotyczy to na przyktad oddzialywania czastek
natadowanych za posrednictwem pola elektrycznego: odpychanie elektrostatyczne wplywa
na ruch "zderzajacych si¢" czastek. Pod pojecie zderzeh mozemy podciagnaé roéwniez
reakcje jadrowe. Przyktadowo, proton w trakcie zderzenia z jadrem moze wnikna¢ do
niego. Mozemy réwniez rozszerzy¢ definicj¢ zderzen o rozpady czastek. Cecha
charakterystyczna tych wszystkich zjawisk jest wystepowanie sif impulsowych ®, to jest
sit dziatajacych przez bardzo krétki czas.

10.1 Zderzenia w przestrzeni jednowymiarowej

Wilasnie ze wzgledu na krotki czas dzialania nie mozemy na ogdl zmierzy¢ sit
dziatajacych podczas zderzenia. Wiemy jednak, ze musi by¢ spelniona zasada zachowania
pedu (wystepuja tylko sity wewngtrzne oddziatywania miedzy zderzajacymi si¢ obiektami,
a sity zewngtrzne sa rowne zeru), oraz zasada zachowania energii catkowitej. Wobec tego
nawet nie znajac szczegotow oddzialywania mozna, stosujac te zasady, sprobowac
przewidzie¢ wynik zderzenia.

Definicja

223 Gdy dwa ciala zderzajq sie to zderzenie moze byc¢ sprezyste (elastyczne) lub
niesprezyste (nieelastyczne) w zaleznosci od tego czy energia kinetyczna jest
zachowana podczas tego zderzenia czy tez nie.

W zderzeniu spr¢zystym calkowita energia kinetyczna jest zachowana podczas gdy
w zderzeniu niesprezystym ciata traca czg$¢ energii kinetycznej. Kiedy dwa ciala po
zderzeniu tacza si¢ mowimy, ze zderzenie jest catkowicie niesprezyste ¥ .

< Przyklad
Jako przyklad rozpatrzymy, zderzenie sprezyste dwoch gladkich nie wirujacych kul
o masach m; 1mj. Przed zderzeniem kule poruszaja si¢ wzdtuz linii laczacej ich srodki

(zderzenie centralne ®) z predkosciami odpowiednio Vi 1 V, na przyktad tak jak na
rysunku ponizej. Naszym celem jest znalezienie predkosci u; 1 u, tych kul po zderzeniu.

a b

) )
V1 V2 u‘1 u2
@ ¢ @

Rys. 10.1. Kule o masach m, i m, przed (a) i po (b) zderzeniu
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Z zasady zachowania pedu dla uktadu obu kul otrzymujemy
mV, +m\N, =mu, +m,u, (10.1)

Poniewaz zderzenie jest sprezyste to zgodnie z definicja energia kinetyczna jest zachowana
w tym zderzeniu

mlvlz + m2V§ — mlulz + m2U22 (10 2)
2 2 2 2 )

Rozwiazujemy uktad dwoch réwnan (10.1) 1 (10.2) z dwoma niewiadomymi u;, u;
1 otrzymujemy

w = Iy 2, (10.3)
nq-+in2 nq +—ng

oraz

u, =| 2y | e, (10.4)
ny +In2 nq +In2

Rozpatrzmy teraz kilka przypadkow. W kazdym z nich, postugujac si¢ zalezno$ciami
(10.3) 1 (10.4) obliczymy predkosci cial po zderzeniu u; 1 us.

a) Zderzenie dwoch identycznych ciat m; = my = m. Rozwiazanie: u; = Vy, up = Vi,

Ciala wymieniaja si¢ predkosciami i zarazem pgdami.

Na przyktad gdy podczas gry w bilard poruszajaca si¢ z predkoscia v kula zderza sig
centralnie z druga identyczna ale nieruchoma kula to sama zatrzymuje si¢, a spoczywajaca
dotychczas kula zaczyna poruszac si¢ z predkoscia V.

b) Lekka czastka zderza sig¢ centralnie z ci¢zkim nieruchomym jadrem lub pitka uderza
o $ciang; m; << my, V, =0. Rozwiazanie: u; = —V,, u; = 0.

Pitka odbija sig sprezyscie od $ciany wigc predkos¢ zmienia znak (wektor zmienia zwrot),
a $ciana pozostaje nieruchoma.

¢) Sytuacja odwrotna, cigzka czastka uderza w nieruchoma czastke lekka; m; >> m; oraz
Vv, = 0. Rozwiazanie: u; = Vy, uy; = 2V.

Czastka lekka uzyskuje predkos¢ dwukrotnie wigksza od czastki cigzkiej, ktérej predkose
(pgd) nie ulega zmianie.

Powyzsza analiza pokazuje na przyklad jak dobiera¢ material spowalniajacy neutrony
w reaktorze. Neutrony musza by¢ spowalniane aby podtrzymaé proces rozszczepienia.
W tym celu zderza si¢ je sprezyscie z jadrami (spoczywajacymi) spowalniacza. Gdyby
w spowalniaczu byly ci¢zkie jadra to neutrony zderzajac si¢ "odbijatyby" si¢ nie tracac nic
z predkosci (przypadek b). Gdyby natomiast spowalniaczem byly czastki lekkie, np.
elektrony, to neutrony poruszalyby si¢ wsrod nich praktycznie bez zmiany predkosci
(przypadek c¢). Zatem trzeba wybra¢ moderator (spowalniacz) o masie jader
porownywalnej z masa neutronow (przypadek a).
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@ Cwiczenie 10.1

Sprawdz, jaka cze$¢ swej energii kinetycznej traci neutron o masie m; w zderzeniu
centralnym z bedacym w spoczynku jadrem atomowym o masie m, ? Obliczenia wykonaj
dla jadra otowiu m, = 206 m, jadra wegla 1 jadra wodoru m, = m;.

Wynik zapisz ponizej. Wskazoéwka: Skorzystaj z rownania (10.3) uwzgledniajac, ze v, = 0.

dla olowiu

dla wegla

dla wodoru

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Rozwazmy teraz przypadek zderzenia catkowicie niesprezystego. Przy zderzeniach
niesprezystych energia kinetyczna nie jest zachowana. Energia bedaca roznica pomigdzy
poczatkowa 1 koncowa energia kinetyczna przechodzi w inne formy energii na przyktad
w ciepto lub energie potencjalng zwiazana z deformacja ciata podczas zderzenia. Tak jest
w przypadku wahadta balistycznego, ktore stuzy do pomiaru predkosci pociskéw. Sklada
si¢ ono z bloku drewnianego o masie M, wiszacego na dwoch sznurach. Pocisk o masie m,
majacy predkos¢ pozioma Vv, wbija si¢ w klocek 1 zatrzymuje w nim. Po zderzeniu wahadto
tzn. klocek z tkwiacym w nim pociskiem wychyla si¢ 1 podnosi na maksymalna wysoko$¢
h tak jak pokazano na rysunku ponize;j.

Rys. 10.2. Wahadto balistyczne
Ped przed zderzeniem jest rowny pgdowi pocisku, bo klocek jest nieruchomy. Natomiast
po zderzeniu klocek i1 pocisk poruszaja si¢ razem. Stosujac zasade¢ zachowania pegdu

otrzymujemy
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mv = (m+M)u (10.5)

gdzie u jest predkoscia uktadu klocek - pocisk zaraz po zderzeniu. W zderzeniu, czg$¢
energii kinetycznej pocisku jest tracona min. na ciepto i1 odksztatcenie klocka, w ktory
pocisk si¢ wbija. Pozostala czg$¢ energii kinetycznej zamienia si¢ po zderzeniu
w potencjalng energi¢ grawitacji co mozemy zapisa¢ w postaci rOwnania

;(m+M)u2 =(m+M)gh (10.6)

Rozwiazujac ostatnie dwa réwnania otrzymujemy

M
v=""M D (10.7)

m

Wystarczy wigc zmierzy¢ wysoko$¢ /s oraz masy m 1 M aby moc wyznaczy¢ predkose
pocisku v.

@ Cwiczenie 10.2

Sprawdz jaka czg$¢ poczatkowej energii zostaje zachowana w tym zderzeniu. Przyjmij
masg pocisku m = 5 g, a mase¢ klocka M = 2 kg. Wynik zapisz ponize;.
Wskazdwka: Skorzystaj z rownania (10.7) i oblicz iloraz

;(m+M)u2

mv?

1
2

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

10.2 Zderzenia na ptaszczyznie

Dotychczas zajmowalisSmy si¢ zderzeniami czastek w przestrzeni jednowymiarowe;.

Teraz rozpatrzymy najprostszy przypadek wielowymiarowy; zajmiemy si¢ zderzeniami
sprezystymi na ptaszczyznie. Zaczniemy od analizy zderzenia sprezystego ukosnego kuli
omasie m 1 pregdkosci V ze $ciana. Naszym celem jest znalezienie predkosci kuli po
zderzeniu.
Ruch kuli opisujemy w uktadzie wspotrzednych x i y zwiazanym ze §ciana, o$ x pokazuje
kierunek prostopadty do $ciany, y - kierunek réwnolegly, a poczatek uktadu umieszczamy
na powierzchni $ciany w punkcie zderzenia. W tak wybranym uktadzie wspotrzednych
rozktadamy na sktadowe wektor predkosci V (rysunek 10.3)

V, =Vcosa

v, =Vsina (10.8)
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Na przyktadzie rzutu uko$nego (punkt 3.2) pokazaliSmy, ze taki ruch na plaszczyznie
mozna traktowa¢ jak dwa niezalezne ruchy jednowymiarowe. Ruch kuli w kierunku y
odbywa si¢ rownolegle do $ciany wigc sktadowa Vv, nie ulega zmianie przy odbiciu.
Natomiast sktadowa prostopadta do powierzchni $ciany, po zderzeniu zmienia znak na
przeciwny, kula odbija si¢ od $ciany jak w przykladzie (b) w poprzednim rozdziale. Stad
predkos¢ kuli po zderzeniu (odbiciu si¢ od $ciany)

u= \/Vi +V7] = \/(—V cosa)’ +(Vsina)® =V (10.9)

Predkos¢ po odbiciu od $ciany jest taka sama jak przed odbiciem, a kat odbicia jest rowny
katowi padania (rysunek ponizej).

v

Rys. 10.3. Sprezyste zderzenie kuli ze §ciana

Teraz rozpatrzymy uko$ne, sprezyste zderzenie kuli bilardowe] poruszajacej sig
z predkoscia V; z druga identyczna spoczywajaca kula. Takie zagranie stosuje sig, zeby
skierowa¢ wybrang kulg¢ pod pewnym katem w bok. Dzieje si¢ tak, gdy srodek kuli
spoczywajacej nie lezy na linii wzdhuz, ktorej porusza si¢ pierwsza kula. Takie zderzenie
jest pokazane na rysunku ponizej.

Rys. 10.4. Zderzenia kul bilardowych
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Zgodnie z zasada zachowania pgdu i1 zasada zachowania energii

mv | = mu, +mu,

mv; B mul  mu; (10.10)
2 2 2
lub
V,=u +u,
V2= i (10.11)

Z roéwnan tych wynika, ze wektory vi, u; 1 u, tworza boki trojkata prostokatnego
(twierdzenie Pitagorasa) tak jak na rysunku 10.5.

Rys. 10.5. Predkosci kul przed i po zderzeniu

Oznacza to, ze dla dowolnego kata o (0, m/2) po zderzeniu kule beda zawsze poruszaty si¢
wzgledem siebie pod katem prostym. Warto$¢ kata a zalezy natomiast od tak zwanego
parametru zderzenia® czyli odleglo$ci migdzy pierwotnym kierunkiem ruchu kuli
pierwszej, a srodkiem kuli spoczywajace;.

Ten rozdzial konczy drugi modul; mozesz teraz przejs¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Podsumowanie

Praca W wykonana przez F jest iloczynem skalarnym sily F i wektora przesunigcia s.
Praca wykonana przez sil¢ stala W =F-s=Fscosa, a przez sil¢ zmienna

W:jF-ds.

Energia kinetyczna jest definiowana jako E, = ;mv2 .

Moc jest szybko$cia wykonywania pracy P = (LV;/ .

Jezeli sila F jest sila zachowawcza to zmiana energii potencjalnej jest rowna

B
AE, =-W =- I F -ds . Dla sit zachowawczych ta catka nie zalezy od drogi od 4 do B,
A

na ktérej wykonujemy pracg, a tylko od potozenia punktow A4 1 B.

Zasada zachowania energii mechanicznej mowi, ze dla ciata podlegajacego dziataniu
sity zachowawczej, suma energii kinetycznej 1 potencjalnej jest stata.

Jezeli dziataja sity niezachowawcze to zamieniaja one energi¢ mechaniczng na energi¢

wewngtrznang.

Grawitacyjna energia potencjalna wynosi £, (r) = ¢

. L .. . E, (r) M
Potencjal pola grawitacyjnego definiujemy jako V(r) = —=-G—
m r
Zasada zachowania pedu w uktadzie odosobnionym mowi, ze jezeli wypadkowa sit

zewngtrznych dziatajacych na uktad jest rowna zeru, to catkowity wektor pedu uktadu
. dP

pozostaje staly. F, == a =0 = P =const.

W zderzeniu sprezystym catkowita energia kinetyczna jest taka sama po zderzeniu jak

przed zderzeniem podczas gdy w zderzeniu niesprezystym ciala traca cze$¢ energii

kinetycznej. Kiedy dwa ciala po zderzeniu lacza si¢ moéwimy, ze zderzenie jest

catkowicie niesprezyste.
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Materiaty dodatkowe do Modutu Il

ll. 1. Energia kinetyczna w ukfadzie srodka masy

Rozpatrzmy uktad, o statej masie M, ztozony z n punktow materialnych o masach
my,. ..., m, oraz predkosciach vi, ..... , V,. Energia kinetyczna tego uktadu mierzona
wzgledem $rodka masy jest dana wyrazeniem

n n
2
Z mivi Z mi (V sr.m. + Vi.wzg )(V Sr.m. +V iwzg )
i=1 i=1

E, - (IL1.1)

2 2
gdzie Vg, jest predkoscia srodka masy, a V-, jest predkoscia i-tego punktu mierzong w
uktadzie srodka masy. Wykonujac mnozenie skalarne otrzymujemy

- 2
2 . ,Z_;m"v"wzg (IL.1.2)

_ =l 2 -
Ek = 2 vs'r.m. +Vs'r.mzmivi.wzg + 2

a poniewaz predkos¢ srodka masy mierzona wzgledem $rodka masy jest rowna zeru
Virm,wzg = 0 wige drugi wyraz w rownaniu (I1.1.2) znika. Ostatecznie

2
E, = MVZM+E,; (IL.1.3)

gdzie E}' jest energia kinetyczna mierzona w ukladzie $rodka masy. Zastosowanie tego
réwnania zilustrujemy obliczajac energig kinetyczna obrgeczy o masie m toczacej si¢ po
plaszczyznie tak, ze $rodek obreczy ma predkos¢ v (rysunek ponizej)

/’

Vv

Poniewaz w uktadzie §rodka masy ciato sztywne moze mie¢ tylko energig¢ obrotowa
(rotacyjna ) wigc réwnanie (3) przyjmuje postac

2 mv’,
E, = m;/ n o[;ot.wzg (I1.1.4)
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gdzie Voprorwzg to predkos¢ obreczy w ukladzie $rodka masy. Poniewaz obserwator
w uktadzie srodka masy widzi obrgcz obracajaca si¢ z predkoscia V Wi€C Vopronwzg = V.
Stad

mv?  mv? )

E, = + =mV
2 2

(IL1.5)

Zauwazmy, ze obrgcz ma energi¢ dwa razy wigksza od ciala o masie m poruszajacego si¢
z ta sama predkoscia V (ale nie obracajacego sig).

Il. 2. Ukfady o zmiennej masie
Rozpatrzymy uktad, ktéry stanowi rakieta wyrzucajaca ze swej dyszy goracy gaz z duza
predko$cia, zmniejszajac w ten sposob swoja masg i zwigkszajac predkosé (rysunek
ponizej).
Vs

«—

dms

Naped odrzutowy rakiety

Spaliny opuszczaja silnik rakiety ze stala predkoscia Vv, wzglegdem Ziemi. Predkosé
chwilowa rakiety wzgledem Ziemi jest rowna V, zatem pr¢dkos$¢ spalin wzgledem rakiety
V¢ jest dana zaleznoscia

V., =V,~V (IL.2.1)

Jezeli w przedziale czasu dt z rakiety wyrzucona zostaje masa dm, z predkoscia V, to masa
rakiety maleje o dm, a jej predkos¢ rosnie o dv, przy czym
dm, _ dm

S

dr ar (I1.2.2)

Znak minus wynika stad, ze masa rakiety maleje. Obliczamy teraz zmiang pgdu P uktadu
w czasie df

Q — dp rakiety + dp spalin
dt dt dt

(11.2.3)

lub

dP _d(mv) Y dm,

& & S dr (11.2.4)

skad ostatecznie
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P _ 0 dn  dn 1125
dt dt dr *ode (I1.2.5)

Roéwnanie to uwzglednia fakt, ze w przypadku rakiety zmienia si¢ zard6wno jej masa jak
1 predko$¢ podczas gdy spaliny sa wyrzucane ze stala predkoscia.

Zmiana pedu ukladu jest zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona roéwna sile
zewngtrznej dziatajacej na uktad. Uwzgledniajac zaleznosci (I1.2.1) 1 (I1.2.2) mozemy
przeksztatci¢ rownanie (I1.2.5) do postaci

zew dt dt wzg dt ( . )

Ostatni wyraz w rdwnaniu (I1.2.6) moze by¢ interpretowany jako sita wywierana na uktad
przez substancj¢ (spaliny), ktéra z niego wylatuje. W przypadku rakiety (samolotu) nosi
ona nazwe sity ciqgu > .

<" Przyklad

Samolot odrzutowy leci z predkoscia 250 m/s i z taka predkoscia jest wciagane do jego
silnika powietrze. W kazdej sekundzie silnik samolotu spala mieszank¢ paliwowa
sktadajaca si¢ z 75 kg powietrza 1 3 kg paliwa, a predkos¢ wyrzucania spalin wynosi
500 m/s.

Site ciagu obliczamy zgodnie ze wzorem (I1.2.6) przy czym predkos¢é wzgledna jest rowna
roznicy predkosci wyrzucania spalin 1 weiggania powietrza Vy,, = 250 m/s, a masa spalin
wyrzucanych w jednostce czasu wynosi 78 kg/s. Stad otrzymujemy site ciagu rowna
1.95:10* N.

Jezeli ruch rakiety odbywa si¢ w przestrzeni kosmicznej to sity zewngtrzne F..,, sa do
zaniedbania 1 wtedy zmiana pedu rakiety jest rowna sile ciagu (jest spetniona zasada
zachowania pgdu). Natomiast gdy ruch odbywa si¢ w poblizu Ziemi (np. tuz po starcie) to
wowczas F.,, reprezentuje ci¢zar rakiety 1 sil¢ oporu atmosfery i trzeba ja uwzglednic.
Konstruktorzy rakiet staraja si¢ uzyskac jak najwigksza silg ciagu aby przezwycigzy¢ F-,.
Na przyktad rakieta Saturn 5, o masie ponad 3000 ton, wytwarzala przy starcie sit¢ ciagu
40 MN.
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Rozwigzania ¢wiczen z modutu Il

Cwiczenie 7.2
Dane: F(x) = kx
Wykres funkcji F(x) = kx jest pokazany na rysunku ponize;j.

—
= B
-
=

F =-kx

Zaleznos¢ sity sprezystosci od rozciagnigeia x sprezyny

Pole pod wykresem jest polem trojkata o podstawie x i wysokos$ci F(x) i wynosi

S:W=le(x)
2
S:llcx2
2

Otrzymana warto$¢ jest identyczna z ta dang rownaniem (7.5).

Na tym samym rysunku pokazany jest rowniez wykres Fy(x). Zwroé¢ uwage, ze "dodatnia"
praca wykonana przez silg F (czlowieka) jest rowna co do warto$ci "ujemnej" pracy
wykonanej przez spr¢zyne.

Cwiczenie 8.2

energia potencjalna klocka m; wzgledem podtogi +
energia potencjalna klocka m, wzgledem stotu —
praca wykonana przez sitg grawitacji +

praca wykonana przez sile tarcia —
zmiana energii potencjalnej uktadu -
zmiana energii kinetycznej klocka m; +
zmiana energii kinetycznej klocka m, +

1) Klocki (potaczone nierozciagliwa nitka) poruszaja si¢ z takim samym przyspieszeniem,
wiec w kazdej chwili posiadaja taka sama predkos¢ v =Vv;=V,, stad ich energie
kinetyczne (w dowolnej chwili) sa odpowiednio réwne
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Poniewaz, ich energie kinetyczne w chwili poczatkowej rowne byty zeru (Vo=0) to
zmiany energii kinetycznej sa rowne wlasnie powyzszym wartosciom Ex

Wida¢, ze bezwzgledna zmiana energii kinetycznej zalezy od masy ciata.

2) Zmiana catkowitej energii kinetycznej ukladu jest co do bezwzglednej wartosci rowna
zmianie energii potencjalnej uktadu tylko wtedy gdy dziataja sity zachowawcze. Poniewaz
wystepuje tarcie pomigdzy stotem i klockiem m;, ktore jest sita niezachowawcza, wigc
tylko czg$¢ z nagromadzonej energii potencjalnej klocka m; jest podczas jego ruchu w dot
zamieniana na energig kinetyczna (obu klockéw). Bezwzgledna zmiana energii kinetycznej
jest wigc mniejsza od bezwzglednej zmiany energii potencjalnej uktadu.

Cwiczenie 8.3
Dane: h, M., R., G.

Sita grawitacji jest sita zachowawcza wige w jej polu

E, + E, = const.

Na powierzchni Ziemi

a na wysokosci 4 nad powierzchnia Ziemi

E =0 E —-G- MM
? (R, +h)

Laczac powyzsze rownania (korzystajac z warunku £, + £ = const.) otrzymujemy

2

mv _GMZm_ M,m
R R, (R, +h)

V= [2GM, LI
R, R,+h

a po przeksztatceniach
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Cwiczenie 8.4
Dane: A, strata energii mechanicznej przy odbiciu od podtoza s = 1/3
Pitka puszczona z wysoko$ci 4 nad podlozem posiada energi¢ potencjalng E, = mgh
(wzgledem podioza). W trakcie spadania energia potencjalna zamienia si¢ catkowicie
w energi¢ kinetyczna. W chwili odbicia s =1/3 z energii kinetycznej jest zamieniana na
energi¢ wewngtrzna, wigc po odbiciu energia kinetyczna (mechaniczna) jest roOwna
q =1 —s=2/3 energii przed odbiciem.
Oznacza to, ze energia potencjalna jaka uzyska cialo przy wznoszeniu bgdzie rowna 2/3
energii poczatkowej, a tym samym cialo po odbiciu wzniesie si¢ na 2/3 wysokos$ci
poczatkowej. Mozemy wigc napisa¢ ogolne wyrazenie na wysoko$¢ po n-tym odbiciu od
podtoza

h, =qh,,
gdzie n = 1, 2, 3,.... Zgodnie z tym oznaczeniem hy = h jest poczatkowa wysokoscia
z jakiej spada ciato. Widzimy, ze kolejne wysokos$ci tworza ciag geometryczny. Stad

4
h, = hq* :h@j :5

Analogicznie energia mechaniczna zamieniona na energi¢ wewngtrzna (podczas 4-ech
odbi¢) wynosi

AE = mgh —mgh, = g?mgh

Cwiczenie 9.1

Dane: m; =1kg, my=2kgims=3kg,a=1m.

Poniewaz wynik nie zalezy od wyboru uktadu odniesienia to mozemy przyja¢ dowolny
uktad odniesienia w szczegdlnosci taki jak na rysunku ponize;j.

A

y

Wspotrzedne x, y polozenia mas m,, my 1 m3 wynosza odpowiednio
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(0,0); (a,0); [2“2@]

Wspotrzedne srodka masy obliczamy zgodnie z rownaniem (9.3)

o myx, +myxy 7

srom.

m, +m, +m, 12

_my tmyy, +msys ﬁm

Yérm. = =
e m, +m, +m;, 4

Zwrdéémy uwage, ze potozenie srodka masy nie pokrywa si¢ ze srodkiem geometrycznym.
Cwiczenie 9.2
Dane: M,/Mp, = 4/234 (w jednostkach masy atomowej), v = 10" m/s.
Ze wzgledu na nieobecnos¢ sit zewngtrznych ped uktadu, ktory przed rozpadem byt rowny
zeru po rozpadzie pozostaje niezmieniony: ped poczatkowy = ped koncowy:

O = MThVTh +szva

Skad vz, = —2.4-10° m/s

Cwiczenie 10.1
Dane: zderzenie sprezyste, Vo = 0, otdw m, = 206 m;, wegiel my = 12 m;, wodor my = m.

2
.. . mVv
Energia kinetyczna neutronu przed zderzeniem: E,, = 12 1
mu’
Energia kinetyczna neutronu po zderzeniu: E,, = %
. .. . E,-F v —u’ u’
Wzgledna zmiana energii neutronu podczas zderzenia: —*——*2 = -1 L =] —L
Ekl Vl Vl
Poniewaz, zderzenie odbywa si¢ z nieruchomym jadrem (V, = 0) to na podstawie wzoru
(10.3)
m, —m
— 1 2
u = ( jVI
m, +m,
wiec

2
Ey—E, _ 1—| ™M= | 4m,m,
E, m, +m (m, +m,)*

dla otowiu m, = 206 m; wich“be“ =0.02 (2%)

k1

dla wegla m, = 12 m; wigc B =L =0.28 (28%)

kl
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dla wodoru m, = m; wigc Eu=En _ 1 (100%)

kl
Wyniki te pokazuja dlaczego parafina, ktora jest bogata w wodoér jest dobrym
spowalniaczem (a nie olow).

Cwiczenie 10.2

Dane: m = 5g, M = 2 kg.

Obliczamy stosunek energii kinetycznej uktadu klocek — pocisk, zaraz po zderzeniu, do
energii kinetycznej pocisku przed zderzeniem. Korzystajac ze wzoru (10.7) otrzymujemy

1 >
E(m+M)u (m+M)gh _om
1 a 2 _m+M
2 m

Podstawiajac dane otrzymujemy stosunek m/(m+M) = 0.0025. Oznacza to, ze zachowane
zostaje tylko 0.25% poczatkowe] energii kinetycznej, a 99.75% ulega zmianie w inne
formy energii.
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Test I

1. Ciato porusza si¢ ruchem prostoliniowym po gladkiej poziomej powierzchni. Predkos¢
tego ciata zmienia si¢ w czasie ruchu tak jak pokazano na rysunku ponizej. Okresl czy
praca wykonana przez sil¢ wypadkowa w kolejnych przedziatach czasu ¢, #,, 3 1 #4 jest
dodatnia, ujemna czy rowna zeru?

A

\Y

[
L

ot

—> Q—PI“—I' 4—'PI

t, t, t, t,

2. W wyniku dzialania sily tarcia cialo o masie m = 5 kg zmniejsza swoja predkos¢ od
wartosci V| = 10 m/s do wartos$ci V, = 6 m/s. Jaka prace wykonata sita tarcia?

3. Sita, ktorej zalezno$¢ od potozenia jest pokazana na rysunku ponizej, przesuwa ciato o
masie m = 1 kg wzdhuz linii prostej po poziomej powierzchni. Jaka pracg wykonuje ta
sita przesuwajac cialo od potozenia xo = 0 do potozenia x = 10 m ? Jaka predkosé
uzyskuje to ciatlo na drodze 10 m, przy zaniedbaniu tarcia i wszelkich oporow?
Predkos¢ poczatkowa ciata vy = 0.

F(x) (N) 47 .......... T .......... ,,,,,

4. Pod dziataniem sity ped ciata wzrost dwukrotnie. Ile razy wzrosta energia kinetyczna
tego ciala?
5. Sformuluj zasad¢ zachowania energii mechaniczne;.
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10.

1.

Cialo o masie m = 1 kg rzucono pionowo w gore z predkoscia Vo = 20 m/s. Ile
wynosila energia potencjalna a ile energia kinetyczna tego ciala na wysokosci 15 m ?
Opory powietrza pomijamy. Nalezy przyja¢ g = 10 m/s’.

Ciato, ktoremu nadano predkos¢ Vo pionowo w gorg, wzniosto si¢ z powierzchni
planety na wysoko$¢ rowna jej promieniowi. Jaka predko$¢ nalezy nadaé ciatu na
powierzchni tej planety, aby oddalito si¢ od niej nieskonczenie daleko?

Na uktad dziata stata sila zewngtrzna. Odpowiedz, czy uklad zachowuje swoj
catkowity ped? Odpowiedz uzasadnij.

Pocisk o masie m = 2 kg wystrzelono z predkoscia v = 400 m/s z dziala o masie
M; =2000 kg a nastepnie taki sam pocisk, z ta sama predkoscia z dziata o masie
M, =3000 kg. Poréwnaj energie odrzutu obu dziat oraz ich pedy zaraz po wystrzeleniu
pocisku.

Obiekt o masie m poruszajacy si¢ z predkoscia V uderza w inny spoczywajacy obiekt
o masie dwukrotnie wigkszej. Obliczy¢ predkos¢ obiektow tuz po zderzeniu,
zakladajac, ze zderzenie jest catkowicie niesprezyste.

Jaki warunek musi by¢ spelniony aby w trakcie catkowicie niesprgzystego zderzenia
dwoch ciat ich energia kinetyczna (jaka mialy przed zderzeniem) zamienita sig
catkowicie w ich energi¢ wewngtrzna (po zderzeniu)?
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Modut III — Ruch obrotowy

11 Ruch obrotowy

W naszych dotychczasowych rozwazaniach nad ruchem ciat traktowaliSmy je jako
punkty materialne tzn. jako obiekty obdarzone masa, ktérych rozmiary mozemy zaniedbac.
Jednak rzeczywiste ciata w ruchu moga si¢ obraca¢ czy wykonywa¢ drgania. W kolejnych
rozdziatach zajmiemy si¢ wlasnie ruchem obrotowym 1 drgajacym cial. Bedziemy
rozwaza¢ ruch obrotowy ciat sztywnych tj. obiektow, w ktorych odlegtosci wzajemne
punktow sa stale. Zajmiemy si¢ rowniez bardziej ogdlnym przypadkiem, w ktorym ciato
sztywne wykonuje zarowno ruch postgpowy jak i obrotowy.

11.1 Kinematyka ruchu obrotowego

Nasze rozwazania zaczniemy od wyprowadzenia réwnan kinematyki ruchu
obrotowego, podobnych do réwnan kinematyki ruchu postgpowego. W ruchu obrotowym
wielkoscia analogiczna do przesunigcia jest przesuniecie kqtowe ¢ ® Kat ¢ okresla
potozenie (katowe) punktu P wzgledem uktadu odniesienia (rysunek 11.1).

r

V| &7

v

Rys. 11.1. Punkt P obracajacego sig ciala zatacza tuk o dlugosci s

Zwiazek ¢ = s/R migdzy droga liniowa s, a przesuni¢gciem katowym ¢ wynika
bezposrednio z miary tukowej kata ¢. W ruchu obrotowym wielko$cia analogiczna
chwilowej predkosci liniowej V jest chwilowa predkosé kqtowa w

w—di—lﬂ—! 111
dt Rdt R (L.1)

W ruchu obrotowym podobnie jak w ruchu po okregu w jest tez nazywana czestosciq
kqtowq ® 1jest zwigzana z czgstotliwoscia f relacja

o =27f (11.2)

Podobnie jak chwilowe przyspieszenie liniowe a zostalo zdefiniowane chwilowe
przyspieszenie kqtowe a
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(11.3)

Mozemy teraz podaé¢ opis ruchu obrotowego ze stalym przyspieszeniem katowym o
poprzez analogi¢ do ruchu postgpowego jednostajnie zmiennego.

Tab. 11.1.
Ruch postgpowy Ruch obrotowy
a = const. o = const.
V=V, +at o =0,+at
at’ at’
S=SO+V0t+7 (0=(Po+a’of+‘2

Pamigtajmy, ze zaré6wno predkos$¢ katowa jak i1 przyspieszenie katowe sa wektorami. Na
rysunku 11.2 ponizej, pokazane sa wektory: predkosci liniowej Vv, predkosci katowe] o,
przyspieszenia stycznego a,, przyspieszenia normalnego a, i przyspieszenia katowego a
punktu P obracajacego si¢ ciata sztywnego. Punkt P porusza si¢ ruchem przyspieszonym
po okregu.

Rys. 11.2. Kierunki wektorow V, o, a,, a, i a punktu P poruszajacego si¢ po okregu wokot

pionowej osi

Zwiazki pomigdzy wielko$ciami liniowymi i katowymi w postaci skalarnej sa dane
rownaniami (11.1), (11.3) oraz rownaniem (3.14). Natomiast te zalezno$ci w postaci
wektorowej maja postaé

V=0wxR
a,=axR (11.4)
a,=wxVv

o Wiecej o ruchu przyspieszonym po okregu mozesz przeczytaé w Dodatku 1, na
koncu modutu II1.
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S Jednostki

=29 Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli kat ¢ jest mierzony w radianach (rad) to
jednostka predkosci katowej o jest radian na sekundg (rad/s), a przyspieszenia
katowego o radian na sekunde do kwadratu (rad/s?).

Na zakonczenie sprobuj wykonac nastepujace ¢wiczenie.

@ Cwiczenie 11.1

W wielu czytnikach CD ptyta ma stala predkos¢ liniowa natomiast zmienia sig jej predkos¢
katowa. Dzigki tej statej predkosci liniowej mozna zachowac¢ jednakowo gegste upakowanie
informacji na catym dysku. Ta predkos¢ dla dysku audio (pojedynczej predkosci) wynosi
1.25 m/s. Catkowita dlugo$¢ spiralnie naniesionej $ciezki wynosi 5.55 km. Srednica
zewngtrzna dysku jest réwna 12 cm, a wewngtrzna 2.5 cm. Oblicz maksymalna
1 minimalna predkos¢ katowa dysku. Jakie jest Srednie przyspieszenie katowe plyty
podczas jej ciaglego, catkowitego odczytu? Pamigtaj o odpowiednich jednostkach.

Wynik zapisz ponizej. Wskazéwka: Skorzystaj z rownan (11.1)1(11.3)

WOmin =
Wmax =
a =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

11.2 Dynamika punktu materialnego

Jak wynika z naszego codziennego doswiadczenia w ruchu obrotowym wazna jest nie
tylko wartos¢ sily, ale to gdzie i pod jakim katem jest ona przylozona. Na przyktad, drzwi
najtatwiej jest otworzy¢ przyktadajac site¢ na ich zewngtrznej krawedzi i pod katem
prostym do plaszczyzny drzwi. Sita przylozona wzdhuz ptaszczyzny drzwi jak i sita
przylozona w miejscu zawiaséw nie pozwalaja na ich obrot. Dla ruchu obrotowego
wielkoscia, ktora odgrywa role analogiczna do sity w ruchu postgpowym jest moment
sily® (tzw. moment obrotowy) 7. Jezeli sita F jest przylozona w pewnym punkcie to
moment sity T wzgledem tego punktu jest definiowany jako

Definicja

T=rxF (11.5)

gdzie wektor r reprezentuje potozenie punktu wzgledem wybranego inercjalnego ukladu
odniesienia.
Moment sity jest wielko$cia wektorowa, ktorej warto$¢ bezwzgledna wynosi (iloczyn
wektorowy)
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r=rFsind (11.6)

Wielko$¢ » nazywamy ramieniem sity ® 7 réwnania (11.6) wynika, ze tylko sktadowa
sity prostopadia do ramienia F'| = F'sinf wplywa na moment sily.

11.2.1 Moment pedu

Zdefiniujmy teraz wielko$¢, ktéra w ruchu obrotowym odgrywa rolg analogiczna do pedu.
Wielko$¢ L nazywamy momentem pedu ®; definiujemy jako

Definicja

L=rxp (11.7)

gdzie p jest pedem punktu materialnego, a r reprezentuje jego potozenie wzglgdem
wybranego inercjalnego uktadu odniesienia. Warto$¢ L wynosi

L=rpsinf (11.8)

Istnieje bezposrednia zalezno$¢ pomiedzy momentem sily i momentem pedu. Zeby ja
wyprowadzi¢ zrézniczkujmy obie strony rownania (11.7)

dL d dr dp

S = (rxp)= X pHrx—=

dr dt d¢ dt (11.9)
=Vxp+rxF

wyp

Poniewaz wektory Vv oraz p sa réwnolegle to ich iloczyn wektorowy jest réwny zeru.
Natomiast drugi sktadnik réwnania jest zgodnie z definicja (11.5) wypadkowym
momentem sity. Otrzymujemy wigc

_dL
TWyp —E (1110)
{2 Prawo, zasada, twierdzenie
&8 Wypadkowy moment sity dzialajqcy na punkt materialny jest réwny predkosci zmian
momentu pedu.

To jest sformutowanie drugiej zasade dynamiki ruchu obrotowego. Rownanie (11.10) jest
analogiczne do rdwnania (4.6) dla ruchu postgpowego.
Analogicznie mozemy sformutowaé pierwsza zasad¢ dynamiki ruchu obrotowego

= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Cialo sztywne, na ktore nie dziala moment sily pozostaje w spoczynku lub porusza
sie ruchem obrotowym jednostajnym.

oraz trzecia zasad¢ dynamiki ruchu obrotowego
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/3 Prawo, zasada, twierdzenie

=29 Jezeli dwa ciala oddzialujq wzajemnie, to moment sila z jakim dziala ciato drugie na
ciato pierwsze jest rowny i przeciwnie skierowany do momentu sity, z jakim ciato
pierwsze dziata na drugie.

11.2.2 Zachowanie momentu pedu

Dla uktadu n czastek mozemy zsumowa¢ momenty sil dziatajace na poszczegolne
punkty materialne

d (L dL
Zn=dt(zl,~j=m (11.11)

i i=l1

gdzie L oznacza teraz catkowity moment pgdu uktadu.
Zauwazmy, 7€

P Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Jezeli na uklad nie dziata zewnetrzny moment sity (lub wypadkowy moment sit
zewnetrznych jest rowny zeru) to catkowity moment pedu uktadu pozostaje staty.

(ilf:O lub L = const. (11.12)

Zalezno$¢ powyzsza wyraza zasade zachowania momentu pedu.

@ Cwiczenie 11.2

Rozpatrzmy teraz nastgpujacy przyklad. Rower jedzie ze stala predkoscia gdy sita
dziatajaca pomigdzy nawierzchnia i kolem F, =5 N. Z jaka sita F tancuch ciagnie z¢batke
jezeli stosunek R/r =10?

Wynik zapisz ponizej. Wskazoéwka: Zauwaz, ze predkos$¢ katowa jest stata wigc dL/dt = 0
1 wypadkowy moment sit jest rowny zeru.

F]Z

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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11.3 Ciato sztywne i moment bezwfadnosci

Wigkszo$¢ cial w przyrodzie to nie punkty materialne ale rozciagle ciata sztywne.
Przeanalizujmy teraz ruch takiej bryly sztywnej obracajacej sig ze stata predkoscia katowa
w wokot statej osi obrotu w ukladzie §rodka masy. Zauwazmy, ze chociaz wszystkie
punkty maja te samg predko$¢ katowa o to punkty znajdujace si¢ w roznych odlegtosciach
od osi obrotu maja r6zna predkos$¢ liniowa vV (rysunek 11.3). Predkos¢ i -tego punktu
o masie Am; wynosi V; = r;w gdzie r; jest odlegloscia od osi obrotu

R

Rys. 11.3. Dwa punkty obracajacej si¢ bryly maja t¢ sama predkos¢ katowa, a rd6zne predkosci
liniowe ze wzgledu na rozne odlegtosci od osi obrotu 7 i 1,

Obliczamy teraz warto§¢ momentu pgdu L tego ciata
L=YrAmy, =ZnAm,»(nw)=(Zn2Amijw (11.13)

Wielko$¢ w nawiasie nazywamy momentem bezwtadnosci 1 @, ktory definiujemy jako

Definicja
2
1:;4 Am, (11.14)
a dla ciaglego rozktadu masy
Definicja
I=[r*dm (11.15)

Zwro¢my uwagg, ze moment bezwtadnosci / zalezy od osi obrotu.
Mozemy teraz wyrazi¢ moment pgdu poprzez moment bezwtadnos$ci

L=Iw (11.16)

a poniewaz zgodnie z rownaniem (11.10) 7= dL/d¢ wigc
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t=1—=la (11.17)

gdzie a jest przyspieszeniem katowym.
Obliczmy teraz energig kinetyczng obracajacego sig ciala

E, :;Zmi\,g =;ZAml-(r,w)2 :;(ZAmirf]a)z (11.18)
wiec
|
E, :51(0 (11.19)

Zestawmy teraz odpowiednie wielkosci obliczone dla ruchu obrotowego z ich
odpowiednikami dla ruchu postepowego.

Tab. 11.2
Ruch postgpowy Ruch obrotowy
p=mv L=Iw
F =ma =l
_1 2 1
Ey=5mv Ek:EIcoz

Z tego porownania wida¢, ze moment bezwtadnosci / jest analogiczna wielko$cia do masy
m w ruchu postgpowym. Zwréémy uwage, ze W przeciwienstwie do masy moment
bezwtadnosci zalezy od osi, wokol ktorej obraca si¢ cialo. Momenty bezwtadno$ci
niektorych cial sztywnych sa podane w tabeli 11.3.

Tab. 11.3
Ciato moment bezwladnosci /
Obrecz, pierscien o promieniu R, wzgledem osi obrgczy MR’®
1
Krazek, walec wzglgdem osi walca EMRZ
1
Pre¢t o dlugosci d, wzglgdem osi symetrii prostopadtej do preta EMd ?
2
Petna kula o promieniu R, wzglgdem $rednicy gMR2
: . s 2 2
Czasza kulista o promieniu R, wzgledem $rednicy EMR

#o Przyklad obliczania momentu bezwladno$ci znajdziesz w Dodatku 2, na kohcu
@’ modutu 1.
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Czgsto do obliczania momentu bezwladnosci wygodnie jest postuzy¢ si¢ twierdzeniem
Steinera. Podaje ono zalezno$¢ pomigdzy momentem bezwladnosci / ciata wzgledem danej
osi, a momentem bezwladnosci /., tego ciala wzgledem osi przechodzacej przez jego
srodek masy i rownoleglej do danej. Zwiazek ten wyraza si¢ zalezno$cia

Prawo, zasada, twierdzenie
I1=1

am +Ma’ (11.20)

gdzie a jest odlegtoscia migdzy osiami, a M jest masa ciala.

@ Cwiczenie 11.3

Teraz korzystajac z powyzszego twierdzenia i z danych w tabeli 11.3 oblicz moment
bezwiadnosci prgta o masie M 1dlugosci d wzgledem osi prostopadle; do preta
i przechodzacej przez jeden z jego koncow. Wynik zapisz ponize;.

I:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

11.4 Ruch obrotowo-postepowy

Na co dzien czgsto mamy do czynienia z toczeniem si¢ cial. W przeciwienstwie do ruch
obrotowego wzgledem nieruchomej osi obrotu w przypadku toczenia wystgpuje zarowno
ruch postepowy, jak i obrotowy. Dlatego sprobujemy opisac toczenie jako ztozenie ruchu
postgpowego i obrotowego. W tym celu przesledzmy ruch walca o promieniu R pokazany
na rysunku 11.4.

a) b) c)

A

Rys. 11.4. Toczenie (c¢) jako ztozenie ruchu postgpowego (a) i obrotowego (b)

W ruchu postepowym, rysunek (a), wszystkie punkty poruszaja si¢ z takimi samymi
predkosciami, natomiast w ruchu obrotowym woko6l $rodka masy S, rysunek (b),
przeciwlegle punkty poruszaja si¢ z przeciwnymi predkosciami, a §rodek jest nieruchomy.
Na rysunku (c) pokazano wynik ztozenia (sumowania) odpowiednich wektoréw
z rysunkow (a) i (b). Zwré¢my uwage, ze podstawa walca (punkt A4 styczno$ci z podtozem)

121



Modut III — Ruch obrotowy

w kazdej chwili spoczywa (predkos¢ chwilowa v, =0). Natomiast pr¢dkos¢ liniowa
punktéw S i B jest proporcjonalna do ich odlegtosci od punktu 4 (punkt B w odlegtosci 2R
ma predkos¢ dwukrotnie wigksza niz punkt S w odleglosci R). Jeszcze petniej widac to na
rysunku 11.5 gdzie narysowane sa predkosci chwilowe kilku punktow na obwodzie
toczacego sig walca.

Rys. 11.5. Toczenie si¢ walca jako obrot wokot punktu 4

Wida¢é, ze predkos¢ kazdego z tych punktow jest prostopadia do linii taczacej ten punkt
z podstawa A4 1 proporcjonalna do odlegtosci tego punktu od A. Takie zachowanie jest
charakterystyczne dla ciata wykonujacego ruch obrotowy wzgledem nieruchomej osi.
Oznacza to, ze opisywany walec obraca si¢ wokot punktu 4, a co za tym idzie, Ze mozemy
toczenie opisywaé rowniez wytacznie jako ruch obrotowy ale wzgledem osi przechodzacej
przez punkt A4 stycznosci z powierzchnia, po ktdrej toczy sig ciato.

=" Przyklad

W celu zilustrowania rdownowazno$ci obu opisOw obliczymy teraz energi¢ kinetyczna
walca o masie m toczacego si¢ z predkoscia V. Najpierw potraktujemy toczenie jako
ztozenie ruchu postepowego 1 obrotowego wzgledem $rodka masy. Energi¢ kinetyczna
obliczamy jako sumg energii ruchu postgpowego i obrotowego

2 2

E=E +E, =

Podstawiajac  warto§¢ momentu bezwladnosci walca odczytana z tabeli 11.3 oraz
uwzgledniajac, ze dla ciala toczacego si¢ bez poslizgu w = V/R (rébwnanie 11.1)
otrzymujemy

3 2

E="mv (11.22)

Teraz powtorzymy nasze obliczenia ale potraktujemy toczenie wylacznie jako obrot
wzgledem osi obrotu w punkcie 4 zetknigcia walca z powierzchnia. Energia kinetyczna
obliczamy wigc jako
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2
E=E,w=IA;) (11.23)

Moment bezwtadnosci walca I, ,wzgledem osi 4, obliczamy z twierdzenia Steinera

mR? , 3
I,=1,, +mR’ :T+mR :EmR (11.24)

Po podstawieniu tej wartosci i uwzgledniajac, ze w = V/R (rbwnanie 11.1) otrzymujemy

E="mv (11.25)

W obu przypadkach otrzymaliSmy ten sam rezultat.
Widzimy, ze

/=5, Prawo, zasada, twierdzenie
229 Ruch ciala bedqcy zlozeniem ruchu postepowego Srodka masy i obrotowego
wzgledem osi przechodzqcej przez SsSrodek masy jest rownowazny ruchowi
obrotowemu wokot osi przechodzqcej przez punkt stycznosci ciata z powierzchniq,
po ktorej sie ono toczy.

@ Cwiczenie 11.4

Krazek (walec) 1 kula o takich samych masach m 1 promieniach R staczaja si¢ bez poslizgu
po rowni pochylej z wysokosci h. Korzystajac z zasady zachowania energii oblicz ich
predkosci u dotu réwni. Jaki bylby wynik obliczen gdyby te ciata zeslizgiwaly si¢ z rowni?
Obliczenia przeprowadz traktujac toczenie jako ztozenie ruchu postepowego i obrotowego
lub jako wylacznie jako ruch obrotowy.

Wynik zapisz ponize;.

Viwalca™
Viuli™

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

0o 1NNY przyktadem ruchu obrotowego, w ktorym o$§ obrotu nie jest nieruchoma
w inercjalnym uktadzie odniesienia jest bak wirujacy dookota pewnej osi symetrii.
O ruchu precesyjnym baka mozesz przeczyta¢ w Dodatku 3, na konicu modutu II1.
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12 Ruch drgajacy

Ruch, ktéory powtarza si¢ w regularnych odstgpach czasu, nazywamy ruchem
okresowym. Przemieszczenie czastki w ruchu periodycznym mozna zawsze wyrazi¢ za
pomoca funkcji sinus lub cosinus (tzw. funkcji harmonicznych). Ruch drgajacy jest
powszechna forma ruchu obserwowana w Zyciu codziennym 1 dlatego jest waznym
przedmiotem fizyki.

12.1 Sita harmoniczna, drgania swobodne

Definicja
Sitq harmonicznq (sprezystosci) nazywamy site dzialajqcq na ciato proporcjonalng
do przesuniecia tego ciala od poczqtku uktadu i skierowanq ku poczqtkowi uktadu.

o

Dla przesunigcia wzdtuz osi x, sita sprezystosci jest dana rdwnaniem
F =—kx (12.1)

gdzie x jest wychyleniem (przesunigciem) ciata od potozenia réwnowagi. Stala &
nazywamy wspofczynnikiem spreZystosci ¥. Z sila harmoniczna (sprezystosci)
spotkali$my si¢ juz w punktach 7.2 1 8.3 gdy rozwazaliSmy site zwiazana z rozciaganiem
sprezyny i elastycznej liny.

Na rysunku 12.1 pokazane jest cialo o masie m przymocowane do spr¢zyny, mogace
poruszac¢ sig bez tarcia po poziomej powierzchni. Takie drgania, gdy sita sprezystosci jest
zarazem sita wypadkowa nazywamy drganiami swobodnymi .

x=0 X=A ;f

Rys. 12.1. Prosty oscylator harmoniczny
Jezeli sprezyna zostanie rozciagnig¢ta tak, aby masa m znalazia si¢ w chwili =0
w potozeniu x =4, (rysunek 12.1), a nastgpnie zostanie zwolniona, to potozenie masy
w funkcji czasu moze by¢ dane réwnaniem
x(t) = Acos wt (12.2)
Funkcja x(¢) opisuje zarazem wychylenie ciata z potozenia rownowagi.

Sprawdzmy teraz czy to réwnanie dobrze opisuje ruch harmoniczny. Zgodnie z druga
zasada dynamiki Newtona

ma = —kx (12.3)
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Zeby obliczyé przyspieszenie a obliczamy (zgodnie z réwnaniami 3.1) odpowiednie
pochodne wyrazenia (12.2)

v(t):(:;:—Aa)sina)t (12.4)
oraz
dv d*x 2
H=—= =—Aw” coswt 12.5
a(t) dr d*t (12.5)

Teraz wyrazenia (12.2) i (12.5) podstawiamy do rownania opisujacego ruch oscylatora
(12.3) 1 otrzymujemy

k

2

0 =—
m

(12.6)

Widzimy, ze zaproponowane réwnanie (12.2) jest rozwigzaniem rownania ruchu
oscylatora harmonicznego (12.3) przy warunku, ze @ = Jk/m (r6wnanie 12.6).

Zwroéémy uwage, ze funkcja x(¢) = Asinwt jest rbwniez rozwigzaniem réwnania ale przy
innych warunku poczatkowym bo gdy ¢ = 0 to potozenie masy x = 0, a nie jak przyj¢lismy
x=A.

Ogodlne rozwiazanie roéwnania ruchu oscylatora harmonicznego (12.3) ma postaé

x(t) = Asin(wt + @) (12.7)

Stata A (opisujaca maksymalne wychylenie) jest amplitudq ® ruchu, wyrazenie wt+ ¢
nazywamy fazq drgan ®, a ¢ fazq poczqtkowq ® (stata fazowa). Stale 4 1 ¢ sa
wyznaczone przez warunki poczatkowe. Na przyklad dla ¢ = 7/2 otrzymujemy rozwiazanie
(12.2). Roéwnania (12.2), (12.4) i (12.5) opisuja kolejno polozenie, predkos¢
1 przyspieszenie w funkcji czasu. Zaleznosci te sa pokazane na rysunku 12.2.

x(t)
- =V
- a(t)

WEAVAVAY
RNAVAVAVAVS

Rys. 12.2. Wykres zaleznosci x(¢), V(¢), a(¢) dla prostego ruchu harmonicznego
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Zwré¢my uwage, ze wychylenie z polozenia réwnowagi x(f) oraz przyspieszenie a(t)
(atym samym sita) osiagaja réwnocze$nie maksymalne warto$ci, przy czym zwroty
wektorow x(f) 1 a(t) sa przeciwne (rownanie (12.3)) i1 stad przeciwne znaki. Natomiast
predkos¢ Vv(?) jest przesunigta w fazie (wzgledem potozenia) o #/2 co odzwierciedla fakt,
ze predkos¢ osiaga maksimum przy przechodzeniu oscylujacej masy przez potozenie
rownowagi, a jest zerowa przy maksymalnym wychyleniu gdy ciato zawraca (rysunek
12.1).

Odpowiednie maksymalne wartosci potozenia, predkosci 1 przyspieszenia wynosza

max = A
Vi =A@ (12.8)
a  =Aw’

Wartosci funkcji sinus i cosinus powtarzaja si¢ gdy kat zmienia si¢ o 2z. Oznacza to, ze
funkcje x(7), V(?) 1 a(t) przyjmuja taka sama warto$¢ po czasie ¢ = 27/w. Ten czas jest wigc
okresem ruchu 7. Uwzgledniajac zaleznos¢ (12.6) otrzymujemy

T:Zﬁ:27z\/; (12.9)
1) k

Zwrdéémy uwage, ze okres drgan harmonicznych T jest niezalezny od amplitudy drgan A.
Ta wiasciwos¢ drgan harmonicznych zostala wykorzystana w konstrukcji zegara
wahadtowego.

Mozesz przesledzi¢ drgania harmoniczne masy zawieszonej na niewazkiej spr¢zynie

= =# w zalezno$ci od jej wspdlczynnika sprezystosci k, masy m 1 od amplitudy ruch 4
korzystajac z darmowego programu komputerowego ,Drgania swobodne”
dostgpnego na stronie WWW autora.

12.2 Wahadfa

12.2.1 Wahadto proste

Wahadto proste ® (matematyczne) jest to wyidealizowane cialo o masie punktowe;j,
zawieszone na cienkiej, niewazkiej, nierozciagliwej nici. Kiedy cialo wytracimy
zréwnowagi to zaczyna si¢ ono waha¢ w plaszczyznie poziomej pod wplywem sity
cigzkosci. Jest to ruch okresowy. Znajdzmy okres 7 tego ruchu. Rysunek 12.3 przedstawia
wahadto o dlugos$ci / i masie m, odchylone o kat € od pionu.

Na mas¢ m dziata sita grawitacji mg i naprezenia nici N. Site mg rozkladamy na sktadowa
radialng (normalna) i styczna. Sktadowa normalna jest rownowazona przez naciag nici V.
Natomiast sktadowa styczna przywraca rownowage uktadu i sprowadza masg¢ m do
polozenia rownowagi.

Sktadowa styczna sity grawitacji ma wartos¢

F =—-mgsin @ (12.10)
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Rys. 12.3. Wahadto matematyczne

Zwroémy uwageg, ze to nie jest, w mys$l podanej definicji, sita harmoniczna bo jest
proporcjonalna do sinusa wychylenia (sinf), a nie do wychylenia 6. Jezeli jednak kat 6 jest
maty (np. 5°) to siné jest bardzo bliski 0 (r6znica = 0.1%). Przemieszczenie x wzdluz tuku
wynosi (z miary tukowej kata) x =/6 . Przyjmujac zatem, ze sinf = 0 otrzymujemy

F:—mgﬁz—gx (12.11)

Tak wigc dla malych wychylen sita jest proporcjonalna do przemieszczenia i mamy do
czynienia z ruchem harmonicznym. Rownanie (12.11) jest analogiczne do réwnania (12.1)
przy czym k = mg/l. Mozemy wigc skorzystac z zaleznosci (12.9) i obliczy¢ okres wahan

m /
T=2x|—=21m |—
% /g (12.12)

Okres wahadta prostego nie zalezy od amplitudy 1 od masy wahadta.

Mozesz przesledzi¢ ruch wahadta matematycznego w zaleznosci od jego dlugosci
—=# korzystajac z darmowego programu komputerowego ,Drgania tlumione”
dostepnego na stronie WWW autora.

Zauwazmy, ze pomiar okresu 7" moze by¢ prosta metoda wyznaczenia przyspieszenia g.

@ Cwiczenie 12.1

Sprobuj wykona¢ takie do$wiadczenie. Na nitce (mozliwie dlugiej np. 1.5 m) zawie$
niewielki cigzarek. Nastgpnie wychyl wahadlo o niewielki kat (Zeby bylo spenione
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kryterium ruchu harmonicznego) i zmierz okres wahan. Zeby zmniejszyé btad pomiaru
czasu zmierz okres kilku wahan (np. 10) i potem oblicz 7. Ze wzoru (12.12) wylicz
przyspieszenie g.

Wynik zapisz ponize;j.

g:

12.2.2 Wahadto fizyczne

Wahadtem fizycznym ® nazywamy ciato sztywne zawieszone tak, ze moze si¢ wahac
wokol pewnej osi przechodzacej przez to ciato. Ciato jest zawieszone w punkcie P, a punkt
S, znajdujacy si¢ w odlegtosci d od punkt P, jest srodkiem masy ciata (rysunek 12.4).

Rys. 12.4. Wahadto fizyczne
Moment sity r dziatajacy na cialo wynosi
T=-mgdsin@ (12.13)
co w potaczeniu ze wzorem (11.17) daje
loo=—-mgdsin @ (12.14)
Dla matych wychylen, dla ktorych sinf =6 dostajemy rownanie
la=-mgd0 (12.15)

OtrzymaliSmy réwnanie, ktore ma posta¢ rownania (12.3) dla ruchu harmonicznego przy
czym 6§ odpowiada x. Mozemy wigc teraz napisa¢ wyrazenie na czgstos¢ i okres drgan

d
co:«/% (12.16)
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I
T=2r |
T\ ned (12.17)

Jako przypadek szczegoélny rozpatrzmy mas¢ punktowa zawieszong na nici o dlugosci /
(wahadto proste). Wowczas moment bezwladnosci 7 = ml*, oraz d = [ i otrzymujemy znany
wzor dla wahadta prostego

T=or |t (12.18)

@ Cwiczenie 12.2

Sprébuj teraz samodzielnie obliczy¢ okres wahan cienkiej obreczy o masie m 1 promieniu
R zwieszonej na gwozdziu G, jak na rysunku. Wynik zapisz ponize;j.

T:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

12.3 Energia ruchu harmonicznego prostego

Energia potencjalng spr¢zyny obliczylisSmy w rozdziale 7.2 przy okazji dyskusji o pracy
wykonywanej przez sity zmienne. Pokazalismy wtedy, Ze energia potencjalna spr¢zyny
rozciagnigtej o x wynosi

E = (12.19)

Jezeli sprezyna zostanie rozciagnigta tak aby masa m znalazta si¢ w chwili 1=0
w potozeniu x = 4, to energia potencjalna uktadu

kA
E, ==

(12.20)

jest zarazem energia catkowita (energia kinetyczna Ej = 0). Jezeli puScimy sprezyng to jej
energia potencjalna bedzie zamienia¢ si¢ w energi¢ kinetyczna masy m. Przy zatozeniu, ze
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nie ma tarcia ani innych sit oporu, zgodnie z zasada zachowania energii suma energii
kinetycznej i potencjalnej musi si¢ rownac energii catkowitej w dowolnej chwili ruchu

mv? N kx* B kA®

E +FE =
KeTe o2 2 2

(12.21)

Korzystajac z wyrazen (12.2) 1 (12.4) na x(¢) i V(f) oraz pamigtajac, ze mw* =k
otrzymujemy

k A? sin® wt . kA*cos’ wt kA

12.22
2 2 2 ( )

=" Przyklad

Sprobujmy teraz obliczy¢ jaki jest stosunek energii potencjalnej do energii kinetycznej
ciala wykonujacego drgania harmoniczne, gdy znajduje si¢ ono w potowie drogi migdzy
potozeniem poczatkowym, a potozeniem rownowagi.

Dla danego wychylenia ciata x = 4/2 mozemy korzystajac ze wzoru (12.19) wyliczy¢
energi¢ potencjalna

kx> kA’
E, = 5 T g (12.23)
Poniewaz energia catkowita £
kA
E=T=Ek+Ep (12.24)

wigc podstawiajac obliczona warto$¢ energii potencjalnej (12.23) otrzymujemy energi¢
kinetyczna

AZ
Ek:3k (12.25)
8
Stad
ﬂ_l 12.26
P (12.26)

Widac¢, ze dla x = 4/2 energia kinetyczna jest trzykrotnie wigksza od potencjalne;.

@ Cwiczenie 12.3

Oblicz, dla jakiego wychylenia x energie kinetyczna i potencjalna sa sobie rowne?
Wynik zapisz ponize;j.
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Wskazoéwka: Dla poszukiwanego wychylenia x energia potencjalna jest rOwna energii
kinetycznej jest wigc zarazem rowna polowie energii catkowite;.

X =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Mozesz przesledzi¢ energie¢ kinetyczna, potencjalng i catkowita w ruchu drgajacym.
—=# korzystajac z darmowego programu komputerowego ,Drgania swobodne”
dostepnego na stronic WWW autora.

12.4 Oscylator harmoniczny tfumiony

Dotychczas pomijali§my fakt ewentualnego ttumienia oscylatora to znaczy strat energii
uktadu oscylatora. W przypadku drgan mechanicznych sita hamujaca ruch czastki sa tak
zwane opory ruchu. Przykladem moze tu by¢ opor powietrza. Sita oporu ma zwrot
przeciwny do predkosci 1 w najprostszej postaci jest wprost proporcjonalna do predkosci
Fop~V

T'=-yv =—79 (12.27)
dt

Jezeli oprocz sity sprezystosci uwzglednimy site hamujaca to rownanie opisujace ruch
oscylatora harmonicznego przyjmie teraz postac

ma=—kx—y—
v a1 (12.28)
lub (na podstawie z rownan (3.1))
L S 12.29
de? " (12.29)

Jezeli wprowadzimy nowa stata 7 =m/y (o wymiarze czasu) tak zwana stalq czasowq ®
oraz oznaczymy czestos¢ drgan niethumionych czyli czestos¢ wiasng ® w, =~k/m to
rOwnanie opisujace ruch przyjmie postac

d*x 1dx 5

% +;E+wox=0 (12.30)

Szukamy rozwigzania tego rOwnania w postaci drgan okresowo zmiennych ttumionych na
przyktad
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x=Ae " cosmt (12.31)

Proponowane rozwiazanie zawiera czynnik oscylacyjny cosw?¢ opisujacy drgania

pt

1czynnik tlumiacy e opisujacy zmniejszanie si¢ amplitudy drgan. Wspotczynnik

f =1/2t okreslajacy wielkos$¢ thumienia nazywamy wspotczynnikiem ttumienia ®.

#3 Wiecej o wplywie tlumienia na ruch drgajacy mozesz przeczyta¢ w Dodatku 4, na
koficu modutu I1I.

Zeby sprawdzi¢ czy zaproponowana funkcja jest rozwigzaniem réwnania ruchu (12.30)
obliczamy odpowiednie pochodne i podstawiamy je do réwnania ruchu. W wyniku
otrzymujemy warunek na cz¢stos¢ drgan thumionych

w=.w,- B (12.32)

Funkcja (12.31) jest rozwigzaniem réwnania opisujacego ruch harmoniczny thumiony przy
warunku (12.32). Widzimy, ze opor zmniejsza zard6wno amplitudg jak i1 czgsto$¢ drgan,
czyli powoduje spowolnienie ruchu. Wielkos¢ thumienia okresla wspotczynnik thumienia S
(lub stata czasowa 7). Wykres ruchu harmonicznego tlumionego w zaleznos$ci od czasu jest
pokazany na rysunku 12.5.

x(t)

Rys. 12.5. Zalezno$¢ przemieszczenia od czasu w ruchu harmonicznym ttumionym.
Linie przerywane ilustruja wyktadnicze ttumienie amplitudy tego ruchu

Roéwnanie (12.31) opisuje sytuacje, w ktorej pomimo strat energii zachowany zostaje
oscylacyjny charakter ruchu. Ma to miejsce tylko wtedy gdy spetniony jest warunek £ < wy
to znaczy dla stabego tlumienia. Tylko wtedy roéwnanie (12.32) opisuje czestotliwosé
drgan. Jednak gdy ttumienie (opdr) stanie si¢ dostatecznie duze ruch przestaje by¢ ruchem
drgajacym, a ciato wychylone z polozenia rownowagi powraca do niego asymptotycznie
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tzw. ruchem petzajqcym ® (aperiodycznym), a rownanie (12.31) nie jest juz rozwiazaniem
réwnania ruchu. Odpowiada to warunkowi f > wo co w praktyce oznacza, ze sita thumiaca
jest bardzo duza. Dzieje si¢ tak na przyktad gdy ruch odbywa si¢ w bardzo ggstym
oSrodku. Szczegdlny przypadek odpowiada sytuacji gdy f=wo. Mowimy wtedy
o tlumieniu krytycznym . Wykresy ruchu ttumionego krytycznie i ruchu pelzajacego sa
pokazane na rysunku 12.6 ponize;j.

X

Rys. 12.6. Ruch pelzajacy f > w, i ttumiony krytycznie f = w,

Mozesz prze$ledzi¢ drgania ttumione wahadta matematycznego w zalezno$ci od
= =# wspotczynnika tlumienia f korzystajac z darmowego programu komputerowego
,Drgania ttumione” dostgpnego na stronie WWW autora.

12.4.1 Straty mocy, wspétczynnik dobroci

Straty energii wynikajace z tlumienia opisuje si¢ za pomoca tzw. wspolczynnika
dobroci Q ®, ktory jest definiowany jako

Definicja

E E
T =
P/f Plo

Q =2 E zmagazynowana

straconawlokresie

(12.33)

gdzie P jest $rednig strata mocy, f czestotliwoscia drgan. Kilka typowych wartosci Q
zestawiono w tabeli 12.1.

Tab. 12.1. Wybrane wartosci wspdtczynnika dobroci O

Oscylator Q
Ziemia dla fali sejsmicznej 250-400
Struna fortepianu lub skrzypiec 1000
Atom wzbudzony 10’
Jadro wzbudzone 10"
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12.5 Drgania wymuszone oscylatora harmonicznego

W ruchu harmonicznym tlumionym amplituda, a co za tym idzie i energia drgan maleje
z czasem do zera. Jezeli chcemy podtrzyma¢ drgania to musimy dziata¢ odpowiednia sila
zewngtrzna F(tf) przylozona do oscylatora. Silg¢ taka nazywamy sila wymuszajaca.
W przypadku drgan harmonicznych zewngtrzna sita wymuszajaca jest sita okresowo
zmienna postaci

F(t)=F,sinwt (12.34)
Zwrdoémy uwagg na to, ze sita wymuszajaca dziala przez caly czas i nie nalezy jej myli¢
z krotkotrwalymi impulsami takimi jakie na przyktad stosujemy gdy chcemy podtrzymac

wahania hus$tawki popychajac raz na jaki$ czas.
Jezeli uwzglednimy site wymuszajaca to zgodnie z druga zasada dynamiki

dx
ma:—kx—yE+F(t) (12.35)
lub korzystajac z rownan (3.1)

X e 9+F(z) 12.36
ds? 7/dt (12.36)

Po podstawieniu wyrazenia na sitl¢ wymuszajaca (12.34) 1 wprowadzeniu nowych statych

2 _ Fo
, @, =— oraz a, = (12.37)

m
T =—
V4 m

otrzymujemy réwnanie analogiczne do réwnania (12.30) dla ruchu ttumionego

d*x 1dx 2 .
o +;a+a}0x:a0 sin wt (12.38)

Ponownie wy jest czgstoscia wlasna uktadu, to jest czgstoscia drgan swobodnych gdy nie
dziala sita zewngtrzna i nie ma tarcia ani innych sit oporu, a t stala czasowa zwiazana ze
wspolczynnikiem thumienia g relacja f =1/27 .Zauwazmy ponadto, ze uktad jest zasilany

z czgstoscia w roznq od czestosci wlasnej wo. W takiej sytuacji

/= Prawo, zasada, twierdzenie
&d Drgania (wymuszone) odbywajq sie z czestosciq sily zewnetrznej, a nie z czestosciq
wiasnq.

W rownaniu (12.38) mamy dwie wielkosci okresowo zmienne: potozenie x(¢) oraz site
wymuszajaca F(f). W najogdlniejszym przypadku suma (zlozenie) dwoch funkcji
okresowych daje w wyniku tez funkcj¢ okresowa (rysunek 12.7).
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A1COS(9’[ + A2Sin(0t

1 i 1 L 1 " [l

Rys. 12.7. Ztozenie dwodch funkcji okresowych

A, coswt + A4, sinwt = Asin(wt + @)

Szukamy wigc rozwiazania rownania (12.38) w postaci

x(t) = Asin(wt + @)

(12.39)

(12.40)

Jak wida¢ z porownania rownan (12.34) 1 powyzszego réwnania (12.40) przesunigcie
fazowe ¢ mowi nam o jaki kat maksimum przemieszczenia wyprzedza maksimum sity
(czyli o ile sa przesunig¢te wzgledem siebie funkcje sinus opisujace wychylenie (12.40)

i site (12.34)).

Zeby znalez¢ rozwiazanie musimy wyznaczy¢ amplitude 4 oraz przesunigcie fazowe ¢.
W tym celu obliczamy odpowiednie pochodne funkcji (12.40) i podstawiamy do rdwnania

(12.38).

o Wiecej o wyznaczeniu 4 oraz ¢ mozesz przeczytaé w Dodatku 5, na koncu modutu

I11.
W wyniku otrzymujemy warunek na przesunigcie fazowe

sin @ _, o/t 2 fw

2

- 2 2
W, —®

cos @ 0wl -w
1 wyznaczamy amplitudg

Q Q)

T @p -0 + @/ (@] -0 + 4]

Laczac powyzsze wzory otrzymujemy rozwigzanie

(12.41)

(12.42)
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x(t) = %y sin| wt + arct 2 12.43
[(a)g_wz)2+4ﬂzmz]l/z ga)g_mz (12.43)

Réwnanie wyglada skomplikowanie ale pamigtajmy, ze jest to rozwiazanie postaci
x(t) = Asin(wt + @) .

12.5.1 Rezonans

Zauwazmy, ze chociaz drgania odbywaja si¢ z czgstoscia w sily wymuszajacej to
amplituda i1 faza zaleza od relacji pomiedzy czesto$cia wymuszajaca w, a czgstoscia wlasna
wo. W szczegdlnosci gdy sita wymuszajaca osiagnie odpowiednia czgstotliwo$é, to
amplituda drgan moze wzrosna¢ gwaltownie nawet przy niewielkiej wartosci sity
wymuszajacej. To zjawisko nazywamy rezonansem ©
Wykres przedstawiajacy rezonansowy wzrost amplitudy drgan w funkcji czgstosci sity
wymuszajace] pokazany jest na rysunku 12.8 ponizej dla réznych wartosci wspotczynnika
thumienia £.

A

Rys. 12.8. Krzywe rezonansu dla r6znych wartosci wspotczynnika ttumienia f (5y<f1<2<B3<f4)

Liniami przerywanymi zaznaczono czestosci rezonansowe ® 1o jest wartosci czestosci sity
wymuszajacej, dla ktorej amplituda drgan jest maksymalna. Odpowiadajaca jej amplituda
nazywana jest amplitudq rezonansowq v .

Czestos¢ rezonansowa w, 1 amplitud¢ rezonansowa 4, mozemy obliczy¢ z warunku na
maksimum amplitudy drgan danej wzorem (12.42). Funkcja A(w) osiaga maksimum dla
czestosci rezonansowej @,

o, =@y —2p° (12.44)

136



Modut III — Ruch drgajacy

Podstawiajac t¢ wartos¢ do wzoru na amplitud¢ otrzymujemy wyrazenie na amplitude
rezonansowa A,

Ar=—a§ . (12.45)
2ﬂ a)o_ﬂ '

Widzimy, ze dla drgan swobodnych, niettumionych (f— 0) czgsto$¢ rezonansowa w, jest
rowna czestosci drgan swobodnych wg, a amplituda rezonansowa A, — oo. W miarg
wzrostu tlumienia warto$¢ amplitudy rezonansowej A4, maleje, a czgsto$¢ rezonansowa
przesuwa si¢ w strong czestosci mniejszych od wy. Dla bardzo duzego thumienia rezonans
nie wystgpuje, maksymalna amplituda wystgpuje dla czgstosci bliskiej zeru.

Dla drgan swobodnych, dla ktéorych w,=wo przesunigcie fazowe pomigdzy sita,
a wychyleniem, dane roéwnaniem (12.41) jest rdwne ¢ =m/2. Oznacza to, ze sila
wymuszajaca nie jest zgodna w fazie z wychyleniem. Zauwazmy jednak, ze moc
pochlaniana przez oscylator zasilany sila wymuszajaca F' zalezy od predkosci

P=Fv (12.46)

Warunek uzyskania rezonansu odpowiada maksimum mocy pochlanianej przez oscylator.
Trzeba wigc, zgodnie z powyzszym wzorem, zeby to predkos¢ (a nie wychylenie) byta
zgodna w fazie z sila, a to oznacza, ze sita musi wyprzedza¢ wychylenie o 7/2.

3 Wiecej o mocy absorbowanej przez oscylator mozesz przeczyta¢ w Dodatku 6, na
koncu modutu III.

Skutki rezonansu moga by¢ zarowno pozytywne jak 1 negatywne. Z jednej strony staramy
si¢ wyeliminowa¢ przenoszenie drgan na przyklad z silnika na elementy nadwozia
w samochodzie, a z drugiej strony dziatanie odbiornikéw radiowych i telewizyjnych jest
mozliwe dzigki wykorzystaniu rezonansu elektrycznego. Dostrajajac odbiornik do
czestosci nadajnika spetniamy wlasnie warunek rezonansu. Zjawisko rezonansu jest bardzo
rozpowszechnione w przyrodzie.

12.6 Sktadanie drgan harmonicznych

Czesto spotykamy si¢ z naktadaniem si¢ dwu lub wigcej drgan harmonicznych. Ponizej
rozpatrzymy kilka przypadkow drgan ztozonych, powstajacych w wyniku naktadania sig¢
dwu drgan harmonicznych zachodzacych zaro6wno wzdhuz prostych réwnoleglych jak
1 prostych prostopadtych.

12.6.1 Sktadanie drgan réwnolegtych

Rozpatrzymy ruch punktu materialnego wynikajacy ze zlozenia dwu drgan
harmonicznych réwnoleglych (zachodzacych wzdluz jednej prostej) opisanych rownaniami

x, = 4 coswt (12.47)
x, = A, cos(wt + ¢,) '
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Drgania te odbywaja si¢ z jednakowa czgstoscia w, ale sa przesuniete w fazie ® (réznia sig
fazami) o ¢o. Podobnie jak dla ruchu postgpowego czy obrotowego réwniez dla drgan
obowiazuje zasada niezaleznos$ci ruchow.

/=5, Prawo, zasada, twierdzenie
=29 To, ze drgania odbywajq sie¢ niezaleznie oznacza, Ze przemieszczenie punktu
materialnego jest po prostu sumq przemieszczen sktadowych. Ta zasada dodawania
przemieszczen nosi nazwe superpozycji drgan.

Wychylenie wypadkowe jest wigc rowne

xX=x,+x, =4 cos(wt+ ) (12.48)

gdzie

A=A} + 42 +24,4, cos g,

i 12.49
oo = A, sing, ( )
A + A4, cosp,

Wyrazenia (12.48) 1 (12.49) mozna znalez¢ sktadajac drgania metoda wektorowa.

2 Wiecej o wektorowym sktadaniu drgan mozesz dowiedzie¢ sie z Dodatku 7, na
koncu modutu III.

Z powyzszych réwnan wynika, Ze =zlozenie drgan harmonicznych rownolegtych
o jednakowej czgstosci daje w wyniku oscylacje harmoniczne o takiej samej czgstosci.
Sytuacja ta jest pokazana na rysunku 12.9 ponizej. Ze wzoru (12.49) wynika ponadto, ze
amplituda wypadkowa osiaga maksimum dla drgan skladowych o zgodnych fazach
(r6znica faz ¢ = 0), natomiast minimum gdy roznica faz ¢y = = (fazy przeciwne).

L A cos(ot) + A cos(ot+,)
N

Rys. 12.9. Zlozenie dwu drgan harmonicznych réwnoleglych o jednakowych czgstosciach
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12.6.2 Sktadanie drgan prostopadtych

Rozpatrzmy teraz ztozenie dwu drgan harmonicznych zachodzacych na plaszczyznie
wzdhuz kierunkéw prostopadtych wzgledem siebie

x=A cosw,t
y = A4, cos(w,t + @) (12.50)

Punkt materialny wykonujacy drgania ztozone porusza si¢ po krzywej lezacej na
plaszczyznie xy, a jego polozenie jest dane w dowolnej chwili rownaniem (12.50).
Przyktadowe krzywe odpowiadajace drganiom o jednakowych czgstosciach w; = w,, dla
réznych warto$ci amplitud 4; 1 A, oraz réznych wartosci przesunigcia fazowego ¢ sa
pokazane na rysunku 12.10a ponizej.

Ztozenie drgan prostopadlych o roznych czgstoSciach daje w wyniku bardziej
skomplikowany ruch. Na rysunku 12.10b pokazane sa przykladowe krzywe (tak zwane
krzywe Lissajous) bedace wynikiem zlozenia takich drgan. Sytuacja pokazana na tym
rysunku odpowiada sktadaniu drgan o jednakowych amplitudach.

0, = o, o, = 20, o, = 3o,
p=0° o = 45° o =90°
0=0° _
A=A,
o = 45°
A <A,
o =90°
Rys. 12.10a. Ztozenie drgan prostopadtych o Rys. 12.10b. Ztozenie drgan prostopadtych
jednakowych czgstosciach o roznych czgstosciach i jednakowych
amplitudach

Obraz drgan ztozonych mozna otrzymac¢ w prosty sposob za pomoca oscyloskopu. Wiazki
elektronéw w lampie oscyloskopowej sa odchylane przez dwa zmienne, prostopadte pola
elektryczne. Na ekranie oscyloskopu obserwujemy wigc obraz odpowiadajacy zlozeniu
drgan wiazki elektronéw wywotany przez te zmienne pola elektryczne, ktorych amplitudy,
czestosci fazy mozemy regulowac.

Ten rozdzial konczy modul trzeci; mozesz teraz przej$¢ do podsumowania i1 zadan
testowych.
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Podsumowanie

do

e Predkos¢ katowa jest zdefiniowana jako a)=d—, a przyspieszenie katowe jako
t

a= CLC;) W ruchu po okregu V = wR oraz a = aR.

e Moment sily jest definiowany jako 7 =rxF , a moment pedu L =rx p. Zgodnie
z druga zasada dynamiki Newtona 7 = C;L .

t

e Zasada zachowania momentu pedu.
L . : : .
T= (:1 =0 lub L =const. Jezeli na uktad nie dziata zewngtrzny moment sity (lub
t
wypadkowy moment sil zewngtrznych jest rowny zeru) to catkowity moment pgdu
uktadu pozostaje staly.

e Momentem bezwladnosci I ciala sztywnego definiujemy jako 7 :zrfAmi lub
i

1= .[ rrdm.
. . do .
e Moment pegdu ciala sztywnego L = [w , moment sity 7=1 E:]a’ a energia

kinetyczna E, = ;Ia)z.

e Ruch ciata begdacy ztozeniem ruchu postgpowego srodka masy i obrotowego wzgledem
osi przechodzacej przez srodek masy jest rOwnowazny ruchowi obrotowemu wokot osi
przechodzacej przez punkt stycznosci ciata z powierzchnia po ktorej sig ono toczy.

e Sila harmoniczna F =-kx wywoluje ruch oscylacyjny x(f)= Acoswt, gdzie

w=A+k/m.

e Okres drgan wahadla matematycznego wynosi 7 =27 \F , a wahadla fizycznego

g
T=2r L
\l mgd

¢ Energia potencjalna w ruchu harmonicznym prostym jest rowna £, =

2

, a energia

2
catkowita F , = kA .

e Tarcie zmniejsza amplitude ruchu drgajacego x=Ae ” coswt i czgstos¢ drgan
w=-o;- 5.
e Drgania wymuszone odbywaja si¢ z czgstoscia sity zewngtrznej, a nie z czgstoscia

wilasna. Gdy sita wymuszajaca dziata na cialo z pewna charakterystyczna
czgstotliwoscia @, to amplituda drgan osiaga warto$¢ maksymalna. Zjawisko to

nazywamy rezonansem.
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Materiaty dodatkowe do Modutu lll
lll. 1. Ruch przyspieszony po okregu

Wspotrzedne x, y punktu poruszajacego si¢ po okregu mozna wyrazi¢ za pomoca
promienia R (o stalej wartosci) oraz kata (rysunek ponizej).

=

v

x(t) = Rcosp(t)

(1) = Rsin o(t) (II1.1.1)
Przy czym zwiazek miedzy droga liniowa s, a drogq katowq ¢, jest dany z miary tukowej
kata ¢ = s/R.

Rézniczkujac rownania (II1.1.1), mozemy obliczy¢ zgodnie ze wzorami (3.1), sktadowe
predkosci

\Y :—R(j;tpsin(p:—Ra)sin(p

(1IL.1.2)

y

\Y, :R(ji(fcosgo:Ra)cosw

gdzie wprowadzono predkos¢ kqtowq o = de/dt.
Roézniczkujac z kolei réwnania (II1.1.2) otrzymamy zgodnie ze wzorami (3.1) sktadowe
przyspieszenia

a, :—Rd—a)sin(p—Ra)d—(ocosq)=—Rozsin(p—Ra)2 cos@
) d¢ dt
do d (II1.1.3)
a :R—cosgo—Ra)—(psin(pzRou:OS(p—Ra)2 sin g
g d¢ dt
lub
a 2
a,=—V, —xo
@ (I1L.1.4)

a 2
a,=—V,—yo
w

gdzie wprowadzono przyspieszenie kqtowe a = dw/dt.
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Na podstawie powyzszych zalezno§ci mozemy obliczy¢ wektor catkowitego
przyspieszenia

(04
a=-V-Ro’ (I11.1.5)
w

Wektor przyspieszenia catkowitego a jest suma dwoch wektorow: przyspieszenia
stycznego a, (rownolegtego do wektora predkosci V)

a =% (I1.1.6)

1 przyspieszenia normalnego a, ( przeciwnego do wektora R czyli skierowanego do $rodka
okregu)

a,=—Ro’ (I11.1.7)

lll. 2. Obliczanie momentu bezwfadnosci - przyktad

Jako przyktad obliczymy moment bezwladnosci prgta o masie M 1 dlugosci d
pokazanego na rysunku ponizej. O$§ obrotu przechodzi przez $rodek preta i jest do niego
prostopadta (linia przerywana).

dx

dm

=
D- U R [ ———
XL
X v

Pret o masie M i dtugosci d obracajacy si¢ wzgledem osi przechodzacej przez srodek preta (linia
przerywana)

Najpierw, pret dzielimy umownie na "nieskonczenie male" elementy o masie dm 1 dlugosci
dx, ktore mozemy traktowac jak punkty materialne (patrz rysunek). Moment bezwtadnosci
takiego elementu wynosi x’dm, a moment bezwladnosci catego preta jest, zgodnie
z definicja (11.14, 11.15), suma (catka) momentdéw bezwtadnosci poszczegdlnych
elementow

d/2

= [¥dm (IL.2.1)

-d/2

gdzie catkowanie przebiega po catej dlugosci preta tj. w granicach od —d/2 do d/2.
Zaktadajac, ze pret ma stata ggsto$¢ to masg dm mozemy wyrazi¢ z prostej proporcji jako
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dm="dx

Podstawiajac t¢ zalezno$¢ do wzoru (I11.2.1) i wykonujac catkowanie otrzymujemy

I=— |x"dx=""+ = (II1.2.2)

lll. 3. Ruch precesyjny (bak)

Przyktadem ruchu obrotowego, w ktorym o$ obrotu nie jest nieruchoma w inercjalnym
uktadzie odniesienia jest bak wirujacy dookola pewnej osi symetrii. Z doswiadczenia
wiemy, ze o$ wirujacego baka porusza si¢ dookota osi pionowej, zakreslajac powierzchnig
stozka. Taki ruch nazywamy precesjq ©

W sytuacji przedstawionej na rysunku ponizej bak ma predkos¢ katowa w dookota swej
osi. Ma rowniez moment pedu L wzgledem tej osi, ktora tworzy kat 6 z osia pionowa.
Punkt podparcia baka znajduje si¢ w poczatku inercjalnego uktadu odniesienia.

Z“ ZJL

v

3
(@]
<v

><p

X
Ruch precesyjny baka
Sita dziatajaca na bak w punkcie podparcia ma zerowy moment wzgledem punktu
podparcia poniewaz ramig sily jest rowne zeru. Natomiast cigzar mg wytwarza wzgledem
punktu podparcia moment sity
T=rxmg (1I1.3.1)
gdzie r okre$la potozenie $rodka masy. Z iloczynu wektorowego wynika, ze 7 jest

prostopadte do r i do mg. Zauwazmy, ze wektory 7 , L 1 r wiruja dokota osi pionowej
z czgstoscia precesji w,. Z rysunku wynika, ze
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o, = Ap
» T A (II1.3.2)
Poniewaz AL << L, to mozemy napisac
- AL 11.3.3
~ Lsin@ (IL.3.3)

Z drugiej zasade dynamiki ruchu obrotowego roéwnanie (11.11) wynika, ze AL = 7A¢

wiec
o= A (I11.3.4)
Lsin@
Ostatecznie otrzymujemy
®, = de_ T (II1.3.5)
At Lsin@
Zgodnie z rysunkiem moment sity jest rowny
7 =rmgsin(180° — @) = rmgsin @ (II1.3.6)
wigc ostatecznie
o, = rnLeg (I11.3.7)

Zwrocmy uwage, ze predkosc precesji nie zalezy od kata 6 1 jest odwrotnie proporcjonalna
do warto$ci momentu pedu.

Sprobujmy teraz poda¢ ogoélne wektorowe réwnanie opisujace precesj¢. W tym celu
najpierw przeksztalcamy rownanie (111.3.6) do postaci

r=w,Lsing (IT1.3.8)

Wida¢é, ze prawa strona rownania jest rowna wartosci iloczynu wektorowego @, x L. Tak
wigc ostatecznie wyrazenie wiazace predkos¢é katowa precesji z momentem sily
1 momentem pgdu ma postac

T=0,xL (I11.3.9)
Zjawisko precesji momentu magnetycznego jest podstawa roznych technik
do$wiadczalnych jak np. magnetyczny rezonans jadrowy (MRJ), ktore znalazty szerokie

zastosowanie w badaniach naukowych, technice i medycynie.
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lll. 4. Réwnanie ruchu harmonicznego tftumionego

Sprobujemy opisa¢ ruch harmoniczny thumiony jako ztozenie ruchu wywotanego sita
harmoniczna i ruchu, w ktorym dziala wytacznie sita ttumiaca.
Gdy na cialo o masie m dziatata tylko sita harmoniczna to cialo wykonuje drgania
swobodne o czgstotliwosci wy, ktore mozna opisa¢ rGwnaniem

x(t) = Acosw,t (IIL.4.1)

Teraz rozpatrzymy ruch pod wplywem sily tlumiacej. Przyktadem moze by¢ pojazd
utrzymujacy stata predkoscia dzigki sile napedu. Z chwila wylaczenia napedu pojazd
porusza si¢ dalej hamujac pod wplywem sity oporu.

Gdy na ciato o masie m dzialata tylko sita oporu to zgodnie z druga zasada dynamiki

ma =—N (111.4.2)
lub
m dl =-WN 111.4.3
A (I11.4.3)

Jezeli wprowadzimy nowa stala r=m/y (o wymiarze czasu) to powyzsze rOwnanie

przyjmie postac

dl = —1V 111.4.4
dr T (I1.4.4)
lub
dv dt
— == (I11.4.5)
\V4 T

Powyzsze réwnanie rézniczkowe zawiera dwie zmienne V oraz t. Poniewaz zmienne te sa
rozdzielone (wystgpuja po réznych stronach roéwnania) réwnanie moze by¢ fatwo
rozwiazane poprzez obustronne scatkowanie.

tdv 1
N
v | (I11.4.6)

Granice catkowania odpowiadaja zmniejszaniu predkosci od warto$ci poczatkowej Vo do v
w czasie t. Po wykonaniu catkowania otrzymujemy

\Y t
ln(] =—— (111.4.7)

Vv, T
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a po przeksztatceniu

t

V()=V,e © (111.4.7)

Wida¢, ze predkos¢ maleje wyktadniczo z czasem. Inaczej mowiac predkose jest ttumiona
ze statq czasowq T (rysunek ponizej).

v(t)

Vo

Zaleznos$¢ predkosci od czasu w ruchu thumionym

Widzimy, ze gdy uwzglednimy zaro6wno sit¢ harmoniczna jak i sil¢ thumienia (oporu) to
rozwigzanie roOwnania ruchu bedzie zawiera¢ czynnik oscylacyjny (II.4.1) opisujacy
drgania i1 czynnik tlumiacy (I11.4.7) opisujacy wyktadnicze zmniejszanie si¢ amplitudy
drgan.

lll. 5. Amplituda i faza w ruchu harmonicznym wymuszonym

Poszukujemy rozwiazania réwnania rézniczkowego

d2x+l%+a)2x—a sin ot 111.5.1
> rde 7 (>0

W postaci
x(t) = Asin(wt + @) (II1.5.2)

W tym celu obliczamy odpowiednie pochodne funkcji (II1.5.2)

2
C:;; = Awcos(wt + ), ((112); =—Aw’ sin(wt + @) (I11.5.3)

i podstawiamy do réwnania (I11.5.1), ktére przyjmuje postac
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(a)g ~w’ )A sin(wt + @) + % Acos(wt+ @) = o, sinwt (IT1.5.4)

Roéwnanie to przeksztalcamy korzystajac ze zwiazkow

sin(wt + @) = sin @t cos ¢ + cos wt sin @

cos(wt + @) = cos wt cos ¢ —sin @t sin ¢

Otrzymujemy réwnanie

{(wé YoR )cos o —“sin (p}A sin ot + [(a)g YoR )sin o -2 cos go}A cosmt =
r r (IL.5.5)

=, sin wt

Powyzsza rownos¢ moze by¢ spetniona tylko, gdy czynniki stojace przy funkcji sinwt
1 coswt po obu stronach rownania beda sobie rowne. Ten warunek oznacza, ze czynnik
przy coswt ma by¢ rowny zeru co mozna zapisac jako

sing o/t 2w

t -_— Py
cos0 BT 0 w0 (I11.5.6)

Z tego warunku znamy juz ¢. Teraz wyznaczamy amplitud¢ pordwnujac czynniki przy
funkcji sinw? (w rownaniu II1.5.5) i podstawiajac odpowiednie wyrazenia za cosg i sing.
Otrzymujemy wyrazenie

Q, Q,

N R L S N (R S R Vo e

(11L.5.7)

lll. 6. Moc absorbowana przez oscylator

Obliczmy $rednia moc absorbowang przez oscylator poruszajacy si¢ pod wpltywem sity
wymuszonej. Moc $rednia jest dana wyrazeniem

P=Fv=F—= (Iv.6.1)

gdzie kreska gorna oznacza $rednia czasowa.
Korzystajac z wyrazen (12.34) i (12.43) znajdujemy (szczegotowe obliczenia pomijamy)

- 2 o’
P=_ma, 2 2ﬂ2 2
2 (0 —07)" +(2fw)

(IV.6.2)
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Zalezno$¢ mocy absorbowanej od czgstosci drgan wymuszajacych, dla przypadku stabego
thumienia, jest przedstawiona na rysunku ponizej. Wida¢ wyraznie maksimum mocy
zwiazane ze zjawiskiem rezonansu.

P

Srednia moc absorbowana dla oscylatora harmonicznego wymuszonego

lll. 7. Skiadanie drgan metoda wektorowa

Drgania harmoniczne jak i harmoniczne zaburzenie falowe moga by¢ przedstawione
graficznie jako obracajacy si¢ wektor, ktoérego dtugos¢ reprezentuje amplitudg drgan. Taki
wektor nazywamy strzatkq fazowq D (wskazem).

Oscylacja (zaburzenie falowe) x, = 4, coswt w chwili ¢ przedstawiona jest przez rzut tej
»strzatki” (amplitudy) na o$ pozioma (odpowiada to pomnozeniu 4; przez coswt).

Druga oscylacja (zaburzenie falowe) x, = A4, cos(wt +¢,), o amplitudzie A,, r6zni si¢ od
drgan x; o fazg¢ ¢o. Znajdujemy je podobnie jako rzut ,strzatki” na o§ pozioma. Teraz
wystarczy doda¢ graficznie (wektorowo) x;i x, zeby otrzymaé¢ wypadkowe drgania tak jak
to pokazano na rysunku ponize;.

F Y

v

Wektorowe dodawanie drgan o amplitudach 4, i A, przesunigtych w fazie o ¢
daje w wyniku drganie o amplitudzie 4 i fazie przesunigtej o ¢
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Modut IIT - Materiaty dodatkowe

Wektorowe dodawanie drgan o amplitudach 4; i 4, przesunigtych w fazie o ¢y daje
w wyniku drganie o amplitudzie 4 i fazie przesunigtej o ¢

x=x,+x,=A4 cos(wt+ )

Widac¢ to jeszcze lepiej gdy narysuje si¢ wektory dla fazy wr = 0 (lub wielokrotnosci 27z)
i gdy umiesci si¢ poczatek jednej strzatki na koncu poprzedniej zachowujac roznicg faz
(rysunek ponizej).

v

Rys. 2. Wektorowe dodawanie drgan o amplitudach 4, i 4, przesunig¢tych w fazie o ¢, daje
w wyniku drganie o amplitudzie 4 i fazie przesunigtej o ¢. Sytuacja odpowiada fazie wt =0

Na podstawie tego rysunku mozemy (korzystajac z twierdzenia cosinuséw) wyznaczy¢
amplitud¢ 4 drgan wypadkowych

A= A2 + 42 +24,4, cos(180° - )
lub

A= A2+ A2 +24,4, cos g,

oraz ich przesunigcie fazowe

A, sin
1g¢ = 2 P
A + A4, cos g,

Widzimy, Ze amplituda wypadkowa osiaga maksimum dla réwnolegltych wektorow
sktadowych, co odpowiada zgodnym fazom (r6znica faz ¢, = 0), natomiast minimum dla
wektorow sktadowych antyrownoleglych (r6znica faz ¢y = x).

149



Modut III - Rozwiazania ¢wiczen

Rozwigzania ¢wiczen z modutu Il

Cwiczenie 11.1
Dane: v=1.25m/s. [ =5.55 km. d,er, = 12 cm, dypery = 2.5 cm.

Do obliczenia predkosci katowej korzystamy ze wzoru (11.1) @ =%

Podstawiajac dane otrzymujemy: @, = 20.8 rad/s, @u. = 100 rad/s.

Przyspieszenie katowe ($rednie) jest zgodnie z réwnaniem (11.3) dane zaleznoscia

Czas t, w ktorym predko$¢ zmienita si¢ od minimalnej do maksymalnej obliczamy

z zaleznosci dla ruchu jednostajnego

[
t=—
v

Faczac ostatnie dwa réwnania otrzymujemy o = 0.18 rad/s’.

Cwiczenie 11.2

Dane: F,=5N,R/r=10

Poniewaz predkos¢ katowa jest stata wigc dL/df = 0 1 wypadkowy moment sit jest rowny
zeru

Twyp :(Tl _TZ) :0

czyli

T, =1,
skad

rF, = RF,

Ostatecznie wiec

R

F,=—F,=50N
r

Cwiczenie 11.3
Dane: M, d, o obrotu jest prostopadta do preta i przechodzi przez jeden z jego koncow tak
jak na rysunku ponizej.

W o

h

B e i P
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Modut III - Rozwiazania ¢wiczen

Moment bezwtadnosci preta wzgledem osi przechodzacej przez Srodek preta (zarazem jego
srodek masy) wynosi (patrz tabela 11.3)

Is'rm :iMdz
12

Natomiast moment bezwtadnosci wzgledem osi obrotu przechodzacej przez koniec preta
obliczamy z twierdzenia Steinera

2
I=I,, Ma® = vl 4 =Ly
e 12 2) 3

Cwiczenie 11.4

Dane: m, R, h.

Oba ciata (walec i kula) maja na wysokosci 4 taka sama energi¢ potencjalng réwna
E, = mgh, ktora u podnoza réwni zamienia si¢ na energig¢ kinetyczna ciala toczacego sig.
Jezeli toczenie potraktujemy jako ztozenie ruchu postgpowego 1 obrotowego wzgledem osi
przechodzacej przez srodka masy to zgodnie z zasada zachowania energii

mv? o’
+
2 2

mgh =

Poniewaz ciala tocza si¢ bez poslizgu wigc @ = V/R (réwnanie 11.1). Podstawiajac

odpowiednie wartos¢ momentu bezwladnosci 7

walca

=;MR2 oraz I, =§MR2 mozemy

rozwiazujac powyzsze rownanie obliczy¢ predkosci walca i kuli u dotu réwni

Vkuli = 7 gh

Roézne wartosci predkosci wynikaja z réznych warto§ci momentu bezwtadnos$ci, a co za
tym idzie z ro6znych warto$ci energii ruchu obrotowego.

Gdyby te ciata zsuwaly si¢ z rowni to ich energia potencjalna zamieniataby si¢ na energi¢
kinetyczna ruchu postgpowego, a poniewaz ich masy sa jednakowe wigc 1 predkosci u dotu

réwni tez bytyby jednakowe i rowne

V =./2gh
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Modut III - Rozwiazania ¢wiczen

Cwiczenie 12.2
Dane: m, R
Okres drgan obrgczy obliczamy ze wzoru (12.17)

T=2r 1
\| mgd

Odlegtos¢ pomigdzy punktem zawieszenia (osia obrotu), a S$rodkiem masy d = R.
Natomiast moment bezwtadnos$ci wzgledem osi obrotu (przechodzacej przez punkt G)
obliczamy z twierdzenia Steinera

I, =1, +ma’

Sr.m.

gdzie moment bezwladno$ci obrgczy wzgledem osi przechodzacej przez Srodek masy
I, =mR*, a odleglo$¢ miedzy osiami obrotu a=R. Podstawiajac te wartoéci
Cwiczenie 12.3

T=2x 2—R
g
Dane: E; = E,

Dla poszukiwanego wychylenia x energia potencjalna jest rowna energii kinetycznej jest
wigc zarazem réwna polowie energii catkowitej

otrzymujemy

Ep = 5 E
k1A
2 22
Skad otrzymujemy
A2
X=—
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Modut III - Test kontrolny

Test Il

1. Na rysunku ponizej pokazano kulkg¢ o masie m zawieszona na koncu sznurka o dtugosci
L poruszajaca si¢ w plaszczyznie poziomej, po okregu ze stala predkoscia v. Gdy
kulka zatacza okrag, sznurek porusza si¢ po powierzchni stozkowej i dlatego wahadto
to nazywamy wahadlem stozkowym. Znajdz czas, w jakim kulka wykonuje jeden
pelny obrét.

2. Niewielkie ciato zeslizguje si¢ bez tarcia z powierzchni potkuli o promieniu R. Na jakiej
wysokosci ciato oderwie si¢ od niej?

3. Na koncach preta o dlugosci 0.4 m, zamocowane sa mate kule o masie m =0.2 kg
kazda. Oblicz moment bezwladnos$ci tego uktadu wzgledem osi prostopadtej do preta,
przechodzacej przez: a) Srodek preta, b) przez jego koniec. Masa preta M = 0.4 kg.

4. Na obwodzie jednorodnego krazka o masie M =1 kg i promieniu R = 10 cm nawinigta
jest lekka nitka. Do konca nitki przymocowane jest cialo o masie m = 0.5 kg. Znajdz
przyspieszenie katowe krazka, i przyspieszenie styczne ciala o masie m. Jakie jest
naprezenie nitki? Krazek obraca si¢ bez tarcia.

-

5. Mamy do dyspozycji sprezyne, ktora mozna rozciagna¢ o 2cm przyktadajac do niej
sitg 8 N. Sprezyng zamocowano poziomo i do jej konca przyczepiono ciato o masie
1 kg. Nastgpnie rozciagnigto ja o 4 cm od potozenia rGwnowagi 1 puszczono. Poniewaz
ciato $lizga si¢ po powierzchni bez tarcia zatem wykonuje ruch harmoniczny prosty.
Oblicz (a) wspdtczynnik sprezystosci sprezyny (b) site z jaka dziata sprezyna na ciato
zaraz po jego puszczeniu? (c) okres drgan, (d) amplitud¢ ruchu, (e) maksymalna
predkos¢ drgajacego ciata, (f) maksymalne przyspieszenie ciata?
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Modut III - Test kontrolny

Cialo znajduje si¢ na poziomej powierzchni, ktoéra porusza si¢ poziomo prostym
ruchem harmonicznym z czgstotliwoscia dwoch drgan na sekundg. Wspodtczynnik
tarcia statycznego migdzy ciatem a ta powierzchnia wynosi 1. Jak duza moze by¢
amplituda tego ruchu, aby ciato nie §lizgalo si¢ po powierzchni?

W jakiej odleglosci od srodka nalezy zamocowac jednorodny pret o dlugosci /=1 m,
aby pret tworzyt wahadlo fizyczne o najmniejszym okresie?

Oblicz jaki jest wspotczynnik tlumienia £ ruchu harmonicznego jezeli jego amplituda
maleje dwukrotnie w czasie £ = 1 min. Ile razy zmalala w tym czasie energia drgan?
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Modut IV — Fale w o$rodkach sprgzystych

13 Fale w osrodkach sprezystych

Ruch falowy jest bardzo rozpowszechniony w przyrodzie. Na co dzien do$wiadczamy
obecnosci fal dzwigkowych 1 fal $wietlnych. Powszechnie tez wykorzystujemy fale
elektromagnetyczne do przekazywania informacji za pomoca radia, telewizji czy
przenosnych telefonow.

Fale dzwigkowe czy tez fale jakie obserwujemy na powierzchni wody posiadaja jednak
inna natur¢ niz fale elektromagnetyczne. Swiatlo bedace przyktadem fali
elektromagnetycznej rozchodzi si¢ nie tylko w osrodkach materialnych ale réwniez
w prozni. Przyktadem jest docierajace do nas $wiatlo stoneczne. Natomiast do
rozchodzenia si¢ fal dzwigkowych niezbedny jest o§rodek materialny.

W tym rozdziale poznamy witasciwosci fal powstajacych w osrodkach sprezystych (takich
jak fale dzwigkowe), ktore nazywamy falami mechanicznymi .

13.1 Fale mechaniczne

Jezeli wychylimy jaki$ fragment o$rodka sprgzystego z jego potozenia rownowagi to
w nastgpstwie bedzie on wykonywat drgania wokot tego potozenia. Te drgania, dzigki
wlasciwosciom sprezystym osrodka, sa przekazywane na kolejne czesci osrodka, ktore
zaczynaja drga¢. W ten sposob zaburzenie przechodzi przez caty osrodek.

/= Definicja
&9 Ruchem falowym nazywamy rozchodzenie sie zaburzenia w osrodku.

Zwrdéémy uwage, ze sam osrodek nie przesuwa sig, a jedynie jego elementy wykonuja
drgania. Dobrym przyktadem sa tu fale na powierzchni wody: przedmioty ptywajace na
powierzchni wody wykonuja ruch drgajacy w rytm fal natomiast same fale rozchodza si¢
ruchem jednostajnym.

Fala dobiegajac do danego punktu osrodka wprawia go w ruch drgajacy przekazujac mu
energi¢, ktora jest dostarczana przez zrédlo drgan. Energia fal to energia kinetyczna
1 potencjalna czastek osrodka. Za pomoca fal mozna przekazywaé energi¢ na duze
odlegtosci przy czym cecha charakterystyczna jest to, ze fale przenosza energi¢ poprzez
osrodek dzigki przesuwaniu si¢ zaburzenia w os$rodku, a nie dzigki ruchowi postgpowemu
samego osrodka. Jak wynika z powyzszego, do rozchodzenia si¢ fal mechanicznych
potrzebny jest osrodek. To wlasciwosci sprezyste osrodka decyduja o predkosci
rozchodzenia si¢ fali.

13.1.1 Rodzaje fal

Ze wzgledu na kierunek drgan czastek osrodka wzgledem kierunku rozchodzenia sig
fale dzielimy na fale podtuzne ® fale poprzeczne ®
Fala jest podluzna gdy kierunek drgan czastek osrodka jest rownolegly do kierunku
rozchodzenia sig fali i zarazem kierunku transportu energii (rysunek 13.1). Przykladem sa
tu fale dzwigkowe w powietrzu czy tez drgania naprzemiennie $ciskanej 1 rozciaganej

sprezyny.
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Modut IV — Fale w o$rodkach sprgzystych

kierunek fali ——

kierunek drgainh «—
Rys. 13.1. Fala podtuzna

Fala jest poprzeczna gdy kierunek drgan czastek osrodka jest prostopadty do kierunku
rozchodzenia si¢ fali 1 zarazem kierunku transportu energii (rysunek 13.2). Przykltadem
moga tu by¢ drgania naprezonego sznura, ktorego koncem poruszamy cyklicznie w gore
1w dot.

O oo ee
® O ® O ® O
O O O O O @) )
@ O ® ©o ® O
o® O ©0)
kierunek kierunek
drgan fali —

Rys. 13.2. Fala poprzeczna

Mozemy réwniez dokona¢ podzialu ze wzgledu na rodzaj zaburzenia. Waznymi
przyktadami sa impuls falowy B fala harmoniczna D
Impuls falowy powstaje gdy zrodtem jest jednorazowe zaburzenie w osrodku: na przyktad

gdy wrzucimy kamien do wody lub gdy jednorazowo odchylimy koniec napigtej liny
(rysunek 13.3).

N 3
Y
__\__“_;_;_Jv._

Rys. 13.3. Impuls falowy

Fala harmoniczna powstaje gdy Zrddlo wykonuje drgania harmoniczne: na przyktad gdy
cyklicznie wychylamy koniec napigtej liny (rysunek13.4)
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Modut IV — Fale w o$rodkach sprgzystych

oy
\_;J-}"J

Rys. 13.4. Fala harmoniczna

Wprowadzimy teraz pojgcie czola fali ® promienia fali ®. Jezeli w przestrzeni
rozchodzi si¢ fala to mozemy w kazdej chwili utworzy¢ powierzchni¢ taczaca punkty, do
ktorych w tej wiasnie chwili dotarta ta fala. Przesuwanie si¢ tej powierzchni obrazuje
rozchodzenie sig fali. Wlasnie taka powierzchnig¢ nazywamy czotem fali (lub powierzchnia
falowa), a kazda lini¢ prosta, prostopadta do czota fali, wskazujaca kierunek ruchu fali
nazywamy promieniem fali.

Ze wzgledu na ksztalt powierzchni falowej mozemy wyr6zni¢ fale plaskie ® fale
kuliste ©.

W przypadku fal ptaskich zaburzenie rozchodzi si¢ w jednym kierunku, a powierzchnie
falowe sa ptaszczyznami prostopadlymi do kierunku ruchu fali tak jak na rysunku 13.5
ponizej.

v

v

v

Rys. 13.5. Powierzchnie falowe (ptaszczyzny) i promienie fali ptaskiej

Dla fal kulistych zaburzenie rozchodzi si¢ ze zréodla we wszystkich kierunkach,
a powierzchnie falowe sa sferami jak na rysunku 13.6 ponize;.

Rys. 13.6. Fala kulista rozchodzaca si¢ ze zrodta Z; wycinki powlok sferycznych przedstawiaja
powierzchnie falowe
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Modut IV — Fale w o$rodkach sprgzystych

13.2 Rozchodzenie sie fal w przestrzeni

Rozwazmy rozchodzenie si¢ impulsu falowego (fali) wzdhuz dlugiego naprezonego
sznura w kierunku x jak na rysunku (13.3).
Przyjmijmy, ze w chwili ¢ = 0 ksztalt sznura jest opisany funkcja

y=f(x) (13.1)

gdzie y jest poprzecznym wychyleniem sznura w jego punkcie x.

W czasie ¢ impuls falowy (fala) poruszajacy si¢ z predkoscia Vv przesuwa si¢ o odcinek
rowny VvVt wzdhuz sznura to jest wzdhuz osi x, bez zmiany ksztattu. Zatem po czasie ¢
roéwnanie opisujace ksztatt sznura ma postac

y=f(x—-Vvi) (13.2)

Roéwnanie (13.2) opisuje falg biegnaca w kierunku dodatnim osi x (w prawo) o ksztalcie
danym wiasnie przez funkcje f(x,f). Zauwazmy, ze ksztalt jest taki sam w chwili ¢
w punkcie x = Vvt jaki byt w chwili =0 w punkcie x = 0 (argument funkcji ma t¢ sama
warto$¢ rOwng zeru). Zatem rownanie opisujace falg biegnaca w kierunku ujemnym osi x
(w lewo) bedzie miato postaé

y=f(x+vi) (13.3)

Zauwazmy, ze dla danego ¢ mamy roéwnanie f{x) opisujace ksztatt sznura w danej chwili,
a dla danego miejsca sznura x mamy réwnanie f{f) opisujace poprzeczne drgania czastki
sznura w punkcie x.

Z réwnan (13.1) 1 (13.2) wynika, ze dowolna funkcja zmiennej x — V¢ lub x + V¢ opisuje
fale biegnaca odpowiednio w prawo lub lewo, jednak do opisania rzeczywistej sytuacji
musimy doktadnie okresli¢ posta¢ funkcji . Dlatego teraz zajmiemy si¢ fala o szczegdlnym
ksztalcie. Rozwaza¢ bedziemy poprzeczna falg harmoniczna postaci

yzAsinzf(x—vt) (13.4)

ktora przedstawia przenoszenie si¢ drgan harmonicznych w kierunku x, i ktéra pokazana
jest na rysunku (13.4). Stala 4 (opisujaca maksymalne wychylenie) jest amplitudq fali ®,

a wyrazenie 2Z(x—vt) przedstawia faze ® (Pamigtaj: gdy moéwimy o wybranej czesci

fali to tym samym moéwimy o okreslonej fazie).

Zauwazmy, ze warto$¢ wychylenia poprzecznego y dana wzorem (13.4) jest taka sama
w punktach o wspotrzednych x, x + 4, x + 24, x + 34, itd. Oznacza to, ze te punkty maja
taka sama faze.

Wielko$¢ 4 nazywamy dtugosciq fali D Reprezentuje ona odleglo$¢ migdzy punktami
o tej samej fazie na przyktad migedzy dwoma grzbietami (maksimami) tak jak na rysunku
13.7.
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A

-

L X
Rys. 13.7. Dhugosc¢ fali 4
Czas, w ktorym fala przebiega odlegtos¢ rowna A nazywamy okresem T ®
A
== 13.5
; (13.5)
stad
—Asin27z(x—t) 13.6
y AT (13.6)

Widzimy, ze w danej chwili 7 taka sama faza jest w punktach x, x + A, x + 24, itd., oraz, ze
w danym miejscu x faza powtarza si¢ w chwilach ¢, ¢ + 7, t + 27, itd.

Czesto réwnanie fali biezacej (13.6) wyraza si¢ poprzez dwie inne wielko$ci: liczbe
falowq k © i czestosé kotowg @ © (lub czestotliwosé f ©), ktore sa zdefiniowane jako

27 2
k=— oraz o=—=2 13.7
. =2 (13.7)

co po podstawieniu do réwnania (13.6) daje
y = Asin(kx — wt) (13.8)

Predkos¢ fali v mozemy wyrazi¢ jako
(13.9)

Bardziej szczegdlowo predko$¢ rozchodzenia sig¢ fal jest omoéwiona w nastgpnym
rozdziale.
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Modut IV — Fale w o$rodkach sprgzystych

@ Cwiczenie 13.1

Teraz samodzielnie sprobuj przeanalizowaé nastgpujace rOwnanie fali poprzecznej

vy = 20sin(mx — 2¢)

gdzie x 1 y sa wyrazone w centymetrach, a ¢+ w sekundach. Poréwnaj to réwnanie
z og6lnym réwnaniem (13.8) dla harmonicznej fali poprzecznej i wyznacz nastgpujace
wielkosci: dhugos¢ fali 4, czestos¢ w, okres T, predkos$¢ rozchodzenia si¢ fali (w kierunku
x), maksymalna predko$¢ i maksymalne przyspieszenie czastek osrodka w ich ruchu
drgajacym (w kierunku y). Wyniki zapisz ponize;j.

A= o= T=
Viaii = V, = a, =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

13.3 Predkos$¢ rozchodzenia sie fal, rownanie falowe

Jezeli chcemy zmierzy¢ predkos¢ fali v to Sledzimy jak przemieszcza si¢ w czasie
wybrana cz¢$¢ fali czyli okre§lona faza. Dlatego predkos¢ fali okresla si¢ jako predkos¢
fazowq ® Dla wybranej fazy fali y = f(x—V¢) poruszajacej si¢ w prawo sprowadza si¢
to do warunku

X —Vt = const. (13.10)

Rézniczkujac to réwnanie wzgledem czasu otrzymujemy

o 13.11
dr (13.11)
czyli
d_y, 13.12
dr (13.12)

Tak wyraza si¢ predkos¢ fazowa fali.
W przypadku gdy zaburzenie falowe jest ztozeniem fal sinusoidalnych o ro6znych

czestotliwosciach to predkos¢ przenoszenia energii (predkosé fali modulowanej) moze by¢
inna niz pr¢dkosci fal sktadowych. Taka predkos$¢ nazywa si¢ predkosciq grupowq D
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Modut IV — Fale w o$rodkach sprgzystych

L3+
Wigcej o predkosci grupowej mozesz przeczyta¢ w Dodatku 1, na koncu modutu IV.

W poprzednim rozdziale pokazaliémy, ze dowolna funkcja f{x - v¢) lub fix + Vvt) opisuje
falg biegnaca odpowiednio w prawo lub lewo wzdtuz osi x i1 jako przyktad rozwazaliSmy
poprzeczna fale harmoniczna. Teraz poznamy, rownanie ruchu falowego, ktore stosuje si¢
do wszystkich rodzajow fal: zarowno fal mechanicznych takich jak fale dzwigkowe, fale na
wodzie, fale w strunach, w sprezynach, jak i do fal elektromagnetycznych takich jak na
przyktad swiatlo.

Roéwnanie ruchu falowego mozemy wyprowadzi¢ wychodzac od ogoélnego rownania fali
v=f(x—Vt). W tym celu obliczamy przyspieszenie poprzecznych drgan punktu osrodka

0 wspotrzednej x, to znaczy obliczamy druga pochodna y wzgledem czasu

2
5% = " (x—VIV> (13.13)
ot
gdzie V* jest pochodna funkcji wewnetrznej. (Uwaga: w rownaniach piszemy pochodne
czastkowe, oznaczane symbolem O, bo wychylenie y jest funkcja dwdch zmiennych

y=1(x0).

Roéwnoczes$nie

OV _ o) (13.14)
Ox

Laczac oba powyzsze rdwnania otrzymujemy rownanie rozniczkowe ruchu falowego

o’y 1 0%y
vy (13.15)

To réwnanie spetnia kazda funkcja f(x - v¢) jak rowniez fx + Vr).

Predkos¢ v rozchodzenia sig fali jest niezalezna od amplitudy i1 czgstotliwosci, natomiast
w przypadku fal mechanicznych zalezy od sprezystosci osrodka i jego bezwtadnosci. Na
przyktad predkos¢ fali harmonicznej rozchodzacej si¢ wzdhuz naprezonego sznura (struny)
jest dana wyrazeniem

V= (13.16)

£
U
gdzie sprezysto$¢ sznura jest okreslona poprzez napinajaca go sile F' (im wigksza sita tym
szybciej wychylone elementy sznura wracaja do polozenia réwnowagi), a jego
bezwladnos¢ zalezy od masy u przypadajacej na jednostke dtugosci sznura.

Roéwnanie ruchu falowego mozna wyprowadzi¢ bezposrednio z zasad dynamiki
Newtona obliczajac predkos¢ fal w napr¢zonym sznurze.

S
Z tym wyprowadzeniem mozesz si¢ zapozna¢ w Dodatku 2, na koncu modutu IV.

162



Modut IV — Fale w o$rodkach sprgzystych

13.4 Przenoszenie energii przez fale

Jak juz wspominaliS§my fale przenosza dostarczona ze zrodta energi¢ poprzez osrodek
dzigki przesuwaniu si¢ zaburzenia w os$rodku. Na przyktad wprawiajac koniec struny
w drgania poprzeczne (rysunek13.8) zrédto wykonuje prace, ktora objawia si¢ w postaci
energii kinetycznej i potencjalnej punktéw struny (osrodka).

A

y

3 koniec struny

»
L

X

Rys. 13.8. Koniec struny wprawiony w drgania sitq F'
Sita F' jaka dziata na koniec struny porusza struna w gorg¢ 1 w dot wprawiajac jej koniec
w drgania w kierunku y.

Do wyznaczenia szybkoS$ci przenoszenia energii przez falg postuzymy si¢ wyrazeniem na
moc

P=FV, (13.17)

Jak wida¢ z rysunku 13.8 predko$¢ poprzeczna jest rtowna v =0y /0t , a sktadowa sity F

w kierunku y wynosi Fy = Fsinf. Podstawiajac otrzymujemy

oy .
P=F —sinf
Py (13.18)

Dla matych katow 6 mozemy przyja¢ sin@ = —0y/0Ox (znak minus wynika z ujemnego

nachylenia struny). Stad

dy dy
P=-F——=
51 Ox (13.19)
Obliczamy teraz pochodne rownania fali harmonicznej y = Asin(kx — wt)
oy
— =—-Awcos(kx — wt
py ( ) (13.20)

163



Modut IV — Fale w o$rodkach sprgzystych

oraz

oy
—> = Ak cos(kx — wt
o ( ) (13.21)

i podstawiamy do wyrazenia na moc
P = FA*kwcos® (kx — ot) (13.22)
Korzystajac z zaleznosci (13.7) oraz (13.16) otrzymujemy ostatecznie
P =474 f*uv cos” (kx — wt) (13.23)

Zauwazmy, ze moc czyli szybkos$¢ przeplywu energii oscyluje w czasie. Widzimy ponadto,
ze szybkos$¢ przeptywu energii jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy i kwadratu
czgstotliwosci. Ta zaleznos¢ jest prawdziwa dla wszystkich typow fal.

13.5 Interferencja fal, fale stojace

Interferencjq ® fal nazywamy zjawisko nakladania si¢ fal. Rozwazmy dwie fale
o réwnych czgstotliwosciach 1 amplitudach ale o fazach roézniacych sig¢ o ¢. Jezeli te fale
rozchodza si¢ w w kierunku x, z jednakowymi predkosciami to mozemy je opisac
roéwnaniami

y, = Asin(kx — wt)

v, = Asin(kx — ot + @) (13.24)

Podobnie jak w przypadku drgan, réwniez dla fal obowiazuje zasada superpozycji wigc
wypadkowa fal¢ znajdujemy jako sumg fal sktadowych

y=2Acos(p/2)sin(kx — wt + ¢/2) (13.25)

To jest ponownie rownanie fali sinusoidalnej y = A'sin(kx — @t + ¢/2) o amplitudzie
A'=2Acos(p/2) (13.26)

Widzimy, ze wynik naktadania si¢ fal (interferencji) zalezy wytacznie od roéznicy faz ¢.
Dla ¢ =0 fale sa zgodne w fazie i wzmacniaja si¢ maksymalnie (amplituda 4’ osiaga
maksimum), a dla ¢ = 180° fale sa przeciwne w fazie 1 wygaszaja si¢ (amplituda 4’ = 0).
Oczywiscie dla pozostatych warto$ci ¢ otrzymujemy posrednie wyniki naktadania sig fal.
. Mozesz przesledzi¢ interferencje fal w zalezno$ci od roznicy faz ¢ korzystajac
——

# z darmowego programu komputerowego ,,Sktadanie ruchow falowych” dostepnego
na stronie WWW autora.
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13.5.1 Fale stojace

Ponownie zajmiemy si¢ interferencja dwu fal o rownych czgstotliwosciach
1 amplitudach ale rozchodzacych si¢ w przeciwnych kierunkach na przykitad +x i —x.
Z taka sytuacja mamy do czynienia na przyktad gdy fala rozchodzaca si¢ w danym osrodku
(ciele) odbija si¢ od granicy osrodka (ciata) i naktada si¢ na falg padajaca. Fale te mozna
opisa¢ rOwnaniami

», = Asin(kx — wt)

v, = Asin(kc+ of) (13.27)
Fal¢ wypadkowa znajdujemy jako sume tych fal sktadowych
Y=y +y, =2A4sinkxcoswt (13.28)

Zauwazmy, ze jest to réwnanie ruchu harmonicznego prostego postaci y = A'coswt

z amplituda rowna
A'=2Asin kx (13.29)

Widzimy, ze czastki osrodka drgaja ruchem harmonicznym prostym ale w przeciwienstwie
do fali biezacej r6zne punkty osrodka maja rozng amplitud¢ drgan zalezna od ich potozenia
x. Taka falg nazywamy falq stojacq ®

Punkty, dla ktorych kx = #/2, 37/2, 5x/2, itd. czyli znajdujace si¢ w potozeniach x = A/4,
32/4, 5A/4 itd. maja maksymalna amplitudg. Punkty te nazywamy strzatkami ®, a punkty
dla ktérych kx = #, 2z, 3z itd. tj. takie, ze x = A/2, 4, 3A/2 itd. maja zerowa amplitude
1 nazywane sa wezlami © Wida¢, ze odlegto$ci migdzy kolejnymi weztami 1 strzatkami
wynosza pot dhugosci fali. Sytuacja ta jest przedstawiona na rysunku 13.9, gdzie
zaznaczonych jest kilka mozliwych drgan struny zamocowanej na obu koncach.

Rys. 13.9. Fale stojace dla struny zamocowanej na obu koncach; wezly sa zaznaczone liniami
kropkowanymi, a strzatki przerywanymi.
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Zwrdéémy uwage na jeszcze jedna istotng roznicg pomigdzy fala biezaca, a fala stojaca.
W fali stojacej energia nie jest przenoszona wzdhuz sznura bo nie moze ona przeptynac
przez wezty (energia kinetyczna i potencjalna we¢ziow jest réwna zeru bo wezlty nie
drgaja). Energia w fali stojacej jest na state zmagazynowana w poszczegoélnych elementach
osrodka (np. struny).

Mozesz przesledzi¢ powstawanie fali stojacej w wyniku interferencji fal biegnacych
—=# W przeciwne strony korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Sktadanie
ruchow falowych” dostepnego na stronie WWW autora.

13.6 Analiza fal ztozonych

Ponownie rozpatrzmy drgania poprzeczne struny. Jezeli struna zamocowana na obu
koncach zostanie najpierw wygigta, a nastgpnie puszczona, to wzdluz struny rozchodza si¢
drgania poprzeczne. Zaburzenia te odbijaja si¢ od zamocowanych koncow i w wyniku
interferencji powstaje fala stojaca. Zwrdéémy uwage, ze drgania struny wytwarzaja
w otaczajacym strung powietrzu dzwigkowe fale podtuzne (fale akustyczne). Poniewaz
jedynym warunkiem, jaki musi by¢ spetniony, jest nieruchomos¢ obu koncow struny, czyli
istnienie weztow fali stojacej na tych koncach, to moga powsta¢ w tej strunie fale stojace
o roznej dlugosci. Pierwsze trzy rodzaje drgan jakie powstaja w strunie o diugosci L
zamocowanej na koncach zostaty pokazane na rysunku 13.9 (powyzej).

Widzimy, ze dla kolejnych drgan L=;/11, L=4,, L=;/13. Mozemy wigc zapisaé

ogolny zwiazek na dtugos¢ fali powstajacej w strunie
A, == (13.30)

gdzie n = 1, 2, 3, ... Korzystajac z tego, ze predkos¢ fali v =A/T = A f oraz z rOwnania
(13.16) na predkos¢ fali harmonicznej rozchodzacej si¢ wzdluz naprgzonego sznura
(struny) mozemy obliczy¢ czgstotliwos¢ fal stojacych w strunie

fi=tv="t L 13.31
2L 2L\ u (13.31)

Najnizsza czgsto§¢ nazywamy czestosciq podstawowq @, a pozostate wyzszymi
harmonicznymi ® czyli alikwotami.

Zazwyczaj w drganiach wystgpuja, oprocz drgania podstawowego, rowniez drgania
harmoniczne, a dzwigki jakie odbieramy sa wynikiem naktadania sig¢ tych drgan. O jakosSci
instrumentu (jego barwie) decyduje wlasnie to ile alikwotow jest zawarte w dzwigku
1jakie sg ich natezenia. Przykladowo, drganie wypadkowe struny bedace ztozeniem tonu
podstawowego (n = 1) 1 wyzszych harmonicznych (n = 3, 5, 7) o r6znych amplitudach jest
pokazane na rysunku 13.10.
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Rys. 13.10. Fala wypadkowa bedaca ztozeniem czterech fal harmonicznych

Zwroéémy uwage, ze wypadkowe drganie (chociaz okresowe) nie jest harmoniczne (nie
daje si¢ opisa¢ funkcja sinus lub cosinus).

Zagadnienie przedstawienia dowolnego drgania okresowego jako sumy drgan
harmonicznych ujmuje twierdzenie Fouriera, ktore mowi, ze

(3 Prawo, zasada, twierdzenie

=3 Dowolne drganie okresowe o okresie T mozemy przedstawié jako kombinacje
liniowq (sume) drgan harmonicznych o okresach danych wzorem T, = T/n, gdzie
n jest liczbq naturalnq.

Dotyczy to dowolnej funkcji okresowej wigc mozna na przyktad skonstruowaé za pomoca
fal sinusoidalnych (ktére sa wszedzie zakrzywione) przebieg pitoksztattny , ktory jest
ztozony z odcinkéw prostych (rysunek 13.11).

2 sin(not)/n n=10 |

Rys. 13.11. Ztozenie n = 10 drgan harmonicznych postaci sin(nwt)/n (wykres gorny) oraz pigé
pierwszych drgan sktadowych (wykres dolny)
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@ Cwiczenie 13.2

Innym przyktadem jest piszczalka organowa zamknigta, w ktorej zrédlem dzwigku jest
drgajace powietrze. Jezeli na krawedz otwartego konca piszczatki skierujemy strumien
powietrza to mozna w niej wytworzyc¢ falg stojaca. Na otwartym koncu piszczatki powstaje
strzatka, a na jej koncu zamknigtym wezet. Sprobuj wykresli¢, drganie podstawowe 1 trzy
pierwsze drgania harmoniczne jakie powstaja w piszczalce zamknigtej. Przyjmujac, ze
dtugos¢ piszczaltki wynosi L, oblicz dtugosci tych fal. Jaki ogdlny zwiazek opisuje dtugosci
fal stojacych w piszczatce zamknigtej? Zapisz wzor ponizej.

ﬂm:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

13.7 Dudnienia, modulacja amplitudy

Gdy omawiali$my fale stojace to mieliSmy do czynienia z sytuacja, w ktorej dodawanie
(superpozycja) zaburzen dato w wyniku fale o amplitudzie stalej w czasie ale zaleznej od
polozenia czastki drgajacej x. Jest to ilustracja tzw. interferencji w przestrzeni. Teraz
rozpatrzmy przypadek interferencji w czasie. W tym celu rozpatrzymy, w danym punkcie
przestrzeni x, wynik nakladania si¢ dwoch biegnacych w tym samym kierunku fal
o jednakowych amplitudach ale nieznacznie ro6znych czgstotliwosciach. Drgania
harmoniczne danej czastki osrodka (w zadanym punkcie x) wywotane przez te fale maja
postac

Y, = Asinw,t = Asin2r fit

Y, = Asinw,t = Asin2x f,t (13.32)
a drganie wypadkowe
Y=y, +y, =A(SIn2x fit +sin2x f,t) (13.33)
Ze wzoru na sumg sinusow otrzymujemy
y= [ZA cos(27zf1;fztﬂ sin(27zf1;fztj (13.34)

Réwnanie to ma posta¢ y = A'sin(wt) = A'sin(27 ft). Drgania wypadkowe mozna wigc

uwazac za drgania o czgstotliwos$ci

_fith

7=

(13.35)
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(ktora jest Srednig czestotliwosci dwoch fal) i o amplitudzie 4' (wyrazenie w nawiasie
kwadratowym w réwnaniu 13.34). Zauwaz, ze amplituda zmienia si¢ w czasie
z czestotliwoscia

fl_fz
2

Samp = (13.36)

Jezeli czgstotliwosci fi 1 f> sa bliskie siebie to amplituda zmienia si¢ powoli (fump. jest
mata). Moéwimy, ze mamy do czynienia z modulacjq amplitudy (AM —amplitude
modulation). Naturalna modulacj¢ amplitudy dla fal dzwickowych mozemy ustysze¢ gdy
dwie struny instrumentu sa nastrojone na niewiele rdzniace si¢ tony. Gdy obie te struny
wydaja rownoczesnie dzwigk (na przyktad uderzono dwa sasiednie klawisze fortepianu) to
ustyszymy tak zwane dudnienia przejawiajace si¢ jako zmiana glosnos$ci (rysunek 13.12).
Zastosowanie modulacji ma na celu wprowadzenie do procesu potrzebnej informacji, ktora
ma by¢ przestana za pomoca fal. Modulacja amplitudy jest najstarszym 1 najbardziej
rozpowszechnionym (obok modulacji czgstotliwosci FM) sposobem przesytania informacji
za pomoca fal radiowych.

Rys. 13.12. Natozenie si¢ drgan harmonicznych pokazanych na gérnym wykresie daje w wyniku
drganie o zmiennej w czasie amplitudzie (obwiednia dolnego wykresu)

Mozesz przesledzi¢ powstawanie dudnien w zalezno$ci od stosunku czgstotliwosci

=y fal sktadowych f,/f; korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Sktadanie
ruchow falowych” dostgpnego na stronie WWW autora.
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13.8 Zjawisko Dopplera

= Prawo, zasada, twierdzenie
&=a Zjawisko Dopplera polega na pozornej zmianie czestotliwosci fali z powodu ruchu
obserwatora lub zZrodta fali.

W pracy z 1842 r., Christian Doppler zwrocil uwage, ze barwa $wiecacego ciata
(czestotliwo$¢ wysylanego promieniowania) musi si¢ zmienia¢ z powodu ruchu
wzglednego obserwatora lub zrodia. Zjawisko Dopplera wystepuje dla wszystkich fal; my
szczegodtowo rozwazymy je dla fal dzwickowych. Ograniczymy si¢ do przypadku ruchu
zrédta 1 obserwatora wzdhuz taczacej ich proste;.

Rozpatrzmy sytuacje gdy zrodto dzwigku spoczywa, a obserwator porusza sig
w kierunku zrodta z predkoscia v, (wzgledem osrodka). Jezeli fale o dtugosci 4 rozchodza
si¢ z predkoscia V to w czasie ¢ dociera do nieruchomego obserwator V¢/ A fal. Jezeli
obserwator porusza si¢ w kierunku zrédta (wychodzi falom na przeciw) to odbiera jeszcze
dodatkowo Vv ¢/ A fal. W zwiazku z tym czgstotliwos¢ f” styszana przez obserwatora

VIVt
A A VAV, V+V,
f'= e R, (13.37)
f
Ostatecznie
V +V
f'=f ° (13.38)

Obserwator rejestruje wyzsza czestotliwos¢ niz czgstotliwosé zrodia. Kiedy obserwator
oddala si¢ od Zrédta nalezy w powyzszych wzorach zmieni¢ znak (na minus) predkosci
obserwatora V,. W tym przypadku czgstotliwo$¢ zmniejsza sig.

Analogicznie mozemy przestudiowac przypadek zrodia poruszajacego si¢ z predkoscia V.
wzgledem nieruchomego obserwatora (i wzgledem osrodka).

Otrzymujemy wtedy zalezno$¢

(13.39)

dla przypadku zrodta zblizajacego si¢ do obserwatora. Obserwator rejestruje wyzsza
czgstotliwos$¢ niz czgstotliwosé zrodta. Gdy zrodto oddala si¢ to w powyzszym wzorze
zmieniamy znak predkosci zrédla V.. Ta sytuacja jest przedstawiona na rysunku 13.13,
gdzie pokazane sa powierzchnie falowe dla fal wystanych ze zrodla Z poruszajacego si¢
z predkoscia V. w strong obserwatora O (rysunek a) w poréwnaniu do powierzchni falowych
dla fal wystanych z nieruchomego zrédla (rysunek b). Widzimy, ze w przypadku (a)
obserwator rejestruje podwyzszong czgstotliwose.
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Rys. 13.13. Fale wysytane przez zrodto Z: (a) poruszajace sig z predko$cia V, w strong
obserwatora O; (b) przez nieruchome zrdédto

Zwré¢my uwage, ze zmiany czgstotliwosci zaleza od tego czy porusza sig¢ zrodlo czy
obserwator. Wzory (13.38) 1 (13.39) daja inny wynik dla jednakowych predkosci
obserwatora i1 zrodta.

W sytuacji kiedy porusza si¢ zarowno zrddto jak i1 obserwator otrzymujemy zalezno$¢
bedaca potaczeniem wzorow (13.39) 1 (13.40)

f'=f(V iv”] (13.40)

VIV,

Znaki "gbérne" w liczniku 1 mianowniku odpowiadaja zblizaniu si¢ Zrédla i obserwatora,
a znaki "dolne" ich oddalaniu si¢. Powyzsze wzory sa stuszne gdy predkosci zrodia
1 obserwatora sa mniejsze od predkosci dzwigku.

Mozesz przesledzi¢ zjawisko Dopplera dla zrodta i obserwatora poruszajacych si¢
=8 wzdhiz taczacej ich prostej korzystajac z darmowego programu komputerowego
,Efekt Dopplera” dost¢gpnego na stronie WWW autora.

@ Cwiczenie 13.3

Typowym przykladem efektu Dopplera jest zmiana czgstotliwosci dzwigku klaksonu
samochodu przejezdzajacego koto nas. Styszymy, ze klakson ma wyzszy ton gdy
samochdd zbliza si¢ do nas, a nizszy gdy si¢ oddala. Zat6zmy, Zze podczas mijania nas
przez samochod rejestrujemy obnizenie czgstotliwosci klaksonu o 15%. Na podstawie tej
informacji sprawdz czy samochod nie przekroczyt dozwolonej, poza obszarem
zabudowanym, predkosci 90 km/h. Predkos$¢ dzwigku przyjmij réwna 340 m/s.

Wynik zapisz ponizej.

V:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na konicu modutu.
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Zjawisko Dopplera obserwujemy rowniez w przypadku fal elektromagnetycznych,
a wigc 1 $wietlnych. Opis tego zjawiska dla $Swiatla jest inny niz dla fal dzwickowych. Dla
fal dzwigkowych otrzymalismy dwa wyrazenia (13.38) 1 (13.39) na zmiang czgstotliwosci
fali w zaleznosci od tego czy to zrédlo czy tez obserwator poruszaja si¢ wzgledem osrodka
przenoszacego drgania (powietrza).
Do rozchodzenia si¢ $wiatla nie jest potrzebny osrodek (Swiatlo moze rozchodzi¢ sig
w prozni) ponadto, zgodnie ze szczegdlng teoria wzglednosci Einsteina, predkos$¢ §wiatta
nie zalezy od ukfadu odniesienia i dlatego czgstotliwo$¢ fali $wietlnej odbieranej przez
obserwatora zalezy tylko od predkosci wzglednej Zrodla $wiatta 1 obserwatora. Jezeli
zrodto 1 obserwator poruszaja si¢ wzdluz taczacej ich prostej to

Uy ﬂ
f'=f 1+ g (13.41)

gdzie S =u/c. W tej zaleznosci u jest predkoscia wzgledna zrédta wzgledem odbiornika,
a ¢ predkoscia $wiatta. Dla matych wartosci predkosci wzglednej ‘u‘ << ¢ powyzszy wzor

przyjmuje postac
u
f'zf(licj (13.42)

Znak "+" odnosi si¢ do wzajemnego zblizania si¢ Zrddla i obserwatora, a znak "-" do ich
wzajemnego oddalania si¢. Zblizaniu towarzyszy wigc wzrost czgstotliwosci (dla §wiatta
oznacza to przesunig¢cie w strong fioletu), a oddalaniu si¢ obnizenie czgstotliwosci (dla
Swiatla oznacza to przesunig¢cie w strong czerwieni).

Zjawisko to ma liczne zastosowania: na przykltad w astronomii sluzy do okreslenia
predkosci odlegltych $wiecacych cial niebieskich. Poréwnujemy diugosci fal $wiatta
wysylanego przez pierwiastki tych obiektoéw z dtugosciami fal §wiatta wysylanego przez
takie same pierwiastki znajdujace si¢ na Ziemi. To wlasnie szczegdtowe badania
przesuni¢¢ ku czerwieni w widmach odlegtych galaktyk wykazaty, ze Wszechswiat
rozszerza si€.
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14 Statyka i dynamika ptynow

Powszechnie przyjety jest podzial materii na ciata stale i plyny. Pod pojgciem
substancji, ktéra moze ptyna¢ rozumiemy zaréwno ciecze jak 1 gazy. Ptyny, w odroéznieniu
od ciat sztywnych, majacych okreslony rozmiar i ksztalt, tatwo zmieniaja swdj ksztalt,
a w przypadku gazéw przyjmuja objetos¢ rowna objgtosci naczynia. Mowimy, ze ptyny nie
maja sprezystosci ksztaltu ¥, a maja sprezystos¢ objetosci D Dlatego rozwiazanie
zagadnien z mechaniki ptynéw wymaga postugiwania si¢ nowymi pojgciami takimi jak
cisnienie 1 gestosc.

14.1 Cisnienie i gestos¢

Réznica w dziataniu sity powierzchniowej na plyn i na ciato state jest zwigzana z tym,
ze w cieczy sity wystepuja tylko przy zmianie objgtosci, a nie jak w ciatach stalych przy
ich deformacji (zmianie ksztattu). W zwiazku z tym w cieczy sila powierzchniowa, zwana
sitq parcia @, musi by¢ zawsze prostopadita do powierzchni pltynu podczas gdy w ciele
statym moze mie¢ dowolny kierunek. Spoczywajacy plyn nie moze réwnowazy¢ sit
stycznych (warstwy ptynu $lizgalyby si¢ po sobie) 1 dlatego moze zmieniaé ksztalt
i ptyna¢. W zwiazku z tym bedziemy opisywac sil¢ dzialajaca na ptyn za pomoca ci$nienia
p zdefiniowanego nastgpujaco:

Definicja
Cisnienie definiujemy jako stosunek sity parcia dziatajqcej na jednostke powierzchni
do wielkosci tej powierzchni.

g

Ci$nienie jest wywierane zarowno na $cianki naczynia jak i1 na dowolne przekroje ptynow
zawsze prostopadle do tych $cianek i przekrojow.

[ Jednostki

323 Cisnienie jest wielkoscia skalarna. Jednostka cisnienia w uktadzie SI jest pascal
(Pa); 1 Pa = 1 N/m” Inne stosowane jednostki to bar (1 bar = 10’ Pa), atmosfera
(1 atm = 101325 Pa), milimetr stupka rteci (760 mm Hg = 1atm).

Rozwazmy teraz zamknigta powierzchni¢ zawierajaca ptyn (rysunek 14.1). Dowolny
element powierzchni dS jest reprezentowany przez wektor powierzchni dS.

Rys. 14.1. Element powierzchni dS reprezentowany przez wektor powierzchni dS
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2= Definicja
=8 Dlugosc¢ wektora S jest réwna polu powierzchni S, jego kierunek jest prostopadty do
powierzchni, a zwrot na zewnqtrz powierzchni.

Sita F wywierana przez ptyn na ten element powierzchni wynosi
F=pS§ (14.1)

Poniewaz F 1. maja ten sam kierunek wigc ci$nienie p mozna zapisac

- (14.2)
P g .
Do opisu ptynow stosujemy rowniez pojgcie gestosci p wyrazonej jako
pP= e (14.3)
v .

Gestos¢ ptynoéw zalezy od wielu czynnikéw takich jak temperatura, czy ci$nienie.
W tablicy 14.1 przedstawiony jest zakres ggstosci spotykanych w przyrodzie.

Tabela 14.1. Ggstos$ci wybranych obiektéw

Materiat p [kg/m’]
przestrzen migdzygwiezdna 107" - 107
najlepsza préznia laboratoryjna 107"
powietrze (1 atm 0°C) 1.3
powietrze (50 atm 0°C) 6.5
Ziemia: warto$¢ $rednia 5.52:10°
Ziemia: rdzen 9.5-10°
Ziemia: skorupa 2.810°
biate karty 10%- 10"
jadro uranu 10"

14.2 Cisnienie wewnatrz nieruchomego plynu

Rownanie (14.2) opisuje ci$nienie wywierane przez plyn na powierzchnig, ktora go
ogranicza. Mozemy takze mowi¢ o ci$nieniu wewngtrznym ptynu. W tym celu rozpatrzmy
element ptynu w ksztalcie cienkiego dysku znajdujacego si¢ na glebokosci # pod
powierzchnia ptynu pokazany na rysunku 14.2. Grubo$¢ dysku wynosi di, a powierzchnia
podstawy wynosi S. Masa takiego elementu wynosi pSdh a jego cigzar pgSdh. Pamigtajmy,
ze sity dzialajace na element sa w kazdym punkcie prostopadte do powierzchni. Sity
poziome wywolane jedynie przez cis$nienie ptynu réwnowaza sig¢. Sily pionowe sa
wywotywane nie tylko przez cis$nienie ptynu ale tez przez jego cig¢zar. Poniewaz ptyn jest
nieruchomy wigc wypadkowa sita dziatajaca na element ptynu jest rowna zeru.
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powierzchnia cieczy h=0

F

h
pS

h 4

(p+dp)S

A 4

Rys. 14.2. Sity dziatajace na element cieczy znajdujacy si¢ na gltebokosci 4
Zachowanie rownowagi w kierunku pionowym wymaga aby
(p+dp)S=pS+pgSdh (14.4)

a stad
. dp
dp=pgdh czyli - yo¥s (14.5)

Powyzsze rownanie pokazuje, Ze ci$nienie zmienia si¢ z gtgbokoscia ptynu. Powodem jest
cigzar warstwy plynu lezacej pomiedzy punktami, dla ktorych mierzymy réznicg cisnien.
Wielko$¢ pg nazywamy ciezarem witasciwym ® ptynu. Dla cieczy zazwyczaj p jest stale
(ciecze sa praktycznie niescisliwe) wigc mozemy obliczy¢ ci$nienie cieczy na glebokosci /4
catkujac rownanie (14.5)

P =Dy +pgh (14.6)

gdzie po jest ci$nieniem na powierzchni cieczy (h = 0). Zazwyczaj jest to ci$nienie
atmosferyczne. Rownanie (14.6) nie tylko pokazuje, ze cisnienie ro$nie wraz z gitgbokoscia
ale tez, ze jest jednakowe dla punktow o tej samej giebokosci, a nie zalezy od ksztattu
naczynia (paradoks hydrostatyczny).

Zatozenie o statej ggstosci p nie jest jednak prawdziwe dla gazow gdy mamy do czynienia
ze znaczng zmiang wysokosci (np. gdy wznosimy si¢ w atmosferze). Cisnienie zmienia si¢
wtedy znacznie 1 zmienia sig tez p.

14.2.1 Pomiar cisnienia (barometr)

E. Torricelli skonstruowal w 1643 r. barometr rtgciowy. Barometr Torricellego sklada
si¢ z rurki wypetnionej rtgcia (pug = 13.6:10° kg/m®), ktora odwracamy nad naczyniem
z rtgeig tak jak na rysunku 14.3.

Zgodnie z naszymi uprzednimi rozwazaniami

Pi=pgh (14.7)
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podczas gdy

pB :patm. (148)

Rys. 14.3. Barometr Torricellego

Cisnienia w punktach 4 1 B sa jednakowe bo punkty te sa na jednakowej wysokosci wigc

pgh=p,. (14.9)
skad
p tm.
h == 14.10
( )

Mierzac wigc wysokos¢ stupa rteci mierzymy wielkos$¢ cisnienia atmosferycznego.

14.3 Prawo Pascala i prawo Archimedesa

Rozpatrzmy teraz ciecz w naczyniu zamknigtym tlokiem, na ktéory mozemy dziataé
zmiennym ci$nieniem zewne¢trznym po. W kazdym punkcie cieczy znajdujacym si¢ na
glebokosci A, cisnienie jest dane wyrazeniem (14.6). Mozemy teraz powigkszy¢ ci$nienie
zewnegtrzne o warto$¢ Apy. Poniewaz ciecze sa nieSci§liwe wigc gestos¢ pozostaje
praktycznie bez zmian i ci$nienie teraz wynosi

P=DPo+Ap,+pgh (14.11)

Zjawisko to opisuje prawo Pascala, ktére mozna nastgpujaco sformutowac:
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2=, Prawo, zasada, twierdzenie
=9 Cisnienie zewnetrzne wywierane na zamkniety plyn jest przekazywane niezmienione
na kazdq czes¢ ptynu oraz na scianki naczynia.

Prawo to jest konsekwencja praw mechaniki ptynow podobnie jak prawo Archimedesa.
Kiedy ciato jest zanurzone w catosci lub czg$ciowo w spoczywajacym plynie to plyn ten
wywiera ci$nienie na kazda, bedaca z nim w kontakcie, czg§¢ powierzchni ciata.
Wypadkowa sifa jest skierowana ku gorze 1 nazywa si¢ sifq wyporu ©. Gdy przyjmiemy
przyktadowo, ze w cieczy zostalo zanurzone cialo w ksztalcie walca o powierzchni
podstawy réwnej S (tak jak na rysunku 14.4) to wypadkowa sita dziatajaca na to ciato jest
zwiazana z rdznica ci$nien na gigbokosciach 4 i 4, odpowiednio nad i pod walcem.

Rys. 14.4. Walec o powierzchni podstawy S zanurzony w ptynie

Sita wypadkowa wynosi wigc
F,., =, +pgh)S—(p, +pgh)S =pgV (14.12)

gdzie V =S(h,—h,) jest objgtoscia walca. Z otrzymanej zalezno$ci wynika, zZe sila
dziatajaca na walec jest rOwna cigzarowi cieczy wypartej przez ten walec. Zauwazmy, ze
ta sita nie zalezy od ksztaltu ciata, a tylko od jego objetosci.

Mozemy wigce sformutowaé prawo Archimedesa:

/i Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Cialo w calosci lub czesciowo zanurzone w plynie jest wypierane ku gorze silq
rowngq ciezarowi wypartego przez to ciato ptynu.

Foporu =M, 8 = pgVv (14.13)

gdzie m, jest masa plynu, a p jego gestoscia. Natomiast V jest objgtoscia czgSci zanurzone]
ciata.

Na kazde zanurzone w ptynie ciato dziataja sita wyporu 1 sita cigzkos$ci. Dla ciata o masie
m 1 objgtosci V catkowicie zanurzonego w ptynie wypadkowa tych dwdch sit wynosi
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F=F, .—-mg=pgV-—pgV=gVip-p) (14.14)

gdzie p jest gestoscia ptynu, a p; Srednia gestoscia ciata. Widzimy, ze zwrot sily
wypadkowej zalezy od roznicy gestosci ptynu i ciata. Na przyklad cialo zanurzone
W cieczy o gestosci p < p; tonie, a dla gestosci p > p; ptywa czg§ciowo zanurzone.

@ Cwiczenie 14.1

Korzystajac z tego prawa sprobuj samodzielnie obliczy¢ jak duzy cigzar mozna przeprawi¢
przez rzek¢ za pomoca tratwy zbudowanej z 10 okragtych ktéd drewnianych o $rednicy 20
cm i dhugosci 3 m kazda. Gestos¢ drewna przyja¢ rowna 750 kg/m® a gestos¢ wody 1000
kg/m’. Wyniki zapisz ponizej.

Q:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na konicu modutu.

14.4 Ogolny opis przeplywu ptynow

Przejdziemy teraz do opisu ruchu ptynu czyli zajmiemy si¢ dynamika ptynéw. Znane sa
dwa podejscia do opisu ruchu pltynu. Mozemy albo zajaé si¢ opisem ruchu poszczegdlnych
czasteczek ptynu albo opisywaé gegsto$¢ ptynu 1 jego predkos¢ w kazdym punkcie
przestrzeni w funkcji czasu. Oznacza to, ze koncentrujemy si¢ na wybranym punkcie
przestrzeni, w ktérym definiujemy funkcje p(x,y,z,t) oraz V(x,y,z,t).

Na wstepie poznamy ogdlne pojecia charakteryzujace przeptyw:

e Przeptyw moze by¢ ustalony ® (laminarny) lub nieustalony P Ruch ptynu jest
ustalony, gdy predkos¢ ptynu v w dowolnie wybranym punkcie jest stata w czasie tzn.
kazda czasteczka przechodzaca przez dany punkt zachowuje si¢ tak samo. Warunki
takie osiaga si¢ przy niskich predkosciach przeptywu;

e Przeptyw moze by¢ wirowy D Iub bezwirowy D Przeplyw jest bezwirowy, gdy
w zadnym punkcie czasteczka nie ma wypadkowej predkosci katowej;

e Przeptyw moze by¢ scisliwy P 1ub niescisliwy ® Przeplyw jest niescisliwy gdy
gestos¢ ptynu jest stala. Zazwyczaj przeptyw cieczy jest niesci§liwy. Rowniez
przeptyw gazu moze by¢ w pewnych warunkach niescisliwy. Przyktadem moze tu by¢
ruch powietrza wzgledem skrzydet samolotu podczas lotu z predkos$cia mniejsza od
predkosci dzwigku.

o Przeptyw moze by¢ lepki P lub nielekki P Lepko$¢ w ruchu plyndéw jest
odpowiednikiem tarcia w ruchu ciat statych. Charakteryzuje opdér ptyndéw przeciw
ptynigeciu pod dziataniem sit zewnetrznych. Lepkos$¢ jest istotna cecha wielu
produktoéw na przyklad smarow.

W naszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do przeplywdéw ustalonych, bezwirowych,
niescisliwych 1 nielepkich.

W przeplywie ustalonym V jest stata w czasie w danym punkcie. Oznacza to, ze kazda
czastka przechodzaca przez dowolny punkt ma taka sama pr¢dkos¢ np. v;. Tak samo jest
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w kolejnym punkcie gdzie kazda czastka ma predkos¢ v,. Dotyczy to wszystkich punktow.
Oznacza to, ze wystarczy przesledzi¢ tor jednej czastki, a bedziemy znali tor kazdej czastki
przechodzacej przez dany punkt. Tor tej czastki nazywamy liniq prqdu ® (rysunek 14.5).
Linia pradu jest rownolegta do predkoséci ptynu. Zadne linie pradu nie moga si¢ przecinaé
bo istniataby niejednoznaczno$¢ w wyborze drogi przez czastkg¢ (przeptyw nie bytby
ustalony).

Linie pradu

Rys. 14.5. Linie pradu

Jezeli wybierzemy pewna skonczona liczbe linii pradu to taka wiazke nazywamy strugq
pradu ®. Brzegi skladaja si¢ z linii pradu a poniewaz linie pradu sa réwnolegle do
predkosci wige ptyn nie przeplywa przez brzegi strugi. Ptyn wchodzacy jednym koncem
strugi musi opusci¢ ja drugim tak jak w rurce. Na rysunku 14.6 predkos¢ czastek w
punkcie P; wynosi Vi, a pole przekroju strugi S;. W punkcie P, mamy odpowiednio
predkos¢ v; 1 pole przekroju Ss.

Rys. 14.6. Struga pradu.

W czasie At czastka plynu przebywa odleglo$¢ rowna VAz. Masa pltynu przechodzacego
przez S; w czasie At wynosi

Am, = pSV At (14.15)

179



Modut IV — Statyka i dynamika ptynéw

gdzie S;Vv At stanowi objeto$¢ elementu pltynu. Analogicznie masa pltynu przeptywajacego
przez powierzchnig S, w czasie At jest rOwna

Am, = pS,V,At (14.16)

Poniewaz ptyn jest niescisliwy wigc jego gestos¢ jest taka sama w punkcie P; 1 P,. Ponadto
migdzy tymi punktami ptyn nie moze opusci¢ strugi wigc strumienie mas przeptywajace
przez obie powierzchnie musza by¢ sobie rowne. Zatem

SV, =8V, (14.17)
lub

SV = const. (14.18)
Otrzymany zwiazek nosi nazwe¢ rownania ciggtosci. Wynika z niego, ze
, Prawo, zasada, twierdzenie

--ﬁl Predkos¢  plynu  niescisliwego przy ustalonym przeplywie jest odwrotnie
proporcjonalna do pola przekroju strugi.

Linie pradu musza si¢ zaggszczaé w wezszej czesci, a rozrzedzaé w szerszej. To znaczy,
rzadko rozmieszczone linie oznaczaja obszary niskiej predkosci, linie rozmieszczone ggsto
obszary wysokiej predkosci.

14.5 Réwnanie Bernoulliego

Rozwazmy, pokazany na rysunku 14.7, nielepki, ustalony, niescisliwy przeptyw ptynu
w strudze. Plyn na rysunku przemieszcza si¢ w strong prawa. W czasie Af powierzchnia S,
przemieszcza si¢ o odcinek V;Af. Analogicznie powierzchnia S, przemieszcza sig
o odcinek V,At. Na powierzchnig¢ S, dziata sita F; =p;S;, a na powierzchni¢ S, sita
F 2= pzSz.

struga ograniczona
liniami prgdu

objetosc ptynu
wyplywajgcego
w czasie At

objetos¢ ptynu
wplywajacego
w czasie At

Rys. 14.7. Wyprowadzenie rownania Bernoulliego
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Skorzystamy teraz z twierdzenia o pracy i energii, ktore mowi, Zze praca wykonana przez
wypadkowa site jest rowna zmianie energii ukladu. Sitami, ktére wykonuja prace sa F)
1 F,. Obliczamy wigc catkowita prace

W = FV,At—FN LAt = p,SN At — p,SV,At (14.19)

Poniewaz w czasie At¢ ta sama objgtos¢ ptynu V wpltywa do strugi i z niej wyplywa
S,VL,At =SV At =V wigce

W=(p—-p)V (14.20)

Obliczong pracg pordwnujemy ze zmiang energii strugi

2 2

mv mvV
(pl—pz)V=( 22+mgth—( 21 +mgh1j (14.21)

gdzie m jest masg przemieszczonej objetosci V ptynu. Dzielac stronami rownanie (14.21)
przez objgtos¢ V, a nastgpnie wprowadzajac gestos¢ cieczy p =m/V mozna, grupujac
odpowiednio wyrazy, przeksztalci¢ to rownanie do postaci

2 2

\/ \/
p21 +pgh, =p2+p22 +pgh, (14.22)

Pt
Poniewaz nasze rozwazania odnosily si¢ do dowolnych dwdéch potozen, mozemy opusci¢
wskazniki 1 napisac

2

PV

p+ + pgh = const. (14.23)

Réwnanie to nosi nazwe rownania Bernoulliego dla przeplywu ustalonego, nielepkiego
i niescisliwego. Jest to podstawowe rownanie mechaniki ptynow. Wyraza fakt, ze
z przeptywem ptynu zwiazane jest (oprdcz cisnienia statycznego) cisnienie dynamiczne
o2,

Wynika z niego, ze przeptyw cieczy w strudze moze by¢é wywotany roznicq cisnien na
koncach strugi lub roznicq poziomow tych koncéw.

@ Przykiad

Zilustruyyjmy to prostym przykladem pompki wodnej stosowanej na przyklad
w akwarystyce. W tym urzadzeniu woda z akwarium jest przepompowywana przez uktad
filtréw 1 odprowadzana z powrotem do akwarium. Po drodze woda jest przepuszczana
przez przewegzenie w rurce tak jak na rysunku 14.8. Predko$¢ wody w przewezeniu jest

(zgodnie z réwnaniem ciaglo$ci) wigksza niz w rurce. Natomiast zgodnie
2

PV

z rbwnaniem Bernoulliego, w poziomej rurce (2 = const.) p+

=const., wigc gdy
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rosnie predko$¢ Vv i ptyn jest niescis$liwy (stala gestos¢), to p maleje 1 w przewegzeniu
ci$nienie jest mniejsze niz w pozostalej czgsci rurki. Jezeli to przewgzenie jest dostatecznie
mate to ci$nienie moze by¢ nizsze od atmosferycznego, a to oznacza, ze przez otwor
w przewezeniu woda nie bedzie uciekaé tylko z zewnatrz bedzie zasysane powietrze.
W ten sposdb woda bedzie nie tylko filtrowana ale jeszcze dodatkowo napowietrzana.

l powietrze

e |

V——ob V—i——

L R ¢ *e |

Rys. 14.8. Pompka wodna

@ Cwiczenie 14.2

Sprobuj samodzielnie wykona¢ bardzo proste doswiadczenie. Wez dwie kartki papieru
1trzymaj je ustawione rownolegle do siebie w niewielkiej odlegltosci (np. 1-2 cm).
Nastgpnie dmuchnij miedzy kartki. Okazuje sig, ze kartki nie rozchylaja sig, a zblizaja do
siebie, sklejaja sig. Sprobuj wyjasni¢ przyczyng tego zjawiska.

Réwnanie Bernoulliego moze by¢ wykorzystane do wyznaczenia predkosci ptynu na
podstawie pomiaru ci$nienia. Ponownie postugujemy si¢ rurka z przewgzeniem, do ktorej
przymocowano tak jak na rysunku 14.9, dwie pionowe rurki 4 1 B stuzace do pomiaru
ci$nienia.

h
ﬁ
Vi— V) ——»
ﬂ

Rys. 14.9. Pomiar predkosci ptynu metoda Venturiego

Stosujac rownanie Bernoulliego dla punktow, w ktorych predkos¢ ptynu wynosi
odpowiednio V| 1 V; (przewezenie) otrzymujemy
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2 2
P =pt 2 (14.24)

2

Pt

Poniewaz Vv; < V, wigc ci$nienie w przewgzeniu jest mniejsze niz w rurce p; < p;. Roznica
ci$nien zgodnie z rownaniem (14.24) wynosi

pV; _ pV;
—p. = - 14.25
b= P ) ) ( )
Z rownania ciagtos$ci wynika, ze
S
V,=—1v, (14.26)
S,

Podstawiajac t¢ zalezno$¢ do rownania (14.25) otrzymujemy

v (8]
P—Dy= 2‘(5,‘22—1 (14.27)

Rownoczesnie t¢ sama rdznicg cisnien mozna wyznaczyC z réznicy poziomdéw plynu
w rurkach A4 i B (rysunek 14.9)

Py~ P, = pgh (14.28)

Poréwnujac powyzsze dwa wzory mozemy wyznaczy¢ predkos¢ V| w rurce

VR . 14.2
boalsE/si-1 (14.29)

Metoda pomiaru predkosci plynu oparta na wyznaczeniu réznicy wysokosci ptynu
w dwoéch pionowych rurkach nosi nazwe metody Venturiego.

@ Cwiczenie 14.3

W zbiorniku wody na glgbokosci 4 znajduje sig¢ otwor przez ktory wycieka woda. Oblicz
predkos¢ v z jaka wycieka woda.

Wskazoéwka: Zastosuj rownanie Bernoulliego dla punktu na powierzchni cieczy i punktu
w otworze przez, ktory wycieka woda. Wyniki zapisz ponizej.

V=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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14.6 Dynamiczna sita nosna

W odréznieniu od statycznej sily nosnej ®, ktora jest sita wyporu dziatajaca zgodnie
zprawem Archimedesa na przyktad na balon czy statek, dynamiczna sila nosna
wywolana jest ruchem cial w plynie, na przyklad na skrzydta samolotu czy $migla
helikoptera. Na rysunku 14.10 ponizej pokazane sa schematycznie linie pradu i ruch
czastek powietrza wokot skrzydta samolotu.

Rys. 14.10. Linie pradu wokot skrzydta samolotu

Samolot wybieramy jako uklad odniesienia i rozpatrujemy ruch powietrza wzgledem
skrzydta.

Analizujac linie pradu zauwazymy, ze ze wzgledu na ustawienie skrzydta (tak zwany kqt
natarcia ®) linie pradu nad skrzydlem sa rozmieszczone gesciej niz pod skrzydlem co
oznacza, ze predkos¢ Vv, powietrza ponad skrzydtem jest wigksza niz predkos¢ v, pod
skrzydtem. Prowadzi to do wniosku, zgodnie z prawem Bernoulliego, ze cisnienie nad
skrzydtem jest mniejsze od ci$nienia pod skrzydlem i ze otrzymujemy wypadkowa sitg
nos$na F skierowana ku gorze. Wniosek ten wynika wprost z trzeciej zasady dynamiki
Newtona. Wektor predkosci Vv, powietrza zblizajacego si¢ do skrzydta jest poziomy
podczas gdy powietrze za skrzydlem jest skierowane na ukos w dot (predkosé v, ma
skladowa pionowa). Oznacza to, ze skrzydlo pchnglo powietrze w dot wigc w reakcji
powietrze pchneto skrzydto do gory.

W naszych rozwazaniach pomingliSmy sil¢ oporu powietrza tak zwana silg¢ oporu
czotowego ® W warunkach rzeczywistych sita nosna jest wypadkowa przedstawionej
powyzej sity parcia wynikajacej z asymetrycznej budowy skrzydta i sity oporu czotowego.
Przy konstrukcji skrzydet jak i $migiet staramy si¢ zminimalizowaé opdr czotowy. Ta
sama sila oporu czotowego wplywa znaczaco na zuzycie paliwa w samochodach. Dlatego
tak wielka wage konstruktorzy przywiazuja do optymalizacji ksztattu nadwozia
samochodow.

Ten rozdzial konczy modut czwarty; mozesz teraz przejs¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Modut IV - Podsumowanie

Podsumowanie

e Predkos¢ fali mozna wyrazié jako v = ; =l = % , gdzie k = 2;7; oraz o = 2;[ .

e Funkcja y = Asin(kx — wt)opisujaca sinusoidalng fale rozchodzaca si¢ w kierunku x
jest przyktadem funkcji fix-v¢) bedacej rozwiazaniem rownania falowego
Py 1%
ox* v or

e Predkos¢ fali biegnacej w strunie wynosi V :%: \F , gdzie F jest naprgzeniem
y7,

struny, a ¢ masa na jednostke dtugosci.

e Szybko$¢ przenoszenia energii przez fale jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy
1 kwadratu czestotliwosci.

e Interferencja fali biegnacej wzdtuz struny z fala odbita od konca struny daje falg, ktorej
amplituda zalezy od potozenia x; A'=2A4sinkx. Strzatki w polozeniach x = 1/4, 31/4,
5A/4,.... maja maksymalng amplitudg, a wezty w polozeniach x = 4/2, 4, 34/2,.... maja
zerowa amplitude.

e Przy nalozeniu si¢ drgan harmonicznych o niewiele rdzniacych si¢ czgstotliwosciach
powstaje drganie o wolno zmiennej w czasie amplitudzie zwane dudnieniem.

e Pozorna zmiana czgstotliwo$ci fali wysytanej przez zrodto z powodu wzglednego
ruchu  obserwatora lub  zrodta jest dla  fal  dzwigkowych  dana

e, Vtv : : . L
zalezno$cia f'= f ( "j, gdzie V, 1 V. sa odpowiednio predko$ciami obserwatora

V+V,
1zrodla, a v jest predkoscia dzwigku. Znaki "goérne" w liczniku 1 mianowniku
odpowiadaja zblizaniu si¢ zrodia i obserwatora, a znaki "dolne" ich oddalaniu sig.
Roéwnanie opisuje przypadek ruchu zrodta i obserwatora wzdluz taczacej ich prostej
1jest stuszne gdy predkosci zrodla i obserwatora sa znacznie mniejsze od predkosci
dzwieku.

e Cisnienie wywierane przez sil¢ F' na powierzchni¢ S wynosi p = 5

e Cisnienie cieczy o stalej ggstosci na glgbokosci & wynosi p = p, + pgh, gdzie py jest
ci$nieniem na powierzchni cieczy (h = 0).

e C(isnienie zewngtrzne wywierane na zamknigty plyn jest przekazywane niezmienione
na kazda czg$¢ ptynu oraz na $cianki naczynia (prawo Pascala).

e (ialo w calosci lub czg$ciowo zanurzone w plynie jest wypierane ku gorze sita rowna
cigzarowi wypartego przez to ciato ptynu (prawo Archimedesa) F,, ., = pgV , gdzie p

jest gestoscia ptynu, a V objetoscia czesci zanurzonej ciata.
e 7 réwnania ciagloSci wynika, ze predkos¢ plynu niesci§liwego przy ustalonym
przeptywie jest odwrotnie proporcjonalna do pola przekroju strugi SV = const.

e Przeptyw ustalony, nielepki i niescisliwy jest opisany rownaniem Bernoulliego
2

oV

p +T+ pgh=const. Z dynamicznym cisnieniem "2pV?2 jest zwigzana dynamiczna

sita no$na wywotana ruchem ciat w plynie.
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Modut IV - Materiaty dodatkowe

Materiaty dodatkowe do Modutu IV
IV. 1. Predkos¢ grupowa

Rozwazmy, dwie poprzeczne fale sinusoidalne o zblizonych czgstotliwosciach
i dlugos$ciach fal (rysunek ponizej) opisane rOwnaniami

y, = Asin[(@+dw)t - (k + dk)x]

v, = Asin[(@—do) — (k — dk)x] (IV.L.1)
Suma takich dwoch fal (rysunek) jest fala
y=y,+, =24 cos|[(dw)t — (dk)x]cos(ewt — kx) (IV.1.2)

1
T T T I T T 1

Dwie fale sinusoidalne y, i y, o zblizonych czgstotliwo$ciach i dtugo$ciach fal;
obwiednia ich sumy (linia przerywana) rozchodzi si¢ z predkoscia grupowa

Na rysunku widzimy, ze fala sumaryczna y; + y, jest modulowana, a z rownania (IV.1.2)
wynika, ze funkcja modulujaca ma postac

A(x,1) = 2 Acos|(dw)t — (dk)x] (IV.1.3)

Predkos¢ paczki  fal ® (predko$¢ ruchu obwiedni) wyznaczamy analizujac jak
przemieszcza si¢ w czasie wybrany punkt obwiedni (na przyklad maksimum). Odpowiada
to warunkowi

(dw)t —(dk)x = const. (IV.1.4)
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Modut IV - Materialy dodatkowe

Rézniczkujac to réwnanie wzgledem czasu

dx
do-dk' =0 (IV.1.5)

otrzymujemy wyrazenie na predkos¢ grupowa

_d&r_do

vV = =
Tt (IV.1.6)

Predko$¢ grupowa jest na ogdt rdzna od predkosci fal sktadowych.

IV. 2. Predkos¢ fal w naprezonym sznurze (strunie)

Sprébujmy wyprowadzi¢ wzér na zalezno$¢ predkosci v fali od sily F naprgzajacej
sznur 1 od 4 = m/l tj. masy przypadajacej na jednostk¢ dlugosci sznura. W tym celu
rozpatrzmy maty wycinek sznura o dtugosci dx pokazany na rysunku ponize;j.

F 3

y

Element sznura o dtugosci dx

Konce wycinka sznura tworza z osia x mate katy 6, 1 6,. Dla malych katow
0 = sinf = dy/dx. Wypadkowa pionowa sita tj. sita wychylajaca sznur w kierunku y wynosi

F,, =Fsing, - Fsing =F0, - F0, (Iv.2.1)

Zgodnie z zasada dynamiki sita wypadkowa jest réwna iloczynowi masy wycinka
dm = udx 1 jego przyspieszenia. Stad

0%y
ot’

ov
F,, =F0,-F0, =(udx) p ty = (udx) (IV.2.2)

lub
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Modut IV - Materialy dodatkowe

00 i’y

ox = For (Iv.2.3)
Uwzgledniajac, ze € = 0y/0Ox otrzymujemy

o'y _ud’y

ol F o (Iv.2.4)

Jest to rownanie falowe dla sznura (struny). Podstawmy teraz do tego rownania
odpowiednie pochodne rownania fali harmonicznej y = f(x,¢) = Asin(kx —wt)

o’ .

o”t{ =—Aw” sin(kx — ot) (IV.2.5)
oraz

2%y

P —Ak? sin(kx — ot) (IV.2.6)

W wyniku podstawienia otrzymujemy

k= %wz (Iv.2.7)
Stad mozemy juz obliczy¢ predkosé fali
v=2-|F (IV.2.8)
A p 2.

W ten sposob pokazaliSmy réwniez, ze zaproponowana przez nas funkcja (13.8) jest
rozwigzaniem rOwnania falowego (IV.2.4) jezeli spelniona jest zaleznos¢ (IV.2.7).
Zwrdéémy ponadto uwage, ze fala harmoniczna jest przenoszona wzdtuz struny predkoscia
niezalezna od amplitudy 1 czgstotliwosci. Przepiszmy teraz rdéwnanie falowe
z uwzglednieniem zaleznosci (IV.2.8)

A’y 1 8%y
P =V72 Py (Iv.2.9)

Rownanie falowe w tej postaci, stosuje si¢ do wszystkich rodzajow rozchodzacych sig fal.
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Modut IV - Rozwiazania ¢wiczen

Rozwiagzania ¢wiczen z modutu IV

Cwiczenie 13.1
Dane: rownanie harmonicznej fali poprzecznej y =20sin(zx—2¢), x 1 y sa wyrazone
w centymetrach, a ¢ w sekundach.

Poréwnujac to réwnanie z ogoélnym réwnaniem dla harmonicznej fali poprzecznej
vy = Asin(kx — wt) bezposrednio mozemy okresli¢, ze: amplituda 4 = 20 cm, czgstosé

o =2 rad/s, a liczba falowa k = £ cm™.
Korzystajac z tych informacji obliczamy kolejno:

dhugos¢ fali 4= 2: =2 cm, okres drgan T = 27 TS,
@

predkos¢ rozchodzenia sig fali v = ; =0.318 cm/s.

Predkos¢ drgan poprzecznych obliczamy z zaleznosci Vv = ((11); =—Awcos(kx—wt).
Maksymalna warto$¢ predkosci poprzecznej wynosi v . =A@ =40 cm/s.

Przyspieszenie = czasttk w  ruchu  drgajacym  obliczamy z  zaleznosci

av, Aw’ sin(k t)
a,= =—Aw” sin(kx—wt).
Toode
Maksymalna warto$¢ przyspieszenia wynosi a ... = Aw* =80 cm/s’.

Cwiczenie 13.2

Dane: L dlugos¢ piszczalki.

Na rysunku ponizej pokazane sa: drganie podstawowe 1 trzy pierwsze drgania harmoniczne
jakie powstaja w piszczatce zamknigtej. Jedynym warunkiem, jaki musi by¢ spetniony, jest
istnienie strzalki na otwartym koncu piszczatki i wezla na jej koncu zamknigtym.

L=a2

A

L=23n2

X

i
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Modut IV - Rozwiazania ¢wiczen

Na podstawie pokazanych na rysunku czterech drgan mozemy napisa¢ ogdlny zwiazek na
dhugos$¢ fali powstajacej w piszczatce zamknigtej

A= 4L
2n-1

gdzien=1,2,3, ...

Cwiczenie 13.3
Dane: predko$¢ dzwigku v = 340 m/s, wzgledna zmiana czgstotliwosci przy mijaniu
wynosi 15%.

. . . . . , . . , - Vv
Podczas zblizania si¢ samochodu rejestrujemy dzwigk o czgstotliwosci f, = f , a
V-V,
podczas jego oddalania si¢ o czgstotliwosci f,=f———, gdzie Vv jest predkoscia
V+V,
dzwigku, a v, predkoscia zrédta czyli samochodu.
Wzgledna zmiana czgstotliwos$ci wynosi 15% wigc h=t =0.15.

1
Podstawiajac do tego rownania podane zaleznos$ci na f; i f,, a nastgpnie przeksztatcajac je
otrzymujemy

Ve 015
V4V,

Obliczona z tego réwnania warto$¢ predkosci zrodla dzwigku (samochodu) wynosi
V. =27.57 m/s =99 km/h

Cwiczenie 14.1

Dane: n =10 kt6éd drewnianych o $rednicy d = 20 cm i dtugosci / = 3 m kazda. Ggstos¢
drewna pg = 750 kg/m’, gestos¢ wody p,, = 1000 kg/m’, przyspieszenie grawitacyjne
g=10 m/s’.

Sita wyporu dziatajaca na tratwe¢ ma zrownowazy¢ cigzar tratwy z fadunkiem

F wyporu = Qtrarwy + Qludunku
Stad

Qladunku = Fwyporu - Qtratwy = p ng _p d Vg =
= Vg(pw_pd) =nmzlg(pw_pd)

gdzie uwzgledniono maksymalna site¢ wyporu (gdy tratwa jest cata zanurzona w wodzie).
Po podstawieniu danych otrzymujemy Qyaauni, = 2356 N.
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Cwiczenie 14.3

Modut IV - Rozwiazania ¢wiczen

Dane: &, przyspieszenie grawitacyjne g.

Na rysunku ponizej pokazana jest linia pradu taczaca dowolny punkt na powierzchni

cieczy z otworem, przez ktory wyptywa woda.
Pat (1)

1
1
[}
]
1
1
\
1
1

- ¥

— Vo
(2) pat

Stosujemy réwnanie Bernoulliego dla punktéw (1) i (2) otrzymujemy

2

v V2
p1+p21 +pgh :p2+p22

+pgh,

Poniewaz p; = p» = p, 1 ponadto h; — hy = h wige

pgh=" (i -v})
skad

vV, =-[2gh+V;

Poniewaz poziom wody w zbiorniku opada wolno mozemy przyjac¢ v; = 0. Wowczas

vV, =./2gh

Woda wyplyw przez otwor z predkoscia jaka uzyskalaby spadajac swobodnie
z wysokosci A.
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Modut IV - Test kontrolny

Test IV

1.

Fala akustyczna o czgstotliwosci 1000 Hz rozchodzi si¢ z predkoscia 330 m/s. O ile sa
oddalone od siebie punkty, ktére maja przeciwne fazy? O ile zmienia si¢ faza w danym
punkcie przestrzeni w czasie £ =2.5-10" s ?

Napisz réwnanie fali rozchodzacej si¢ w ujemnym kierunku osi x, ktérej amplituda
wynosi 1 mm, czestotliwosci 660 Hz, a predkos$¢ rozchodzenia si¢ 330 m/s.

Jaka jest amplituda fali wypadkowej powstatej w wyniku natozenia si¢ dwoch fal
harmonicznych o takiej samej czgstotliwosci i amplitudach réwnych odpowiednio 1
cm i 2 cm jezeli oscylacje r6znia si¢ w fazie o n/2 . Fale rozchodza si¢ w jednym
kierunku.

Jakie musi by¢ naprezenie struny o dlugosci 50 cm 1 masie 50 g, zeby dawala ona ton
podstawowy o czg¢stotliwosci 1000 Hz?

Zrédto dzwigku o czestotliwosci 500 Hz oddala si¢ od obserwatora w strong pionowe;
sciany, z predkoscia 5 m/s. Oblicz czgstotliwos¢ dzwigku odbieranego przez
obserwatora bezposrednio ze Zrodla 1 dzwigku odbitego od Sciany. Czy obserwator
styszy dudnienia? Predko$¢ dzwigku w powietrzu wynosi 330 m/s.

Podno$nik hydrauliczny sktada si¢ z dwodch ttokow polaczonych ze soba tak jak na
rysunku ponizej. Duzy tlok ma $rednicg 1 m, a maly 0.01 m. Jaka sil¢ trzeba przytozy¢
do mniejszego tloka, zeby podnies¢ samochdd o masie m = 1000 kg?

Balon o masie 360 kg i objetosci 600 m’® jest przymocowany do ziemi za pomoca
pionowej liny. Oblicz jaka jest sila napinajaca ling? Gesto$¢ powietrza p = 1.3 kg/m’.
Sita no$na wywierana na skrzydto samolotu wynosi 10 N na kazdy cm® skrzydta. Jaka
jest predkos¢ przeptywu powietrza ponad skrzyditem jezeli pod skrzydtem przeptywa
ono z predkoscia 200 m/s?
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Modut V — Kinetyczna teoria gazéw i termodynamika I

15 Kinetyczna teoria gazéw i termodynamika |

Termodynamika zajmuje si¢ wlasciwosciami cieplnymi uktadéw makroskopowych,
zaniedbujac w odroznieniu od mechaniki statystycznej mikroskopowa budowe ciat
tworzacych uktad. Gdybysmy chcieli Scisle okresli¢ stan fizyczny uktadu zawierajacego
ogromng liczbg czasteczek, na przyklad porcji gazu, to musieliby§my zna¢ stan kazdej
czasteczki oddzielnie to znaczy musielibysmy podac¢ potozenie kazdej czasteczki, jej
predkos¢ oraz sily nan dziatajace. Takie obliczenia ze wzgledu na duza liczbe czasteczek
sa niemozliwe. Okazuje si¢ jednak, ze postugujac si¢ metodami statystycznymi
(rachunkiem prawdopodobienstwa) mozemy znalez¢ zwiazki migdzy wielko$ciami
mikroskopowymi  (dotyczacymi  poszczegdlnych  czasteczek), a  wielkoSciami
makroskopowymi opisujacymi caly uktad. Chcac opisa¢ gaz jako calo$¢ mozemy wigc
bada¢ jedynie wielkosci makroskopowe takie jak ci$nienie, temperatura czy objetos¢ bez
wdawania si¢ w zachowanie poszczeg6lnych czasteczek.

15.1 CisSnienie gazu doskonafego

Rozpocznijmy nasze rozwazania od definicji gazu doskonatego. Zrobimy to podajac
nastgpujace zalozenia dotyczace czasteczek gazow:

Definicja
229 Czgsteczki gazu doskonalego traktujemy jako punkty materialne (objetosé czqsteczek
gazu jest o wiele mniejsza niz objetos¢ zajmowana przez gaz i dlatego z dobrym
przyblizeniem przyjmujemy, ze ich objetosc jest rowna zeru). W gazie doskonatym
zderzenia z innymi czqsteczkami oraz ze Sciankami naczynia sq sprezyste i dlatego
catkowita energia czqsteczek jest rowna ich energii kinetycznej; energia potencjalna
jest stale rowna zeru (nie ma przyciqgania ani odpychania pomiedzy czqsteczkami).

Wyprowadzimy teraz prawo gazéw doskonatych. Czasteczki gazu bedziemy traktowac
jako N matych, twardych kulek, kazda o masie m zamknigtych w szeSciennym pudetku
o objetosci V. Kulki sa twarde to znaczy beda zderzaly si¢ sprezyscie ze $ciankami
naczynia, a to oznacza, ze ich energia kinetyczna bedzie stala. Na poczatek rozwazmy
jedna czasteczke, ktora zderza si¢ ze §cianka naczynia (rysunek 15.1).

y L

Y

[
L

X

Rys. 15.1. Czasteczka gazu odbija si¢ sprezyscie od $cianki naczynia
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Sita jaka czasteczka wywiera na $cianke w czasie A wynosi zgodnie z druga zasada
dynamiki Newtona

Ap
F="r=
N (15.1)
Zmiana sktadowej x pedu czasteczki spowodowana zderzeniem wynosi
Ap.=mV_—(-mV_ )=2mV, (15.2)

Czasteczka po odbiciu dociera do $cianki przeciwnej i powraca. Jezeli po drodze nie
zderza si¢ z innymi czasteczkami to czas pomigdzy kolejnymi zderzeniami z wybrang
Scianka jest rowny czasowi przelotu przez caty szes$cian i z powrotem

2L
At ===
v (15.3)

X

gdzie L jest odleglo$cia migdzy Sciankami. Stad sita wywierana na $cianke (przez jedna
czasteczke) wynosi

2mv.) mv:
E = = =
2L L (15.4)

\Y}

X

Dla N czastek catkowita sita wynosi

(15.5)

gdzie \Tf jest to V> uérednione po wszystkich czasteczkach. Dzielac obie strony réwnania

. ., . . ) . e, e
przez pole powierzchni $cianki S = L~ otrzymujemy ci$nienie

mv? mv?
p=N SLx:N V" (15.6)
lub zalezno$¢
pV = Nmv? (15.7)

Jak widac¢ iloczyn pV jest staty tak dlugo jak dtugo jest stata energia kinetyczna czastek.
Predkosc sredniq kwadratowq ® czasteczki mozemy zapisac jako

VZ=Vi+V)+V? (15.8)
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Zauwazmy ponadto, ze czasteczki gazu wykonuja ruch chaotyczny wigc poruszaja si¢ we
wszystkich kierunkach, a zaden nie jest wyrdzniony. Dlatego zachodzi réwno$¢

Vi=vi=vi
I 2 159
v:=3vl czyli V! :\/3 (159

Podstawiamy to wyrazenie do rownania (15.7) 1 otrzymujemy

2

szNmV3 (15.10)

Poniewaz iloczyn Nm jest rowny masie gazu M, to korzystajac z wyrazenia na gestos¢
p = M/V mozna przepisa¢ powyzsze rOwnanie w postaci

p=p— (15.11)

Z réwnania (15.11) mozemy wyznaczy¢ tzw. predkosciq sredniq kwadratowq @, ktora

jest pierwiastkiem kwadratowym z v’

— [3
Vi =V =4//f (15.12)

Powyzsze réwnania (15.11) 1 (15.12) sa przykladem zwiazku o jakim mowilismy we
wstepie. Opisuja one relacje pomigdzy wielko$cia makroskopowa jaka jest ci$nienie gazu
1 kwadratem predkosci czastek gazu to jest wielkos$cia mikroskopowa.

@ Cwiczenie 15.1

Predkos¢ s$rednia kwadratowa jest pewnego rodzaju miarg przecigtnej predkosci
czasteczek. Sprobuj obliczy¢ jej wartos¢ dla powietrza w temperaturze 0° C przy ci$nieniu
1 atm. Gesto$¢ powietrza w tych warunkach wynosi 1.3 kg/m’. Poréwnaj ten wynik
z predkoscia rozchodzenia si¢ fal dzwigkowych w powietrzu réowna 340 m/s. Czy
obliczona predkosc¢ jest tego samego rzedu wielko$ci?

Wyniki zapisz ponize;j.

Vsrhow. =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na konicu modutu.
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15.2 Temperatura, rbwnanie stanu gazu doskonatego

15.2.1 Zerowa zasada termodynamiki

Potocznie temperaturg rozumiemy jako miar¢ cieptoty ukladu. Za pomoca dotyku,
mozemy np. stwierdzi¢, ktoére z dwoch ciat jest cieplejsze. MOwimy o nim, ze ma wyzsza
temperaturg. Mozemy rowniez stwierdzi¢, ze gdy dwa ciala o réznych temperaturach
zetkniemy ze soba (i odizolujemy od innych) to po dostatecznie dlugim czasie ich
temperatury wyrownaja si¢. Mowimy wtedy, ze te ciala sa w rownowadze termicznej ze
soba. Formulujemy teraz postulat nazywany zerowa zasadq termodynamiki.

/=, Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Jezeli ciala 1 i 3 sq w réwnowadze termicznej, a takze ciata 2 i 3 sq w réwnowadze
termicznej to ciatla 1 i 2 sq w tej samej rownowadze termicznej.

Jako kryterium réwnowagi cieplnej migdzy cialami wprowadzamy pojecie temperatury
Umawiamy sig, ze ukladom fizycznym, ktére moga by¢ jednoczesnie ze soba w stanie
rownowagi cieplnej, przypisujemy te sama temperature.

15.2.2 Kinetyczna interpretacja temperatury

Teraz gdy zapoznali$my si¢ z pojgciem temperatury poznamy jej definicj¢ na gruncie
teorii kinetycznej, czyli przy podejsciu mikroskopowym.

Definicja
Temperature bezwzglednq definiujmy jako wielkos¢ wprost proporcjonalng do
sredniej energii kinetycznej czqsteczek.

2 \Ymv?
T = %) 2 (15.13)

g

Czynnik (2/3k) jest wspolczynnikiem proporcjonalno$ci. Warto$¢ statej k, zwanej stata
Boltzmana, wynosi k = 1.38:10% J/K. Z tej definicji wynika, ze $rednie energie kinetyczne
ruchu postgpowego (na czasteczke) dla dwu kontaktujacych sig¢ gazow sa rowne.

15.2.3 Réwnanie stanu gazu doskonatego

Jezeli obliczymy v z zaleznosci (15.13) 1 podstawimy do réwnania (15.10) to
otrzymamy rownanie stanu gazu doskonatego w postaci

pV =NkT (15.14)

Poniewaz przy opisie wlasnosci gazow wygodnie jest postugiwac si¢ liczba moli n to
réwnanie stanu gazu czgsto przedstawia si¢ w postaci

pV =nRT (15.15)
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gdzie stata R = 8.314-J/mol K jest uniwersalng stala gazowa zwiazana ze stala Boltzmana

1liczba Avogadra N,y relacja R = kN4y. Stata Avogadra Ny, = 6.023-10% 1/mol, okresla

liczbe czasteczek w jednym molu. Przypomnijmy, ze mol jest ilo§cia materii uktadu

zawierajacego liczbe czasteczek rowna liczbie atoméw zawartych w 0.012 kg wegla *C

(rowna Nyy).

Rownanie stanu gazu doskonatego zostalo sformutowane w XIX w. przez Clapeyrona na

podstawie trzech praw empirycznych odkrytych wcze$niej przez innych badaczy:

e Prawo Boyle'a-Mariotte'a stwierdza, ze w stalej temperaturze iloczyn ci$nienia
1 objetosci danej masy gazu jest staty pJ = const.;

e Prawo Charlesa méwi, ze przy statej objetosci gazu stosunek ci$nienia i temperatury
danej masy gazu jest staly p/T = const.;

e Prawo Gay-Lussaca stwierdza, ze dla statego cisnienia stosunek objgtosci do
temperatury danej masy gazu jest staty /T = const.

@ Cwiczenie 15.2

Sprobuj przedstawi¢ graficznie te trzy zalezno$ci wykreslajac je w réznych uktadach
wspotrzednych zamieszczonych ponizej.

A J
v
A J

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Clapeyron podsumowat te wyniki podajac zalezno$¢

pV
7 = const. (15.16)

zgodna z rownaniem stanu gazu doskonatego (15.15).

15.2.4 Pomiar temperatury, skale temperatur

Zeby wyznaczyé temperature na podstawie definicji (15.13) musieliby$my wyznaczy¢
energi¢ kinetyczna czasteczek gazu co jest bardzo trudne. Ale mozemy si¢ postuzyc
réwnaniem stanu gazu doskonatego (15.15). Latwo bowiem jest zmierzy¢ iloczyn pV na
przyktad dla gazu pod stalym ci$nieniem lub przy stalej objgtosci. Termometr gazowy
stuzyt przez wiele lat jako wzorzec temperatury. Za jego pomoca okreslono
doswiadczalnie punkty odniesienia, takie jak na przyklad punkt wrzenia wody, dla
praktycznych pomiaréw temperatur. W praktyce w powszechnym uzyciu jest skala
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Celsjusza T w tej skali temperatura rownowagi wody i lodu wynosi 0° C, a temperatura
rownowagi wody 1 pary wodnej wynosi 100° C. Natomiast w fizyce stosujemy
bezwzglednqg termodynamicznq skale temperatur ® nazywana skalq Kelvina v .

oy Jednostki

&3 Jednostka temperatury bezwzglednej jest kelwin (K). Poniewaz w obu skalach
Kelvina 1 Celsjusza roznica pomigdzy temperatura zamarzania i wrzenia wody
wynosi 100 stopni wigc wielko$¢ stopnia jest taka sama w obu skalach.

Migdzy temperatura w skali Celsjusza ¢c a temperatura w skali bezwzglednej T zachodzi
zwiazek

to=T-273.15 (15.17)

15.3 Ekwipartycja energii

Wiemy juz na podstawie rownania (15.13), ze w roéwnowadze termodynamicznej

srednie energie kinetyczne ruchu postgpowego wszystkich czasteczek sa réwne. Powstaje
pytanie czy czasteczka moze gromadzi¢ energie w inmej postaci niz energia ruchu
postgpowego?
Odpowiedz jest twierdzaca: jezeli tylko czasteczka nie ma ksztaltu kulki (czasteczka
jednoatomowa), a ma pewna struktur¢ wewnetrzna to moze wirowacé i drga¢. Przyktadowo,
dwuatomowa czasteczka w ksztatcie hantli (rysunek 15.2) bedzie si¢ obraca¢ po zderzeniu
z inng czasteczka.

Z 4

-

»
>

y

B
'/\
U
S

Rys. 15.2. Dwuatomowa czastka w ksztatcie hantli o dwéch rotacyjnych stopniach swobody

Na podstawie mechaniki statystycznej mozna pokazaé, ze gdy liczba punktow
materialnych jest bardzo duza i obowiazuje mechanika Newtonowska to:
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= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Dostepna energia rozktada sie w réownych porcjach na wszystkie niezalezne
sposoby, w jakie czqsteczka moze jq absorbowac.

Twierdzenie to nosi nazwe¢ zasady ekwipartycji energii.

Kazdy z tych sposobow absorpcji energii nazywa si¢ stopniem swobody ® jest réwny
liczbie niezaleznych wspotrzednych potrzebnych do okreslenie potozenia ciata
w przestrzeni. Mozemy wigc zasadg ekwipartycji energii wyrazi¢ innymi stowami:

= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Srednia energia kinetyczna na kazdy stopier swobody jest taka sama dla wszystkich
czqsteczek.

Na podstawie rownania (15.13) $rednia energia kinetyczna ruchu postepowego czasteczki
Wwynosi

2

1 3
—mVv°- =—kT
2m > (15.18)

Odpowiada to trzem stopniom swobody poniewaz potrzebujemy trzech wspotrzednych (x,
¥, z) do okreslenia potozenia §rodka masy czasteczki. Stad $rednia energia przypadajaca na

. : 1
jeden stopien swobody wynosi EkT na czasteczke.

Dla czasteczek obracajacych si¢ potrzeba dodatkowych wspotrzednych do opisania ich
obrotu wigc mamy dodatkowe stopnie swobody. O ile dla N czasteczek nie obracajacych
si¢ catkowita energia wewngtrzna U jest energia kinetyczna ruchu postepowego

3
U = NKT (15.19)

to dla czastek wieloatomowych, ktére moga obraca¢ si¢ swobodnie we wszystkich trzech
kierunkach (wokot osi x, y, z)

U=E, . +E, . = ;NkT 5 ;NkT = 3NKT (15.20)

k,post.

Natomiast dla czastki dwuatomowej (hantli pokazanej na rysunku 15.2))

3 2 5

U = Ep po + Eyr. = NKT + NKT = NKT (15.21)

k,post.

W tym przypadku mamy tylko dwa rotacyjne stopnie swobody bo moment bezwtadno$ci
wzgledem osi hantli (0§ x) jest znikomo maty.

Zwroémy uwage, ze mowimy tu o energii "ukrytej" (wewngtrznej) czastek, a nie o energii
makroskopowej (zwiazanej z przemieszczaniem masy). O energii wewngetrznej mowilismy
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przy zasadzie zachowania energii (energia indywidualnych czastek nie zawarta w energii
kinetycznej czy potencjalnej ciata jako catosci). Energi¢ wewngtrzna oznacza si¢
zazwyczaj przez U 1 takie oznaczenie bgdziemy dalej stosowac.

15.4 Pierwsza zasada termodynamiki

W mechanice rozwazaliSmy zmiany energii mechanicznej uktadu bedace wynikiem
pracy wykonanej przez silty zewngtrzne. W przemianach termodynamicznych mozliwy jest
inny (nie mechaniczny) sposob przekazywania energii. Gdy dwa uklady o réznych
temperaturach zetkniemy ze soba to ciepto Q przeptywa z ciala cieplejszego do
chlodniejszego.

Zgodnie z zasada zachowania energii

= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Cieplo pobrane przez uklad jest réwne wzrostowi energii wewnetrznej uktadu plus
pracy wykonanej przez uktad nad otoczeniem zewnetrznym.

czyli

O=AU+W

15.22
AU =0-W (15.22)

To jest sformulowanie pierwszej zasady termodynamiki. W tym zapisie mamy rozdzielona
energi¢ ciata na czg$¢ makroskopowa (energi¢ mechaniczna) i mikroskopowa (energi¢
wewnetrzng). Zasada ta dziata réwniez w "druga strong" to znaczy, gdy nad ukladem
zostanie wykonana praca to uktad moze oddawaé ciepto. To rdwnanie czgsto piszemy
w posta¢ rozniczkowe;j

dU =dQ—-dW (15.23)

Widzimy, ze zmiana energii wewngtrznej zwiazana jest z cieptem pobieranym (dQ>0) lub
oddawanym (dQ<0) przez uktad oraz z praca wykonana przez uktad (d#>0) lub nad
uktadem (d<0).

Rozpatrzymy teraz gaz dziatajacy sita F' na ttok o powierzchni S, jak na rysunku 15.3

Rys. 15.3. Gaz wykonuje pracg przesuwajac ttok na odcinku dx
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Praca wykonana przez gaz wynosi
F
dW=Fdx:§de=pdV (15.24)

1 wtedy
dU =dQ - pdV (15.25)

Pamigtamy, ze w mechanice praca sit zachowawczych wykonana nad punktem
materialnym poruszajacym si¢ migdzy dwoma punktami zalezata tylko od tych punktow,
a nie od taczacej je drogi. W termodynamice stwierdzamy, ze

[ Prawo, zasada, twierdzenie
&3 Zmiana energii wewnetrznej uktadu, przy przejsciu pomiedzy dwoma stanami, zalezy
wylqcznie od tego jaki jest stan poczqtkowy i koncowy przejscia.

Oznacza to, ze chociaz dQ 1 dW z osobna zaleza od drogi przejscia to dU ma okreslona
warto$¢ niezalezng od sposobu przej$cia uktadu do stanu koncowego. Taka wielkos¢
fizyczna (funkcjg¢ tego typu), ktéra charakteryzuje stan uktadu, 1 ktérej wartosci nie zaleza
od sp%obu w jaki uktad zostal do danego stanu doprowadzony nazywamy funkcjq
stanu ¥,

@ Cwiczenie 15.3

Teraz korzystajac z pierwszej zasady termodynamiki okresl jaki znak maja zmiana energii
wewngtrznej AU oraz praca W dla cyklu przemian 1—-2—3—4—1 pokazanych na rysunku
ponizej (wykres p(})). Wyniki zapisz w zamieszczonej tabeli. Zauwaz, ze obliczanie pracy
W = pAV sprowadza si¢ do obliczenia pola pod wykresem p(V).

p 'y 4 3
1 2
V,
Przemiana znak (+/0/-)
w AU
152
253
3—4
4—1
15253541
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Przyjmujac wartosci V= Vi =1 dm’, Vo= V3 =2 dm?’, p1= p» =1 atm. oraz
p3 =p4=1.01 atm. Oblicz prace wykonana w cyklu zamknigtym 1 —2—3—4—1.

W:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

15.5 Ciepfo wilasciwe

/& Definicja

Ciepto wlasciwe substancji definiujemy jako dQ/dT czyli ilos¢ ciepla, ktorq trzeba
dostarczy¢ do  jednostki masy, zeby spowodowac jednostkowq zmiang  jej
temperatury.

Gdy mas¢ wyrazamy w kilogramach to méwimy o cieple wlasciwym wagowym @, a gdy
wyrazamy ja w molach to mamy do czynienia z molowym cieptem wltasciwym .

15.5.1 Ciepto wlasciwe przy statej objetosci

Ciepto wlasciwe jednego mola gazu utrzymywanego w statej objetosci oznaczamy cy,.
Poniewaz dV = 0 wigc zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki dU = dQ, a stad

_ 4G Ay

G = T _ dT (15.26)

Dla gazu jednoatomowego (dla jednego mola) mamy na podstawie rownania (15.19)

U=;NAVkT=;RT.Zatem

o =R (15.27)
Dla jednego mola gazu dwuatomowego na podstawie rownania (15.21)
¢, =R (15.28)

a dla jednego mola czasteczek wieloatomowych z réwnania (15.20)
¢, =3R (15.29)

Jak wynika z powyzszych obliczen mechanika klasyczna przewiduje ciepto wilasciwe
niezalezne od temperatury. Tymczasem badania pokazuja, ze jest to prawdziwe tylko dla
gazow jednoatomowych. Dla pozostatych ¢y ro$nie z temperatura.
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Przyktad takiej zaleznosci jest pokazany na rysunku 15.4 gdzie przedstawiono cieplo
wlasciwe ¢y dla wodoru (czasteczka dwuatomowa H,) w funkcji temperatury (w skali
logarytmicznej).

C, (cal/molK) | 7R/2
6
5R/2
4
3R/2
210 . 100 . 1000 1000{}

Temperatura (K)

Rys. 15.4. Zalezno$¢ molowego ciepta wlasciwego wodoru od temperatury

Zauwazmy, ze w temperaturach nizszych od 100 K, ¢, =;R co wskazuje, ze w tak

niskich temperaturach czasteczka porusza si¢ tylko ruchem postgpowym i nie wiruje.
Rotacja staje si¢ mozliwa dopiero w temperaturach powyzej 100 K; 1 dopiero wtedy

¢y :gR. Ale w temperaturach powyzej 2000 K ciepto wlasciwe ¢, ro$nie do wartosci

¢ = ;R co oznacza, ze przybyly jeszcze dwa stopnie swobody. Ten wynik do§wiadczalny

wigzemy z drganiami atomow w czasteczkach. W tak wysokich temperaturach czasteczka
przestaje si¢ zachowywac jak ciato sztywne i zderzenia migdzy czasteczkami powoduja, ze
dwa atomy wodoru (w czasteczce) beda drgaty.

Wyttumaczenie tych zjawisk nie jest mozliwe na gruncie mechaniki klasycznej. Dopiero
mechanika kwantowa daje wyjasnienie tych zmian ciepta wlasciwego. Na jej gruncie
mozna pokazaé, ze do wzbudzenia rotacji potrzeba pewnej minimalnej energii. Podobnie
jest dla ruchu drgajacego, ktory moze by¢ wywotany dopiero dla dostatecznie wysokiej
energii.

®5 Wiegcej o rotacyjnych i wibracyjnych stopniach swobody czasteczki wodoru mozesz
dowiedzie¢ sie w Dodatku 1, na koncu modutu V.

Zatem w wysokich temperaturach oprécz energii kinetycznej ruchu postgpowego

1 obrotowego istnieje jeszcze energia kinetyczna i potencjalna drgan. Wobec tego $rednia
energia wewngtrzna na czasteczke wodoru wynosi
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U=E, .+ E. o T E 4. TE, .4 =§kT+EkT+lkT+lkT=sz (15.30)
.post. .obr. .drg. pot.drg. 2 2 2 2 2
a dla 1 mola
7
U=5RT (15.31)

Stad otrzymujemy molowe ciepto wlasciwe przy stalej objgtosci

7
&=, R (15.32)

15.5.2 Ciepto wlasciwe przy stalym cisnieniu

Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki
dQ=dU + pdV (15.33)
a na podstawie rownania (15.26) dU =¢,dT wigc
dQ=c,dT+ pdV (15.34)

Z réwnania stanu gazu doskonatego (15.15) wynika, ze dla jednego mola gazu
pdV =RdT wigc

dQ=c,dT+RAT (15.35)

Dzielac stronami przez d7 otrzymujemy

do
=c,+R
a7 ¢y (15.36)

a to z definicji jest rowne cieptu wlasciwemu przy statym ci$nieniu c,, wigc
c,=¢, +R (15.37)

Widzimy, ze ciepto wlasciwe przy statym cisnieniu jest wigksze od ciepta wlasciwego przy
stalej objetosci ¢, >cy. Dzieje sig¢ tak dlatego, ze w przemianie izobarycznej trzeba
dostarcza¢ ciepla nie tylko na zmiang energii wewngtrznej, zwidzang ze zmiang
temperatury, ale 1 na wykonanie pracy zwiazanej ze zmiana objgtosci podczas gdy
w przemianie izochorycznej praca jest rowna zeru.
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@ Cwiczenie 15.4

Korzystajac z powyzszej zalezno$ci (15.37) 1 pamigtajac, ze $rednia energia przypadajaca
na jeden stopien swobody wynosi ;RT dla jednego mola, sprébuj uzupenié¢ ponizsza

tabelg 1 wpisa¢ teoretyczne warto$ci molowego ciepla wilasciwego réznych rodzajow
gazow doskonatych.

Typ gazu Cp Cv cplcy
Jednoatomowy
Dwuatomowy + rotacja
Dwuatomowy + rotacja + drgania
Wieloatomowy + rotacja
Wieloatomowy + rotacja + drgania

15.6 Rozprezanie izotermiczne i adiabatyczne

Rozprezanie si¢ gazu zamknigtego w cylindrze z ruchomym tltokiem zostato szeroko
wykorzystane w konstrukcji silnikow. Rozpatrzymy teraz dwa zwykle wystegpujace
procesy to jest rozprezanie izotermiczne i rozpr¢zanie adiabatyczne.

15.6.1 Rozprezanie izotermiczne

Przy rozprgzaniu izotermicznym trzeba utrzymywaé stata temperature $cian cylindra;
wigc ttok musi poruszaé si¢ wolno, zeby gaz mogl pozostawa¢ w réwnowadze termicznej
ze $ciankami cylindra. Poniewaz T = const., wigc dU = 0. Stad, na podstawie pierwszej
zasady termodynamiki, otrzymujemy warunek dQ =dW = pdV , a dalej

NkT

i " Bdy %
AQ=AW = [ pdV = dv = NkT [ &2 = NkT | 22
0 Vjp VI( 7 j | ; n[Vj (15.38)

4 1

. . . . NkT
gdzie, na podstawie rownania stanu gazu doskonatego, podstawiono p = N

15.6.2 Rozprezanie adiabatyczne

Czgsto w silnikach nie sa spetnione warunki rozprezania izotermicznego bo tlok
porusza si¢ bardzo szybko i nie ma do$¢ czasu na przeptyw ciepta pomigdzy gazem
a $cianami cylindra. Taka przemian¢ zachodzaca bez wymiany ciepta z otoczeniem
nazywamy przemianq adiabatyczng ®  Oznacza to, ze dQ0=0 1 pierwsza zasada
termodynamiki przyjmuje posta¢c dU + pdV =0. Rownanie to mozna przeksztatci¢ do
postaci

pV" =const. (15.39)
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gdzie x=c,/c,. RoOwnanie to nosi nazwg rownania Poissona dla przemiany

adiabatyczne;.

®5 7 wyprowadzeniem réwnania Poissona dla przemiany adiabatycznej mozesz
zapoznac¢ si¢ w Dodatku 2, na koncu modutu V.

Z tego réwnania i réwnania stanu gazu doskonatego wynika, Zze w przemianie
adiabatycznej zmieniaja si¢ wszystkie parametry stanu gazu: p, Vi T.

@ Cwiczenie 15.5

Adiabatyczne rozprezanie wykorzystuje si¢ w chtodnictwie (chtodziarka sprezarkowa),
a przede wszystkim w silniku spalinowym. Korzystajac z naszych obliczen sprobuj teraz
rozwigza¢ nastgpujace zadanie. Silnik benzynowy ma stopien sprgzania 9 tzn. stosunek
objetosci koncowej do poczatkowej gazu w cylindrze wynosi V>/V; = 9. Oblicz jaki jest
stosunek temperatury gazoéw wydechowych do temperatury spalania? Przy doborze
wartosci x uwzglednij, ze powietrze jest w przewazajacej mierze mieszaning gazow
dwuatomowych.

Wskazowka: Skorzystaj z rownania Poissona (15.39) i z réwnania stanu gazu doskonatego.

Tz/T]Z

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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16 Kinetyczna teoria gazéw i termodynamika Il

16.1 Srednia droga swobodna

Nasze dotychczasowe rozwazania dotyczyly gazu doskonalego. Takie uniwersalne
podejscie jest wygodne, ale musimy mie¢ $wiadomos$¢, ze daje tylko przyblizony opis
rzeczywistych gazow. Teraz sprobujemy omoéwi¢ niektére istotne wlasciwosci gazu
rzeczywistego. Zwro¢my na przyktad uwage na to, ze gdyby czasteczki byty punktowe to
nie zderzalyby si¢ w ogole ze soba. Tak wigc w opisie zderzen musimy uwzglednic¢
skonczone wymiary czasteczek. Bedziemy teraz traktowaé czasteczki jako kuleczki
o $rednicy d. Oznacza to, ze zderzenie pomigdzy czasteczkami bgdzie mialo miejsce gdy
odlegto$¢ migdzy ich $rodkami bedzie mniejsza niz d. Inaczej mowiac czasteczka
zachowuje sig jak tarcza o efektywnej powierzchni

o=md’ (16.1)

Ta powierzchnia nosi nazwe catkowitego przekroju czynnego ®.

W czasie ¢ czasteczka poruszajaca si¢ z predkoscia v przemiata objetos¢ walca rowna Vis.
Jezeli n jest liczba czasteczek w jednostce objgtosci to na swej drodze (w tym walcu) nasza
czastka napotka n. innych czasteczek

n, =Vton (16.2)

Tym samym otrzymaliSmy liczbe zderzen, ktorych doznaje czasteczka w czasie . Widac,
ze zalezy ona od rozmiaréw czasteczek 1 od ich liczby w jednostce objgtosci.
Wprowadzimy teraz pojecie sredniej drogi swobodnej A D

i Definicja
=9 Sredniq droge swobodng definiujemy jako Sredniq odleglosé przemywanq przez
czqsteczke pomiedzy kolejnymi zderzeniami.

Rys. 16.1. Przyktadowa droga, po ktorej porusza si¢ czasteczka gazu zderzajaca si¢ z innymi
czasteczkami; wszystkie pozostate czasteczki poruszaja si¢ w taki sposéb
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Srednia droga swobodna jest rowna catkowitej odlegtosci przebywanej przez czastke
podzielonej przez liczbg zderzen (rysunek 16.1).

R 16.3
Vion on nd’n (16.3)

Réwnanie (16.3) wyprowadziliSmy przy zalozeniu, ze czastka zderza si¢ z innymi
nieruchomymi czasteczkami. W rzeczywisto$ci czasteczki uderzaja w inne tez poruszajace
si¢ czasteczki. Rzeczywista czgsto$¢ zderzen jest wige wigksza, a §rednia droga swobodna
mniejsza

7«5%51’211 (16.4)

Ta roznica we wzorach wynika z tego, ze w poprzednim réwnaniu (16.3) wystgpujace tam
dwie predkosci sa rozne: predko$é w liczniku to predko$é $rednia czasteczek vV wzgledem
naczynia, a predko$¢ w mianowniku to srednia predko$¢ wzgledna w stosunku do innych
czqsteczek. Mozna si¢ przekona¢ jakosciowo, ze te predkosci sa rozne. Na przyktad, gdy
czastki biegna naprzeciw siebie to maja wzgledna predkos$¢ rowna 2v, gdy pod katem
prostym to réwna v-/2,a gdy w tg sama stron¢ to wzgledna predkos¢ jest rowna zeru.
Uwzgledniajac rzeczywisty rozktad predkosci otrzymujemy v, =v/2.

=~ Przyklad

Sprobujmy teraz oszacowac jaka jest typowa $rednia droga swobodna i jak czgsto czastki
zderzaja si¢ ze soba. W tym celu rozpatrzmy czastki powietrza w temperaturze 300 K
(27°C) i pod ciénieniem 1 atm. Przyjmijmy $rednice czasteczek rowna d=2-10"° cm.
W tych warunkach jeden mol powietrza zajmuje okoto 22.4 dm’, a poniewaz w molu
znajduje si¢ Ny =6.023-10" czasteczek to ich koncentracja wynosi n=2.7-10"/cm’.
Korzystajac z rownania (16.4) otrzymujemy $rednia droge swobodna rowna A= 2.1-107
cm, co stanowi okolo tysiaca S$rednic czasteczkowych (1000d). Czestos¢ zderzen
obliczamy dzielac $rednia predkos¢ czasteczek przez $rednia droge swobodna

(16.5)

o<

f=

Do naszych celow postuzymy si¢ wartoscia predkosci Sredniej kwadratowej
(Virw. = 483 m/s) obliczonej w ¢wiczeniu w ¢wiczeniu 15.1. Odpowiednia czgstos¢
zderzen wynosi /= 2.3-10° 1/s. Srednio kazda czastka zderza sie w ciagu sekundy ponad
2 miliardy razy! Wiasnie dzigki tak duzej liczbie zderzen ogdlny rozktad predkosci nie
zmienia si¢.
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16.2 Rozktad Maxwella predkosci czasteczek

W przykladzie, w poprzednim rozdziale postugiwaliSmy si¢ pojeciem predkosci
sredniej czasteczek gazu. Jednak kazdy gaz ma charakterystyczny rozktad predkosci, ktory
zalezy od temperatury. Czastki nie moga mie¢ takich samych predkosci bo przeciez ich
predkosci zmieniaja si¢ w wyniku zderzen. Clerk Maxwell podatl prawo rozktadu predkosci
czasteczek, ktore dla gazu zawierajacego N czasteczek ma postaé

2

5 _mv
N(V)=47rN[2n;€Tj vie AT (16.6)
T

Funkcja N(V) okresla prawdopodobienstwo, ze w temperaturze 7, dN sposrod wszystkich
N czasteczek ma predkosci zawarte w przedziale od v do v +d V; & jest stala Boltzmana,
a m masa czasteczki. Calkowita liczbe czasteczek mozna zatem obliczy¢ dodajac (tj.
catkujac) liczby czastek dla poszczegolnych rézniczkowych przedziatow predkosci dv

N=[NV)dv (16.7)

Na rysunku 16.2 pokazany jest rozklad Maxwella predkosci dla dwoch réznych
temperatur; gdzie zaznaczono predkos¢ srednia, predkos$¢ srednig kwadratowa 1 predkose
najbardziej prawdopodobna.

N(v)

T

T=70K

T=300K

0 200 400 600 800 1000
v [m/s]

Rys. 16.2. Rozktad predkosci dla temperatur 70 K i 300 K. Pionowymi, liniami zaznaczono
predkosci: (a) najbardziej prawdopodobna; (b) $rednia; (c) Srednia kwadratowa.
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Zauwazmy, ze krzywa rozkladu nie jest symetryczna, bo dolny limit (najmniejsza
predkos¢) rowny jest zeru, podczas gdy gorny nieskonczono$ci. Ze wzrostem temperatury
ro$nie predkos¢ Srednia kwadratowa. Obszar predkosci jest teraz wigkszy. Poniewaz liczba
czastek (pole pod krzywa) jest stata wigc rozklad si¢ '"rozplaszcza". Wzrost, wraz
z temperatura, liczby czastek o predkosciach wigkszych od danej tlumaczy wiele zjawisk
takich jak np. wzrost szybkosci reakcji chemicznych towarzyszacych zwigkszeniu
temperatury. Ponadto rozktad predkos$ci zalezy od masy czasteczek. Im mniejsza masa tym
wigcej szybkich czasteczek (w danej temperaturze). Dlatego na przykiad wodor tatwiej
ucieka z gornych warstw atmosfery niz tlen czy azot.

Mozesz przesledzi¢ zaleznos¢ rozktadu predkosci czastek gazu od temperatury fal w
zalezno$ci korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Rozktad Maxwella
predkosci czasteczek” dostepnego na stronie WWW autora.

16.3 Rownanie stanu Van der Waalsa

Przypomnijmy, ze roéwnanie stanu gazu doskonatego pV =nRT dobrze opisuje gazy

rzeczywiste ale przy malych gestosciach. Przy wigkszych ggsto$ciach nie mozna pominaé
faktu, ze czastki zajmuja cze$¢ objgtosci dostepnej dla gazu oraz ze dzialaja na siebie
sitami przyciagania lub odpychania w zaleznos$ci od odlegto$ci migdzy nimi.

Van der Waals zmodyfikowat rownanie stanu gazu doskonalego, tak aby uwzgledni¢ te
czynniki.

Jezeli czastki posiadaja skonczona objeto$¢ to rzeczywista objetos¢ dostgpna dla czastek
jest mniejsza od objgtosci naczynia. "Objgtos¢ swobodna" jest mniejsza od objgtosci
naczynia o "objgtos¢ wlasng" czasteczek b. Jezeli oznaczymy przez V objgtosé
przypadajaca na jeden mol vV = V/n to otrzymamy zmodyfikowane rownanie stanu gazu

p(v-b)=RT (16.8)

Mozna rowniez prosto uwzgledni¢ efekt sit migdzyczasteczkowych. W dowolnym miejscu
w naczyniu sita przyciagania pomigdzy n czasteczkami (na jednostke objgtosci)
z sasiednimi n czasteczkami (na jednostke objetosci) jest proporcjonalna do n* czyli
proporcjonalna do 1/V*. Sita przyciagajaca wywoluje dodatkowe cignienie. Stad
otrzymujemy rownanie Van der Waalsa

[p + \;ﬁ)(v —b)=RT (16.9)

Stale a i b, r6zne dla r6znych gazéw, wyznaczamy doswiadczalnie.

Na rysunku 16.3 poréwnano zachowanie si¢ gazu doskonatego (a) z gazem Van der
Waalsa (b). Skala obu rysunkow jest jednakowa.

Izotermy gazu doskonatego sa hiperbolami danymi rownaniem pJV = const. Natomiast dla
gazu Van der Waalsa ci$nienie zmienia si¢ zgodnie z zalezno$cia
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_ RT _a
V-b) V’

P (16.10)

Widzimy, ze dla wysokich temperatur izotermy gazu Van der Waalsa zblizaja si¢ do
izoterm dla gazu idealnego.

Natomiast ponizej pewnej temperatury, tak zwanej temperatury krytycznej ®,
obserwujemy charakterystyczne minima i maksima w zaleznosci p(V).

p(vV)|

Rys. 16.3. Poréwnanie izoterm gazu doskonatego (a) z izotermami gazu Van der Waalsa (b)

Temperatura krytyczna jest waznym parametrem charakteryzujacym dany gaz. Ponizej
temperatury krytycznej gaz rzeczywisty moze ulec skropleniu, a powyzej niej moze
wystepowaé wylacznie w stanie gazowym.

Temperatury krytyczne wigkszo$ci gazow sa niskie 1 dlatego nie jest tatwo je skropli¢. Na
przyktad temperatura krytyczna dwutlenku wegla wynosi 304 K, ale wodoru juz 33 K,
a helu 5.3 K. Pionierami badan nad uzyskiwaniem niskich temperatur byli Karol Olszewski
1 Zygmunt Wroblewski, ktorzy w 1883 roku jako pierwsi dokonali skroplenia powietrza
(azot, tlen).

Chociaz, rownanie Van der Waalsa daje dobry opis jako$ciowy to bywa czasami zawodne
przy opisie ilosciowym. Jednak nie jest znana prosta formuta, ktora stosowataby si¢ do
réznych gazow w réznych warunkach.

16.4 Procesy odwracalne i nieodwracalne, cykl Carnota

16.4.1 Procesy odwracalne i nieodwracalne

Rozpatrzmy dwa przypadki izotermicznego sprgzania gazu. W pierwszym, tlok
przesuwamy bardzo szybko 1 czekamy az ustali si¢ rownowaga z otoczeniem. W czasie
takiego procesu ci$nienie i temperatura gazu nie sa dobrze okreslone bo nie sa jednakowe
w catlej objgtosci.

W drugim tlok przesuwamy bardzo powoli tak, ze ci$nienie i temperatura gazu sa w kazdej
chwili dobrze okreslone. Poniewaz zmiana jest niewielka to gaz szybko osiaga nowy stan
réwnowagi. Mozemy ztozy¢ caty proces z ciagu takich matych przesunigé¢ ttoka i wtedy
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podczas catego procesu gaz jest bardzo blisko rownowagi. Jezeli bgdziemy zmniejszac
nasze zmiany to w granicy dojdziemy do procesu idealnego, w ktorym wszystkie stany
posrednie (pomigdzy poczatkowym i koncowym) sa stanami rOwnowagi.

Pierwszy proces nazywamy procesem nieodwracalnym @, a proces drugi procesem
odwracalnym .

42 Definicja
&9 Proces nazywamy odwracalnym gdy za pomocq bardzo matej (rézniczkowej) zmiany
otoczenia mozna wywotac proces odwrotny do niego tzn. przebiegajqcy po tej samej
drodze w przeciwnym kierunku.

16.4.2 Cykl Carnota

Przyktadem cyklu odwracalnego jest cykl Carnota. Jest to bardzo wazny cykl
odwracalny poniewaz wyznacza granice naszych mozliwosci zamiany ciepta na prace.
Cykl Carnota, pokazany na rysunku 16.4 przebiega czterostopniowo:

1. Gaz znajduje si¢ w stanie rownowagi p;, Vi, T;. Cylinder stawiamy na zbiorniku ciepta
(T1) 1 pozwalamy, zeby gaz rozprezyt sig izotermicznie do stanu py, Vo, T;. W tym
procesie gaz pobiera ciepto Q) 1 jego kosztem wykonuje prace podnoszac ttok.

2. Cylinder stawiamy na izolujacej podstawce 1 pozwalamy na dalsze rozprg¢zanie
(adiabatyczne) gazu do stanu ps, V3, 7. Gaz wykonuje pracg¢ przy podnoszac ttok
kosztem wlasnej energii i jego temperatura spada do 7>.

3. Cylinder stawiamy na zimniejszym zbiorniku (7) i spr¢zamy gaz izotermicznie do
stanu pa, Va4, To. Pracg wykonuje sita zewngtrzna pchajaca tlok, a z gazu do zbiornika
przechodzi ciepto 0,.

4. Cylinder stawiamy na izolujacej podstawce 1 sprgzamy adiabatycznie do stanu
poczatkowego pi, Vi, T). Sily zewngtrzne wykonuja prace i temperatura gazu podnosi
si¢ do 7.

\4

Rys. 16.4. Cykl Carnota
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Praca wykonywana przez gaz lub sil¢ zewngtrzna jest réwna kazdorazowo polu pod
wykresem p(V) odpowiadajacym danej przemianie (rysunek-animacja 16.4) . Stad
wypadkowa praca W wykonana przez uktad w czasie pelnego cyklu jest opisana przez
powierzchni¢ zawarta wewnatrz zamknigtej krzywej opisujacej caty cykl.

Wypadkowa ilo§¢ ciepta pobrana przez uktad podczas jednego cyklu wynosi QO - O».
Natomiast wypadkowa zmiana energii wewngtrznej wynosi zero bo stan koncowy pokrywa
si¢ z poczatkowym, wigc na podstawie pierwszej zasady termodynamiki otrzymujemy

W=0-0, (16.11)

Schematycznie jest to przedstawione na rysunku 16.5. ponize;.

Rys. 16.5. Czgs$¢ pobranego ciepta O, jest w silniku zamieniana na pracg W,
a czg$¢ oddawana jako ciepto Q,.

Widzimy, ze pewna ilo$¢ ciepta zostata zamieniona na pracg. Mozemy powtarzac ten cykl
uzyskujac potrzebna ilo$¢ pracy. Takie urzadzenie nazywamy silnikiem cieplnym ©.
Sprawnos¢ 7 silnika cieplnego definiujemy jako

n:E:Ql_Qz

0" o (16.12)

Korzystajac z roOwnania stanu gazu doskonatego i z pierwszej zasady termodynamiki

mozna pokaza¢, ze sprawnos¢ silnika Carnota (dla gazu doskonatego) wynosi

p= L5 16.13
0 T (16.13)

%2 Wiecej 0 obliczaniu sprawno$¢ silnika Carnota mozesz dowiedzie¢ si¢ w Dodatku 3,
na koncu modutu V.
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Cykl Carnota mozna prowadzi¢ w kierunku przeciwnym i1 wtedy urzadzenie dziata jako
maszyna chtodzqca.

@ Cwiczenie 16.1

Sprobuj teraz, korzystajac z powyzszego wzoru obliczy¢ maksymalna sprawno$¢ maszyny
parowej, ktora pobiera z kotta parg¢ o temperaturze 227 °C, a oddaje do otoczenia parg
o temperaturze 127 °C. Pordéwnaj t¢ sprawno$¢ ze sprawnos$cia zwyklego silnika
samochodowego (okoto 25%). Jaki wplyw na sprawno$¢ miatoby podniesienie
temperatury pary w kotle? Wyniki zapisz ponize;.

n=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

16.5 Entropia i druga zasada termodynamiki

Zwroémy jeszcze raz uwage na to, ze w trakcie pracy (cyklu) silnika cieplnego czegs¢
pobieranego ciepta byta oddawana do zbiornika o nizszej temperaturze i w konsekwencji ta
ilo$¢ ciepta nie byla zamieniana na prace. Powstaje pytanie, czy mozna skonstruowac
urzadzenie, ktore pobieratoby cieplo 1 w cato$ci zamieniatoby je na pracg? Mogliby$my
wtedy wykorzysta¢é ogromne (z naszego punktu widzenia nieskonczone) ilosci ciepta
zgromadzone w oceanach, ktére bylyby stale uzupetniane poprzez promieniowanie
stoneczne.

Negatywna, niestety, odpowiedz na to pytanie jest zawarta w drugiej zasadzie
termodynamiki. Ponizej podane zostaty rOwnowazne sformulowania tej zasady:

(3 Prawo, zasada, twierdzenie
&3 Niemozliwa jest przemiana, ktorej jedynym wynikiem bylaby zamiana na prace
ciepta pobranego ze zZrodta majqcego wszedzie jednakowq temperature.

Oznacza to, ze nie mozemy zbudowaé doskonatego silnika cieplnego, bo nie mozemy
wytwarza¢ pracy pobierajac jedynie ciepto z jednego zbiornika bez oddawania pewnej
ilosci ciepta do zbiornika zimniejszego.

/3 Prawo, zasada, twierdzenie
&3 Zadna cyklicznie pracujqca maszyna nie moze bez zmian w otoczeniu przenosié¢ w
sposob ciqgly ciepla z jednego ciata do drugiego o wyzszej temperaturze.

Wiemy, z doswiadczenia, ze cieplo przeptywa od ciala cieplejszego do ciata zimniejszego.
Zeby zmieni¢ ten kierunek musi zostaé wykonana praca przez czynnik zewnetrzny. Nie
mozna wigc zbudowa¢ doskonatej maszyny chtodzacej, ktéra bez dodatkowych efektow
(wydatkowania pracy z zewnatrz) przenositaby w sposob ciagly ciepto z ciala
zimniejszego do cieplejszego.
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/= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Zadna cykliczna maszyna cieplna pracujqca pomiedzy temperaturami T; i T, nie
moze mie¢ sprawnosci wiekszej niz (T; — T5)/T.

Oznacza to, ze zadna maszyna cieplna nie moze mie¢ sprawnosci wigkszej od sprawnos$ci
silnika Carnota.

2 Wigcej 0 sprawno$¢ silnikow cieplnych mozesz przeczyta¢ w Dodatku 4, na koncu
modutu V.

16.5.1 Termodynamiczna skala temperatur

Przypomnijmy, ze sprawno$¢ silnika Carnota jest rOwna 7 W_0-0 I~ .

o 0O I
Wynika stad, ze

—-==t (16.14)

Mozemy wigc wyznaczy¢ stosunek temperatur dowolnych zbiornikow ciepta mierzac ilo§¢
ciepta przenoszona podczas jednego cyklu Carnota. Wzor (16.14) stanowi definicje tak
zwanej termodynamicznej skali temperatur % .

16.5.2 Entropia

Zerowa zasada termodynamiki wiaze si¢ z pojgciem temperatury ®. Pierwsza zasada
termodynamiki wiaze si¢ z pojeciem energii wewnetrznej .
Natomiast druga zasade termodynamiki wiazemy z pojeciem entropii ®.

/=, Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Druga zasada termodynamiki mowi, ze w ukladzie zamknietym entropia S nie moze
malec¢ to znaczy dS 2> 0.

Entropia S jest termodynamiczna funkcja stanu, zalezy tylko od poczatkowego
1 koncowego stanu uktadu, a nie od drogi przej$cia pomigdzy tymi stanami. Entropia jest
funkcja okreslona dla stanu rownowagi, taka ze dla procesu odwracalnego

. Definicja

_do
ds==" (16.15)

lub

S=I——r (16.16)
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gdzie dQ jest cieptem dostarczanym do uktadu w procesie odwracalnym.

Z tego punktu widzenia szczegolnie interesujace sa procesy adiabatyczne nie zwigzane
z przeplywem ciepla pomigdzy uktadem i otoczeniem. W procesie adiabatycznym dQ = 0,
wigc dla procesu odwracalnego dS = 0 na podstawie rownania (16.15). Oznacza to, ze

/=5 Prawo, zasada, twierdzenie
=29 Entropia ukladu izolowanego adiabatycznie, w ktorym zachodzq procesy
odwracalne, jest stala. Jednoczesnie mozna pokazaé, ze dla procesu adiabatycznego
nieodwracalnego, entropia uktadu rosnie.

Mozna uog6lni¢ zasadg¢ wzrostu entropii na uktady nie izolowane adiabatycznie to znaczy
takie, ktore wymieniaja ciepto z otoczeniem. Traktujemy wtedy nasz ukiad i otoczenie
razem jako jeden "wigkszy" uktad ponownie izolowany adiabatycznie. Wtedy

d§+ds, 20 (16.17)

gdzie dS, jest zmiana entropii otoczenia. Zmienia si¢ wigc entropia naszego ukladu
1 otoczenia. Jezeli proces jest odwracalny to podczas przenoszenia ciepta dQ z otoczenia
do naszego uktadu entropia otoczenia maleje o dQ/T, a entropia uktadu rosnie o tg sama
wartos¢ dQ/T, wigc catkowita zmiana entropii jest rOwna zeru.

Zatem postugujac si¢ entropia (zgodnie z druga zasada termodynamiki) mozemy
stwierdzi¢ czy dany proces moze zachodzic¢ w przyrodzie.

=" Przyklad

Przykladem moze by¢ zmiana entropii w gazie doskonatlym podczas odwracalnego
izotermicznego rozpr¢zania gazu od objgtosci V) do objgtosci V,. Na podstawie pierwszej
zasady termodynamiki mozemy napisaé

dU =dQ - pdV (16.18)
a poniewaz dla przemiany izotermicznej dU = 0 wigc
dQ = pdV (16.19)
Mozemy teraz obliczy¢ entropi¢ na podstawie rownania (16.15)

d5=d£=ﬂ

16.2
- - (16.20)

Z réwnania stanu gazu doskonatego pV =nRT obliczamy T i podstawiajac do

pOWYyZszego wzoru otrzymujemy

dv
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a stad

%
¢ drV V.
AS=S,-S, =|nR—=nRln—>
2 79 ‘;': % % (16.22)

1

Poniewaz gaz sig rozprgza to V, > V| wigc rdwniez S, > §j, czyli entropia ro$nie. Aby moc
zrealizowaé ten proces nasz uktad musi by¢ w kontakcie ze zbiornikiem o temperaturze 7,
ktory dostarcza ciepto i tym samym zapewnia stata temperaturg rozprezajacego si¢ gazu.
Entropia tego zbiornika maleje tak, ze suma entropii uktadu i zbiornika nie zmienia si¢ co
jest charakterystyczne dla procesu odwracalnego.

oo Postugujac si¢ pojgciem entropii mozna réwniez pokazaé, ze cieplo przeptywa
@’ z ciata goracego do zimnego, a nie odwrotnie. Wigcej na ten temat przeczytasz
w Dodatku 5, na koncu modutu V.

16.5.3 Entropia a nieuporzadkowanie

Entropi¢ uktadu mozna opisa¢ na gruncie mechaniki statystycznej. W takim podejsciu
entropia jest miarq nieuporzqdkowania ® uktadu czastek. Zgodnie z druga zasada
termodynamiki dla procesOw zachodzacych w przyrodzie entropia ukladu (wraz
z otoczeniem) ro$nie to znaczy, ze rosnie réwniez nieuporzadkowanie (uktadu wraz
z otoczeniem). Oznacza to, ze im wigkszy jest stan nieporzadku (polozen i predkosci
czastek) w uktadzie tym wigksze jest prawdopodobienstwo, ze uktad bedzie w tym stanie.
Z definicji entropia uktadu jest rowna

Definicja

S=klne (16.23

gdzie, k jest stala Boltzmana, a w prawdopodobienstwem, ze uktad znajdzie si¢ w danym
stanie (w odniesieniu do wszystkich pozostatych stanow).

Pokazmy teraz, ze to sformutowanie jest réwnowazne definicji termodynamicznej
entropii. W tym celu rozpatrzmy swobodne rozprg¢zanie gazu od objgtosci V) do objgtosci
koncowej V5.

Wzgledne prawdopodobienstwo znalezienia jednej czastki w objgtosci V7 w poréwnaniu
do 7, jest rowne

(a)lj "
D=l (16.24)

a dla N czastek
V N
(“’IJ = (IJ (16.25)
@, ), v,
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Obliczamy teraz zmiang entropii ukladu

AS=S,-S =klnw, —klna, :kln(zzj (16.26)
1

Podstawiajac zalezno$¢ (16.25) otrzymujemy

AS = Nk ln(?J (16.27)

1

Roéwnanie to mozna, dzielac je 1 mnozac przez T, przeksztalci¢ do postaci

NKT In &
AS 4 (16.28)

T

gdzie wyrazenie w liczniku jest rowne ilosci ciepta dostarczonego do ukladu, aby ten
przeszedt do stanu koncowego w sposdb odwracalny rozprezajac si¢ izotermiczne (punkt
15.6).

Ostatecznie wigc

AQ dg
AS="% ubdS="%
S, ; (16.29)

gdzie dQ jest cieplem dostarczanym do uktadu w procesie odwracalnym.

Podsumowujac, w ujeciu termodynamicznym stan réwnowagi odpowiada stanowi
o najwigkszej entropii, a w ujgciu statystycznym jest stanem najbardziej prawdopodobnym.

16.6 Stany rownowagi, zjawiska transportu

16.6.1 Stany réwnowagi

W dotychczasowych naszych rozwazaniach postugiwaliSmy si¢ pojeciem stanu
rownowagi uktadu ®, czyli stanu, w ktorym zaden z parametrow potrzebnych do
makroskopowego opisu uktadu nie zalezy od czasu. ZajmowaliS§my si¢ procesami, ktore
zaczynaly sig¢ jednym stanem rownowagi, a konczyty innym stanem rownowagi.

Dla uktadu jednorodnego (przyktadowo gazu) w stanie rownowagi do jego opisu
wystarcza znajomo$¢ dwu podstawowych parametréw stanu na przyklad cis$nienia
1 objetosci. Opis komplikuje si¢ gdy mamy uktad niejednorodny na przyklad ciecz
w rownowadze z para. Dla danej temperatury stan rownowagi tego uktadu jest mozliwy
przy réznych objetosciach uktadu (od objgtosci zalezy ilos¢ fazy cieklej 1 gazowej).
Natomiast temperatura i ci$nienie przestaja by¢ niezalezne. W kazdej temperaturze
rOwnowaga jest mozliwa tylko przy okreslonym cis$nieniu (pary nasyconej). Przy wyzszym
istnieje tylko ciecz, przy nizszym para. Podobnie ciecz i1 cialo stale moga istnie¢
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w réwnowadze tylko w temperaturze topnienia, ktora jest funkcja cisnienia. Wreszcie ciato
state wspotistnieje w réwnowadze z para nasycona, ktorej ci$nienie jest funkcja
temperatury. Krzywe rownowagi pokazane na rysunku 16.6.

A

Y

[
L

T

Rys. 16.6. Krzywe rownowagi dla uktadu niejednorodnego.
Obszar I - ciato state, obszar II - ciecz, obszar III - gaz

Litera a oznaczona jest krzywa rownowagi ciato state - ciecz (zwiazek temperatury
topnienia z cis$nieniem). Krzywa a' przedstawia te¢ zalezno$¢ dla kilku nietypowych
substancji, ktore przy topnieniu zmniejszaja objetos¢ na przyktad dla lodu. Krzywa b + b'
pokazuje zalezno$¢ cis$nienia pary nasyconej od temperatury. Odcinek b' to krzywa
rOwnowagi cialo stale - para, a odcinek b to krzywa rownowagi ciecz - para. Krzywa
réwnowagi ciecz - para konczy si¢ w punkcie krytycznym K. Dla temperatury wyzszej od
temperatury punktu krytycznego K zanika roznica pomigdzy faza ciekta 1 gazowa. Dlatego
warunkiem skroplenia gazu jest ochtodzenie go ponizej jego temperatury krytycznej. Punkt
P, w ktorym tacza si¢ krzywe nazywamy punktem potrojnym. W tym punkcie moga
znajdowacé si¢ w réwnowadze wszystkie trzy stany skupienia. Dla wody odpowiada to
ci$nieniu p = 610.6 Pai 7'=273.16 K (0.01 °C). Punkt potréjny wody postuzyt do definic;ji
jednostki temperatury - kelwina.

16.6.2 Zjawiska transportu

Znajomo$¢ dochodzenie ukladéw do standw roéwnowagi jest rownie wazna jak
znajomos$¢ ich wlasnosci w stanach rownowagi, a kazdy uktad pozostawiony samemu sobie
przez dostatecznie diugi czas dochodzi do stanu rownowagi.

Teraz zapoznamy si¢ z bardzo uproszczonym opisem zjawisk, ktore zachodza gdy
uktady daza do stanéw réwnowagi. W zjawiskach tych mamy zawsze do czynienia
z przenoszeniem (transportem) materii, energii, pedu lub tadunku elektrycznego.
Wszystkie te zjawiska transportu opisujemy w pierwszym przyblizeniu za pomoca takiego
samego rownania rozniczkowego, ktore przedstawia propagacje¢ (rozprzestrzenianie sig)
pewnej wielkosci fizycznej ¢ majaca na celu osiagnigcie rownowagi
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. do
j=-K A (16.30)
W tym réwnaniu j jest ggstoscia strumienia (ggstos¢ pradu) wielkosci fizycznej ¢, a K jest
stata charakteryzujaca dana sytuacj¢ fizyczna. Stala K wiazemy z wlasciwos$ciami
mikroskopowymi rozpatrywanego uktadu statystycznego. Jest to tak zwany wspofczynnik
transportu ¥ .
Omoéwimy teraz krotko wybrane zjawiska transportu.

Dyfuzja w gazie czyli przenoszenie czastek w kierunku obszaréw o mniejszej
koncentracji n (dazenie do wyrdéwnania koncentracji). Rownanie (16.30) nosi teraz nazwe
rownania dyfuzji 1 ma postaé

dn
i =—D-—
Jp A (16.31)

gdzie jp jest gestoscia strumienia czastek, dn/dx jest réznica stgzen wystepujaca na
odlegtosci dx, a D wspdiczynnikiem dyfuzji. Rownanie to znane jest pod nazwa prawa
Ficka. Poniewaz dyfuzja jest przenoszeniem czastek (z miejsc o wigkszym stgzeniu do
miejsc 0 mniejszym stezeniu) wiec mamy do czynienia z transportem masy.

Przewodnictwo cieplne czyli transport energii wskutek ruchu czastek w kierunku
obszaru o nizszej T (dazenie do wyréwnania temperatury). Rdwnanie transportu ciepta ma
postac

Jo ="K — (16.32)

gdzie jo jest ggstodcia strumienia ciepta, d7/dx jest roznica temperatur w warstwie ciala
o grubosci dx, a x jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego. RoOwnanie to znane jest
pod nazwa prawa Fouriera.

Przewodnictwo elektryczne czyli przenoszenie tadunku elektrycznego w wyniku ruchu
elektrondw (dazenie do wyrownania potencjatow elektrycznych). Rownanie, zwane
prawem Ohma, ma postaé

G __1dr_ 1, 16.33
dx p dx P (16.33)

j=-
gdzie dV/dx jest roznica potencjatdéw (napigciem) pomigdzy punktami przewodnika
odlegltymi o dx, o przewodnoscia elektryczna, p opornoscia wtasciwa, a E nat¢zeniem pola
elektrycznego.
Uwaga: wszystkie wspotczynniki transportu zaleza od temperatury.

Ten rozdziat konczy modut piaty; mozesz teraz przejs¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Podsumowanie

Cisnienie gazu doskonalego ztozonego z N czasteczek o masie m jest dane zaleznoScia
2

pV =N mv3 , gdzie V jest objetoscia naczynia z gazem.

Temperaturg bezwzgledna definiujmy jako wielko$¢ wprost proporcjonalng do $redniej
o2

energii kinetycznej czasteczek T = (;kjm;/, stata Boltzmana k = 1.38:107 J/K.

Réwnanie stanu gazu doskonalego mozna zapisaé w postaci pV = NkT lub

pV =nRT , gdzie n jest liczba moli, a R = 8.314-J/mol K uniwersalng stalq gazowa.

Z zasady ekwipartycji energii wynika, ze dostgpna energia rozklada si¢ w rownych

porcjach na wszystkie niezalezne sposoby, w jakie czasteczka moze ja absorbowac, co

jest rdbwnowazne stwierdzeniu, ze S$rednia energia kinetyczna na kazdy stopien

swobody jest taka sama dla wszystkich czasteczek.

Pierwsza zasada termodynamiki mowi, ze ciepto pobrane przez uklad jest rowne

wzrostowi energii wewngtrznej uktadu plus pracy wykonanej przez uklad nad
otoczeniem zewngtrznym Q = AU + W . Dla gazu dziatajacego na ttok dW = pdV .

do

Ciepto wlasciwe jednego mola gazu obliczamy jako ¢ = - Dla jednego mola gazu

ciepto wlasciwe przy statej objgtosci wynosi ¢, = ;R , a dla czasteczki dwuatomowe;j

¢y :ER. cv jest zwigzane z cieplem wlasciwym przy staltym ci$nieniu cp relacja

c,=¢, +R.

. . . . V.
Przy rozpr¢zaniu izotermicznym ciepto pobrane przez gaz wynosi AQ = NkT ln(zj
1
Gdy gaz rozprg¢za si¢ adiabatycznie (bez wymiany ciepta z otoczeniem) to
pV "= const., gdzie k= c,/cy.
Rozktadu predkosci czasteczek w gazie (rozklad Maxwella) ma postaé
3

mv?

2 mv’
N(V):47Z'N(m] vie 27T

2rkT
Silnik Carnota pracujacy mi¢dzy dwoma zbiornikami ciepta o temperaturach 7 1 7> ma
= T,-T. . : . —
w_6-0 _§L-T , gdzie Q) jest cieptem pobranym ze zbiornika,

sprawnos¢ 7 =
’ "o o "1

a O, cieptem oddanym do zbiornika o temperaturze 75.

Jedno z rownowaznych sformutowan drugiej zasady termodynamiki mowi, ze zadna
cykliczna maszyna cieplna pracujaca pomigdzy temperaturami 73 i 7> nie moze mieé
sprawnos$ci wigkszej niz (7 - 72)/T). Oznacza to, ze zadna maszyna cieplna nie moze
mie¢ sprawnos$ci wigkszej od sprawnosci silnika Carnota.

Druga zasada termodynamiki wiaze si¢ z pojgciem entropii. Wynika z niej, ze
w uktadzie zamknig¢tym entropia nie moze malec.
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Zjawiska transportu opisujemy w pierwszym przyblizeniu za pomoca takiego samego
. : - . de . : :
robwnania  rézniczkowego, j=-K dr ktoére przedstawia  propagacje

x

(rozprzestrzenianie si¢) pewnej wielkosci fizyczne] ¢ majaca na celu osiagnigcie
réwnowagi
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Materiaty dodatkowe do Modutu V

V. 1. Rotacyjne i wibracyjne stopnie swobody czasteczki wodoru

Na gruncie mechaniki kwantowej mozna pokaza¢, ze moment pgdu obracajacej si¢
czasteczki jest skwantowany i1 jego warto$¢ wynosi co najmniej L =h/2x, gdzie h jest
stala Plancka. Warto$¢ Ly, = 107* kg m” s™'. Energia kinetyczna ruchu obrotowego jest
dana wyrazeniem E, =lw’/2=L"/(2I), gdzie I jest momentem bezwtadnosci.

Dla czasteczki Hy m = 1.67-10" kg, a R~ 5-10""" m, wiec / = 2mR* ~ 8.3-10-48 kg m’.
Poniewaz na jeden stopien swobody przypada energia k772 wigc

sz = Z (V.1.1)
skad

T :Z (V.1.2)
Staddla L,,, =h/2x otrzymujemy T, = 90 K.

Podobnie jest dla ruchu drgajacego, ktory takze jest skwantowany i minimalna energia

drgafh E,, =hf, gdzie f jest czestotliwoseia drgah. Dla czasteczek typowe czgstotliwosci

drgan sa rzedu 10" Hz (zakres podczerwieni i widzialny) i dla takiej czestotliwosci
otrzymujemy energie drgan =~ 6:10>° J co odpowiada temperaturze okoto 4000 K.

V. 2. Réwnanie Poissona dla przemiany adiabatycznej

W przemianie adiabatycznej nie zachodzi wymiana ciepta z otoczeniem . Oznacza to, ze
dQ =0 1 pierwsza zasada termodynamiki przyjmuje posta¢ dU + pdV =0. Rownanie to
mozemy przepisa¢ w postaci

¢, dT+pdV =0 (V.2.1)

Rézniczkujac réwnanie stanu gazu doskonatego (15.15) otrzymujemy (dla jednego mola
gazu)

pdV+Vdp=RAT (V.2.2)

Laczac oba powyzsze réwnania (eliminujac dT) otrzymujemy

pdV Vdpj
L 4 pdV =0
Cv( R R p (V.2.3)

lub
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¢, +R c,V
v dV+>Y—dp=0
( R )P R p (V.2.4)

Podstawiajac ¢, = ¢, + R otrzymujemy

EW+¥20 (V.2.5)
gdzie K =c, /¢, . Mozemy teraz scatkowac to rownanie
K dVV+jd; = (V.2.6)
Skad
kInV +In p = const. (stala catkowania) (V.2.7)
Zapisujac inaczej otrzymany wynik
In(p V") = const. (V.2.8)
lub
pV" =const. (V.2.9)

V. 3. Sprawnosé silnika Carnota

Cykl Carnota, przebiega czterostopniowo:

Gaz znajduje si¢ w stanie rownowagi pi, Vi, T;. Cylinder stawiamy na zbiorniku ciepta
(T1) 1 pozwalamy, zeby gaz rozprezyt sig izotermicznie do stanu py, V>, T1. W tym
procesie gaz pobiera ciepto Q) 1 jego kosztem wykonuje prace podnoszac ttok.

Cylinder stawiamy na izolujacej podstawce 1 pozwalamy na dalsze rozprg¢zanie
(adiabatyczne) gazu do stanu ps, V3, To. Gaz wykonuje prace podnoszac tlok kosztem
wlasnej energii i jego temperatura spada do 75.

Cylinder stawiamy na zimniejszym zbiorniku (73) 1 sprezamy gaz izotermicznie do stanu
pa, Va, Tp. Prace wykonuje sita zewngtrzna pchajaca ttok, a z gazu do zbiornika
przechodzi ciepto 0,.

Cylinder stawiamy na izolujacej podstawce 1 sprgzamy adiabatycznie do stanu
poczatkowego pi, Vi, T). Sily zewngtrzne wykonuja prace i temperatura gazu podnosi
si¢ do 7.

Podczas przemiany (I) gaz pobiera ciepto Q) i jego kosztem wykonuje W,

v,
O, =W, =nRT, ln72 (V.3.1)

1
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Analogicznie podczas przemiany (III) sita zewngtrzna wykonuje prace W», a z gazu do
zbiornika przechodzi ciepto O,

O, =W, =nRT, ln5

v, (V.3.2)
Dzielac te rOwnania stronami otrzymujemy
T In 143
Qi:gmé (V.3.3)
V.

4
Z réwnania stanu gazu doskonatego (15.15) dla przemian izotermicznych (I) i (III) wynika,
VAS

Vo =p,V,

V.34
PV =p,V, ( )

Natomiast dla przemian adiabatycznych (II) i (IV) z rownania Poissona (15.39) wynika, ze

PV, =pVy

(V.3.5)
pVi=pl”
Z powyzszych czterech rbwnan wynika, ze
) =) (V.3.6)
skad
V, _ Vs
71 = 74 (V.3.7)
Podstawiajac to wyrazenie do rownania (V.3.3) otrzymujemy
gl = 2 (V.3.8)
1 mozemy teraz zapisa¢ sprawnos¢ silnika Carnota (dla gazu doskonatego) jako
n=gé€2=ﬂgg (V.3.9)
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V. 4. Sprawnosé¢ silnikéw cieplnych

Rozpatrzmy nastgpujacy schemat (pokazany na rysunku ponizej), w ktorym silnik
o sprawnosci hipotetycznie wiekszej od silnika Carnota napedza taki silnik Carnota
pracujacy jako chtodnica migdzy tymi samymi zbiornikami ciepta.

s

Silnik o hipotetycznej sprawnosci # napgdza silnik Carnota o sprawnos$ci ' <#

Silnik o sprawnos$ci 7 pobiera ze zrddta o temperaturze 7' cieplo Q; 1 zamienia ja na
energi¢ mechaniczna W rowna

W =no, (V4.1)

Jezeli uktad napedowy tej maszyny jest potaczony z ukladem napgedowym silnika Carnota
to energia W zostanie zuzyta na napgdzanie chtodni Carnota. W wyniku tego do zrodia
ciepla zostanie dostarczone ciepto Q' rowne

0'= o (V.4.2)

Poniewaz zalozyliSmy, ze sprawno$¢ silnika jest wigksza od sprawnosci silnika Carnota
n>n' to ciepto dostarczone do zrddta ciepta jest wigksze niz ciepto pobrane Q' > Q) co
oznacza, ze¢ W koncowym efekcie ciepto jest przenoszone z chtodnicy do zrodla ciepta.
Whioskujemy wigc, ze jesli istniatby silnik o sprawnosci wigkszej od sprawnosci silnika
Carnota to naruszona zostataby druga zasada termodynamiki w sformutowaniu: Zadna
cyklicznie pracujqca maszyna nie moze bez zmian w otoczeniu przenosi¢ w sposob ciqgly
ciepta z jednego ciata do drugiego o wyzszej temperaturze.
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V. 5. Przeplyw ciepfa

Rozwazmy dwa identyczne ciata o temperaturach 7; i1 T, ktére kontaktujemy ze soba
termicznie. Po chwili, temperatury cial wynosza odpowiednio 7)—d7; oraz 7> +d7;
w wyniku przeptywu nastepujacych ilosci ciepta

dQl = chdTi

d0, = me dT, (V.5.1)
gdzie, m jest masa kazdego z cial, a ¢, cieplem wilasciwym. Poniewaz ilo$¢ ciepla
pobranego jest rowna ilo$ci ciepta oddanego dQ; = — dQ, wigc rdwniez zmiany temperatur
sarowne d7 =—d7, =dT

Obliczamy teraz zmiany entropii kazdego z cial

ds, = do, _ mc, dT,
LT
40, me dT, (V.5.2)
ds, =—=2 = "2
T L
Wypadkowa zmiana entropii wynosi wigc
me dT( 1 1
dS=—x ———
7 (T TJ 23
a zmiana temperatury
T, dS
dr =-t2
me. (Tl - sz (V.54)

Poniewaz, zgodnie z druga zasada termodynamiki zmiana entropii uktadu jest dodatnia
dS > 0 wigc gdy 77 > T, to zmiana temperatury d7 tez jest dodatnia, a to oznacza ze ciepto
przeptywa od ciata o temperaturze 7' do ciala o temperaturze 75.
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Rozwiagzania ¢wiczen z modutu V

Cwiczenie 15.1
Dane: ci$nienie p = 1 atm. = 101325 Pa, p = 1.3kg/m’
A s : Iz _ 3P
Predkos¢ $rednig kwadratowaq obliczamy ze wzoru (15.12) v, =-/V" = |=—
P

Po podstawieniu danych otrzymujemy Vg, 4., = 483 m/s
Cwiczenie 15.2

Dane: Prawo Boyle'a-Mariotte'a 7 = const.; Prawo Charlesa V' = const.; Prawo Gay-
Lussaca p = const.

T = const. V = const. p = const.

Cwiczenie 15.3
Dane: Vy=V,=1dm’, V,=V3=2dm’, py =p, =1 atm. oraz p; = ps = 1.01 atm.

»
L

\

Na odcinku 1—2 gaz rozpreza sig¢ pod stalym cisnieniem p; od objetosci ¥, do objetosci V>
wykonujac prace W; = pAV = 101 J. Zgodnie z rownaniem stanu gazu doskonalego
pV =nRT temperatura gazu rosnie i rosnie jego energia wewngtrzna.

Na odcinku 2—3 objetos¢ gazu jest stata 1 w zwiazku z tym praca jest rOwna zeru.
Cis$nienie gazu rosnie od p, do p; wigc temperatura gazu ros$nie 1 ro$nie jego energia
wewnetrzna.

Na odcinku 3—4 gaz jest sprezany pod statym ci$nieniem p; od objetosci V3 do objetosci
V4 wige praca wykonana nad uktadem W, = pAV = 102 J. Temperatura gazu maleje
1 maleje jego energia wewngtrzna.
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Na odcinku 4—1 objetos¢ gazu jest stala 1 w zwiazku z tym praca jest rbwna zeru.
Cisnienie gazu maleje od ps do p; wigc temperatura gazu maleje i maleje jego energia
wewngetrzna.

Przemiana znak (+/0/-)
/4 AU
1—-2 + +
2—3 0 +
3—4 - -
4—1 0 -
1-52—3—54—1 - 0

Praca wypadkowa w catym cyklu jest réwna roéznicy W, — W, i liczbowo odpowiada polu
zawartemu pomigdzy liniami na wykresie p(V) (pole prostokata). Poniewaz energia
wewngetrzna jest funkcja stanu wige jej zmiana na drodze zamknigtej jest rOwna zeru.

Cwiczenie 15.5
Dane: przemiana adiabatyczna, V,/V, =9
Dla przemiany adiabatycznej pV* = const. wigc p, V" = p,V, .

. ., . NkT .
Podstawiajac na podstawie rOwnania stanu gazu doskonalego p = o otrzymujemy

TlV;H = Tzvzk_l
skad
Ti B Vz x-1
#)
Dla czastek dwuatomowychc, = ;R ,ac,=¢, +R= ZR , WigC K = Z = Z

Podstawiajac dane otrzymujemy ? =042.

1

Cwiczenie 16.1
Dane: t;, =227 °C, t, =127 °C.
Maksymalna sprawnos¢ (to jest sprawnos¢ dla cyklu Carnota) obliczamy z wyrazenia

gdzie temperatury 77 1 7> sa temperaturami mierzonymi w skali bezwzgledne;.
Podstawiajac 71 = 500 K 1 7, =400 K otrzymujemy # = 0.2 (20%).
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TestV

1.

W komorze laboratoryjnej osiagnieto proznig 10™® Pa. Jaka ilo$é czasteczek znajduje
si¢ w 1cm’ takiej komory w temperaturze 20 °C?

Na rysunku ponizej pokazano cykl przemian gazu doskonatego w ukladzie
wspotrzednych p - V. Narysuj ten sam cykl we wspotrzednych p - T.

F 3

p| 1

.
>

Vv

Jak zmieni si¢ Srednia warto$¢ energii kinetycznej jednego mola argonu (gaz
jednoatomowy) jezeli dostarczymy mu Q=3000 J ciepla w warunkach statej
objetosci.

Jakie jest ciepto wiasciwe na gram a) helu (masa atomowa 4, gaz jednoatomowy), b)
wodoru (masa atomowa 1, gaz dwuatomowy), c) tlenu (masa atomowa 16, gaz
dwuatomowy) jezeli gazy te utrzymujemy w stalej objetosci?

Jeden mol tlenu (gaz dwuatomowy) zostal ogrzany od temperatury 300 K do 400 K
przy statym cis$nieniu. Jaka ilo$¢ ciepta dostarczono do uktadu, jaka jest zmiana jego
energii wewngtrznej 1 jaka praca zostata wykonana?

Jeden mol powietrza pod ci$nieniem p; =10° Pa i o objetosci V;=22.4 1, zostat
sprezony do potowy objgtosci poczatkowe] a)izotermicznie, b) izobarycznie.
Poréwnaj prace wykonana w obu przypadkach.

Silnik Carnota pracuje ze sprawnoscia 71 =40%. Jak nalezy zmieni¢ temperaturg
grzejnika, aby sprawnos$¢ wzrosta dor, =50%. Temperatura chlodnicy jest stata
1 wynosi 300 K.

Oblicz zmiang entropii 1 g lodu o temperaturze 0°C, ktéry topi si¢ w sposob
odwracalny przechodzac w wodg o tej samej temperaturze. Ciepto topnienia wynosi
3.3-10° J/kg.
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Modut VI — Pole elektryczne

17 Pole elektryczne

Przechodzimy teraz do omowienia oddziatywania elektromagnetycznego.
Oddzialywanie to ma fundamentalne znaczenie bo pozwala wyjasni¢ nie tylko zjawiska
elektryczne ale tez sity zespalajace materi¢ na poziomie atomow, czasteczek.

17.1 tadunek elektryczny

Istnienie ladunkéw mozna stwierdzi¢ w najprostszym znanym nam powszechnie
zjawisku elektryzowania si¢ cial. Do§wiadczenie pokazuje, ze w przyrodzie mamy do
czynienia z dwoma rodzajami tadunkéw: dodatnimi i ujemnymi, oraz ze tadunki
jednoimienne odpychaja sig, a roznoimienne przyciagaja sig.

(o Jednostki
=8 W ukladzie SI jednostka tadunku jest kulomb (C). Jest to tadunek przenoszony przez
prad o natgzeniu 1 ampera w czasie 1 sekundy 1 C=1 Ass.

17.1.1 Kwantyzacja tadunku

Rowniez doswiadczalnie stwierdzono, ze zadne naladowane cialo nie moze mieé
fadunku mniejszego niz tadunek elektronu czy protonu. Ladunki te réwne co do wartosci
bezwzglednej nazywa si¢ fadunkiem elementarnym ®e=1.610" C. Wszystkie realnie
istniejace tadunki sa wielokrotnos$cia tfadunku e. Jezeli wielko$¢ fizyczna, taka jak tadunek
elektryczny, wystepuje w postaci okreslonych "porcji" to méwimy, ze wielkos$¢ ta jest
skwantowana '+ .

17.1.2 Zachowanie tadunku

Jednym z podstawowych praw fizyki jest zasada zachowania tadunku. Zasada ta
sformutowana przez Franklina mowi, ze

{3 Prawo, zasada, twierdzenie
=79 Wypadkowy tadunek elektryczny w uktadzie zamknietym jest staly.

17.2 Prawo Coulomba

Site wzajemnego oddzialtywania dwoch natadowanych punktéow materialnych
(tadunkow punktowych ®) znajdujacych si¢ w odleglosci » od siebie w prézni opisuje
prawo Coulomba

/= Prawo, zasada, twierdzenie

&9 Kazde dwa ladunki punktowe q; i q, oddzialywajq wzajemnie silq wprost
proporcjonalng do iloczynu tych tadunkow, a odwrotnie proporcjonalng do
kwadratu odlegtosci miedzy nimi.

F=kq;§2 (17.1)
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Modut VI — Pole elektryczne

gdzie stata k =1/4ze, . Wspolczynnik g, = 8.854- 1072 C*/(Nm?) nosi nazwe przenikalnosci
elektrycznej prozni.

Oddzialywanie tadunkéw zalezy od osrodka w jakim znajduja si¢ tadunki. Fakt ten
uwzgledniamy wprowadzajac stata materialowa ¢, zwana wzgledna przenikalnoscia
elektryczna osrodka tak, ze prawo Coulomba przyjmuje postac

1 q4
F — 112
dre,e, 1’ (17.2)

Wartosci ¢, dla wybranych substancji zestawiono w tabeli 17.1.

Tab. 17.1. Wzgledne przenikalnosci elektryczne.

os$rodek &
proznia 1
powietrze 1.0006
parafina 2
szkto 10
woda 81

@ Cwiczenie 17.1

Sprobuj teraz korzystajac z prawa Coulomba obliczy¢ site przyciagania elektrostatycznego
pomiedzy elektronem i protonem w atomie wodoru. Przyjmij »=5-10""" m. Poréwnaj te
sit¢ z sita przyciagania grawitacyjnego migdzy tymi czastkami. Masa protonu
m, = 1.67-10 kg, a masa elektronu m,=9.11-10"" kg. Stata grawitacyjna G =6.7-10""
Nm?/kg’.

Wyniki zapisz ponize;.

FE:
FE/FG =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

@ Cwiczenie 17.2

Jezeli rozwiazate$ powyzszy przyktad to postaraj si¢ rozwiazac¢ nastgpujacy problem. Cata
materia sklada si¢ z elektronéw, protondw 1 obojetnych elektrycznie neutrondow. Jezeli
oddzialywania elektrostatyczne pomigdzy naladowanymi czastkami (elektronami,
protonami) sa tyle razy wigksze od oddziatywan grawitacyjnych to dlaczego obserwujemy
staba site grawitacyjna dzialajaca pomigdzy duzymi ciatami, np. Ziemia 1 spadajacym
kamieniem, a nie sit¢ elektrostatyczna?
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17.2.1 Zasada superpozyciji

(3 Prawo, zasada, twierdzenie

=39 Gdy mamy do czynienia z kilkoma naladowanymi cialami, sile wypadkowq,
analogicznie jak w przypadku sity grawitacyjnej, obliczamy dodajqc wektorowo
poszczegolne sity dwuciatowe.

:@ Przyklad

Dipol elektryczny sktada si¢ z dwodch tadunkéw +Q i -Q oddalonych od siebie o /.
Obliczmy site jaka jest wywierana na dodatni tadunek g umieszczony na symetralnej
dipola, tak jak pokazano na rysunku 17.1.

¢

Rys. 17.1. Sity wywierane przez dipol elektryczny na tadunek ¢

Z podobienstwa trojkatow wynika, ze

F_1I
F - (17.3)
Korzystajac z prawa Coulomba otrzymujemy
/ / [
F=-F =[kQ?j=qu3=qkps (17.4)
r r r r r

gdzie p = QI jest momentem dipolowym D,
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17.3 Pole elektryczne

W rozdziale 6 (modut 1) zdefiniowali$my natg¢zenie pola grawitacyjnego w dowolnym
punkcie przestrzeni jako silg¢ grawitacyjna dziatajaca na mas¢ m umieszczona w tym
punkcie przestrzeni podzielong przez t¢ masg.

P Definicja

29 Analogicznie definiujemy natezenie pola elektrycznego jako site dzialajgcq na
tadunek probny q (umieszczony w danym punkcie przestrzeni) podzielong przez ten
tadunek.

Tak wigc, zeby zmierzy¢ natezenie pola elektrycznego E w dowolnym punkcie przestrzeni,
nalezy w tym punkcie umiesci¢ fadunek probny ® (tadunek jednostkowy) i zmierzy¢
wypadkowa silg elektryczna F dziatajaca na ten tadunek. Nalezy upewnié si¢ czy obecnos¢
fadunku probnego g nie zmienia potozen innych tadunkoéw. Jezeli nie, to wtedy

E = (17.5)

&
q
Przyjeto konwencjg, ze tadunek probny jest dodatni wige kierunek wektora E jest taki sam
jak kierunek sity dziatajacej na tadunek dodatni. Jezeli pole elektryczne jest wytworzone

przez tadunek punktowy QO to zgodnie z prawem Coulomba (17.1) sita dzialajaca na
tadunek probny ¢ umieszczony w odlegtosci  od tego tadunku wynosi

F:k%f (17.6)

Zwrot wektora E jest taki jak sity F wigc zgodnie z definicja

1 1, Oq" o
E=-F="|kZLr|=k %
q q( ﬂ’j 7 (17.7)

gdzie r jest wektorem jednostkowym zgodnym z kierunkiem sity pomigdzy Qi g.
Na rysunku ponizej jest pokazany wektor E(r) w wybranych punktach wokot fadunku Q.

v

Rys. 17.2. "Mapa" nate¢zenia pola elektrycznego wokot tadunku O
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Dla n tadunkow punktowych pole elektryczne (zgodnie z zasada superpozycji) jest rowne
sumie wektorowej pol elektrycznych od poszczegoélnych tadunkow

EZerQ;n (17.8)

i=1 7

Przyklad

Ponownie rozwazamy dipol elektryczny jak w poprzednim przyktadzie (rysunek 17.1)
tylko teraz obliczamy site¢ dziatajaca nie na "jakis" tadunek tylko na tadunek prébny g.
Korzystajac z otrzymanej dla dipola zaleznosci (17.4) obliczamy warto$¢ E

o)
p_ ) _.p (17.9)

- 3

q r

Zwrot wektora E jest taki jak sity wypadkowej F na rysunku 17.1.

@ Cwiczenie 17.3

Sprobuj teraz samodzielnie znalez¢ nat¢zenie pola elektrycznego w srodku uktadu czterech
fadunkéw pokazanych na rysunkach ponizej. Wszystkie tadunki znajduja sig
w jednakowych odlegtosciach » od $rodka i maja jednakowe warto$ci bezwzgledne Q.
Wykresl na rysunkach wektory natg¢zen pola elektrycznego od poszczegdlnych fadunkow
1 wektor natezenia wypadkowego. Oblicz warto$ci natezen. Wyniki zapisz ponize;j.

EA:
EB:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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¢35 7 zasady superpozycji mozemy rowniez skorzysta¢ dla ciagtych rozktadow
tadunkéw. Przyktad takich obliczen znajdziesz w Dodatku 1, na koncu modutu VI.

Kierunek pola E w przestrzeni mozna przedstawi¢ graficznie za pomoca tzw. linii sit (linii
pola) ©. Sa to linie, do ktorych wektor E jest styczny w kazdym punkcie. Linie sit
zaczynaja si¢ zawsze na tadunkach dodatnich, a koncza na tadunkach ujemnych. Linie sit
rysuje si¢ tak, ze liczba linii przez jednostkowa powierzchnig jest proporcjonalna do
wartosci E; gdy linie sa blisko siebie to E jest duze, a gdy sa odlegle od siebie to E jest
male.

Na rysunku ponizej pokazane sa linie pola dla dwoch przykladowych uktadow tadunkow.

)

Rys. 17.3. Linie sit pola elektrycznego dla uktadu dwoch tadunkéw jedno- i roznoimiennych

E Mozesz przesledzi¢ rozktad linii sit pola dla r6znych uktadow tadunkow korzystajac
z darmowego programu komputerowego ,,Elektrostatyka” dostgpnego na stronie
WWW autora.
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18 Prawo Gaussa

18.1 Strumien pola elektrycznego

Z podanych w poprzednim paragrafie przyktadow widaé, ze obliczanie pdl
elektrostatycznych metoda superpozycji moze by¢ skomplikowane matematycznie. Istnieje
jednak, prostszy sposobu obliczania pdl, ktory opiera si¢ na wykorzystaniu prawa Gaussa.
Zeby moc z niego skorzysta¢ poznamy najpierw pojecie strumienia pola elektrjycznego@.

oy Definicja
&9 Strumien ¢ pola elektrycznego przez powierzchnie S definiujemy jako iloczyn
skalarny wektora powierzchni S i natezenia pola elektrycznego E.

p=E-S=EScosa (18.1)

gdzie a jest katem pomigdzy wektorem powierzchni S (przypomnij sobie definicj¢ wektora
powierzchni z punktu 14.1 w module 4) 1 wektorem E (rysunek 18.1)

— -
-\‘S

Rys. 18.1. Strumien pola elektrycznego F przez powierzchnig S

Jezeli wektor natgzenia pola E, w réznych punktach powierzchni S, ma r6zna warto$§¢
iprzecina t¢ powierzchni¢ pod réznymi katami (rysunek 18.2) to wowczas dzielimy
powierzchni¢ na mate elementy dS i obliczamy iloczyn skalarny wektora powierzchni dS
1 lokalnego natezenia pola elektrycznego.

d¢=FE-dS=EdScosa (18.2)

Rys. 18.2. Strumien pola E przez elementarng powierzchnig dS definiujemy jako iloczyn d¢= E-dS
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Modut VI — Prawo Gaussa

Catkowity strumien przechodzacy przez rozciagla powierzchnig S obliczamy jako sumg
przyczynkoéw dla elementarnych powierzchni dS.

$= 2. EdS (18.3)

powierzchnia

Suma ta przedstawia catke powierzchniowa
¢= ! EdS (18.4)

W praktyce najcze$ciej oblicza sig strumien przez powierzchnie zamknietq.

Przyklad

Obliczmy teraz strumien dla tadunku punktowego O w odlegtosci r od niego. W tym celu
rysujemy sfer¢ o promieniu » wokét tadunku Q (rysunek 18.3) i liczymy strumien
przechodzacych przez t¢ powierzchnig.

Rys. 18.3. Strumien pola elektrycznego przez zamknigta sferyczna powierzchnig

Pole E ma jednakowa warto$§¢ w kazdym punkcie sfery i jest prostopadte do powierzchni
(réwnolegle do wektora powierzchni dS) wigc w kazdym punkcie a =0 1 catkowity
strumien wynosi

¢:E-S:E(47zrz):(kQj(47z7fz):47sz=Q (18.5)

2
r &

Otrzymany strumien nie zalezy od », a zatem strumien jest jednakowy dla wszystkich r.
Calkowity strumien pola E wytworzonego przez tadunek Q jest rowny Q/ey.

Pokazalismy, ze strumien jest niezalezny od ». Mozna réwniez pokazaé (dowod
pomijamy), ze strumien jest taki sam dla kazdej zamknietej powierzchni (o dowolnym
ksztalcie), ktora otacza tadunek Q. Wybdr powierzchni w ksztalcie sfery, w powyzszym
przyktadzie, byt podyktowany symetrig uktadu i pozwolil najtatwiej wykona¢ odpowiednie
obliczenia. Taka catkowicie zamknigta powierzchni¢ nazywamy powierzchniq Gaussa D
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18.2 Prawo Gaussa

Rozpatrzmy zamknigta powierzchni¢ obejmujaca dwa tadunki Q; 1 Q,. Calkowity
strumien (liczba linii sit) przechodzacy przez powierzchni¢ otaczajaca tadunki Q; 1 O, jest
rowny

4. ={EdS={(E +E,)dS={EdS+{EdS (18.6)

gdzie pole E jest wytwarzane przez (i, a pole E, przez (,. Koétko na znaku catki oznacza,
ze powierzchnia catkowania jest zamknigta. Korzystajac z otrzymanego wczesniej wyniku
(18.5) mamy

¢c=%+%=M (18.7)

& & &y

Catkowity strumien pola elektrycznego przez zamknigta powierzchnig jest wigc roéwny
catkowitemu {tadunkowi otoczonemu przez t¢ powierzchni¢ podzielonemu przez &.
Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej liczby tadunkéw wewnatrz
dowolnej zamknigtej powierzchni. Otrzymujemy wigc ogolny zwiazek znany jako prawo
Gaussa

, Prawo, zasada, twierdzenie

fEdS =4rkQ _ Qo (18.8)

wewn.
€o

Strumien wychodzacy z naladowanego ciata jest rowny wypadkowemu tadunkowi tego
ciata podzielonemu przez . Jezeli wypadkowy tadunek ciata jest ujemny to strumien pola
elektrycznego, tak jak i linie pola, wptywa do ciala. Natomiast gdy tadunek wypadkowy
wewnatrz zamknigtej powierzchni jest rowny zeru to catkowity strumien tez jest rowny
zeru; tyle samo linii pola wptywa jak 1 wyplywa przez powierzchni¢ Gaussa. Podobnie jest
w sytuacji gdy tadunki znajduja si¢ na zewnatrz zamknigtej powierzchni. Te sytuacje sa
pokazane na rysunku 18.4 ponizej.

F Y

F

Rys. 18.4. Powierzchnie Gaussa wokot tadunkoéw dodatnich i ujemnych

241



Modut VI — Prawo Gaussa

Calkowity strumien przez powierzchnig "1" jest dodatni, strumien przez powierzchnig "2"
jest uyjemny, a strumien przez powierzchnig "3" jest rowny zeru.

Teraz przejdziemy do zastosowania prawa Gaussa do obliczania nat¢zenia pola E dla
réznych naladowanych cial.

18.3 Przyktady zastosowania prawa Gaussa |

18.3.1 Izolowany przewodnik

Wigkszo$¢ ciat stalych mozna podzieli¢ na przewodniki i izolatory. W przewodnikach
fadunki elektryczne moga si¢ swobodnie porusza¢ natomiast w izolatorach (zwanych takze
dielektrykami) tadunki pozostaja nieruchome. W izolatorze nadmiarowy tadunek moze by¢
rozmieszczony w calej jego objetosci. Natomiast gdy w przewodniku rozmie$cimy tadunek
w sposob przypadkowy to bedzie on wytwarzal pole elektryczne przemieszczajace
swobodne elektrony na powierzchnig¢ przewodnika dopdty, dopoki nie zniknie pole
wewnatrz przewodnika. Wtedy na fadunki nie dziata juz sila i otrzymujemy statyczny
rozktad tadunku. Sprawdzmy to rozumowanie postugujac si¢ prawem Gaussa. W tym celu
rozpatrzmy dowolny w ksztalcie przewodnik. Wybieramy powierzchni¢ zamknigta S tuz
ponizej powierzchni przewodnika tak jak na rys.18.5.

Rys. 18.5. Powierzchnia Gaussa S lezaca tuz pod powierzchnig przewodnika

Zastosujmy prawo Gaussa do tej powierzchni. Poniewaz wewnatrz przewodnika
w dowolnym punkcie powierzchni S pole musi by¢ rowne zeru, bo inaczej elektrony
poruszalyby sig, to otrzymujemy

§§Eds =0 (18.9)
Zatem
0 — QW’E’W’I’I.
& (18.10)
Qwewn. = 0

Tak wigc pokazalismy, ze tadunek wewnatrz dowolnej zamknigtej powierzchni
przewodnika musi by¢ rowny =zeru; caly tadunek gromadzi si¢ na powierzchni
przewodnika.
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18.3.2 Kuliste rozktady tadunkéw - jednorodnie natadowana sfera

Rozpatrzmy powierzchnig kulista o promieniu R jednorodnie naladowana tadunkiem Q.
Chcemy obliczy¢ pole £ w odleglosci » od jej srodka na zewnatrz (> R). W tym celu
wybieramy powierzchni¢ Gaussa S w ksztalcie sfery o promieniu r pokazanej na
rysunku 18.6.

Rys. 18.6. Jednorodnie natadowana sfera o promieniu R

Poniewaz w dowolnym punkcie powierzchni Gaussa pole E ma t¢ sama wartos¢ i jest
prostopadle do powierzchni wigc

§§EdS=E(4mf2) (18.11)

Zatem zgodnie z prawem Gaussa otrzymujemy

E(4m®) =2 (18.12)

&y

lub

(18.13)

5 —

po 1 0,0
r

dre, r

Widzimy, ze na zewnatrz sfery tj. dla » > R pole jest takie jakby caty tadunek skupiony byt
w $rodku sfery. Natomiast wewnatrz sfery ( < R) Qyewn. = 0 Wige Eyeyn. = 0.

18.3.3 Kuliste rozktady tadunkéw - jednorodnie natadowana kula

Jednorodnie w catej objgtosci mozemy natadowaé jedynie kul¢ z izolatora bo
w przewodniku caty tadunek gromadzi si¢ na powierzchni. Taka kula moze byc¢
rozpatrywana z zewnatrz jako szereg wspolsrodkowych powlok kulistych (opisanych
powyzej). Tak wigc pole elektryczne na zewnatrz kuli o promieniu R naladowanej
fadunkiem Q, w odleglosci » od jej $rodka (> R) jest dane wzorem (18.13). Pozostaje
wigc nam obliczenie pola elektrycznego w dowolnym punkcie wewnatrz kuli czyli
w odlegtosci » <R. Na rysunku 18.7 pokazana jest taka kula i wybrana powierzchnia
Gaussa S.
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Rys. 18.7. Kula natadowana jednorodnie fadunkiem Q

Zgodnie z rownaniem (18.13) pole elektryczne na powierzchni Gaussa jest rowne

E:er2 (18.14)

gdzie Owewn. jest fadunkiem wewnatrz powierzchni Gaussa. Poniewaz kula jest natadowana

réwnomiernie to

4 5
5727" , 3

Oroun. =0 4 =Q[RJ (18.15)
§7Z'R3

(stosunek objetosci kuli o promieniu  do objgtosci kuli o promieniu R).

Ostatecznie otrzymujemy dla » <R

3
-

1 Q(Rj (18.16)
E= 5

dre, r

lub

1 0 0
= —r=k=r
4re, R’ R’ (18.17)

Wykres natgzenia pola £ w funkcji odlegtosci od $rodka jednorodnie natadowanej kuli jest

pokazany na rysunku 18.8.
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E(r)

KQ/R® }-------

~ 17

R

—

Rys. 18.8. Zalezno$¢ pola E od odleglosci od srodka natadowanej kuli o promieniu R

W kolejnej czg$ci omoOwione sa liniowe 1 powierzchniowe rozktady tadunkow.

18.4 Przykiady zastosowania prawa Gaussa Il

18.4.1 Liniowy rozktad tadunkow

Obliczymy teraz pole E w odleglosci » od jednorodnie natadowanego prgta (drutu)
o dlugosci [>>r. W tym celu wprowadzamy liniowq gestos¢ ladunku ® ) réwna ilosci
tadunku przypadajacego na jednostke dlugosci preta 4 = Q/I. Ze wzgledu na symetrig
uktadu jako powierzchni¢ Gaussa wybierzmy walec (oczywiscie mozna wybra¢ dowolny

ksztatt) o promieniu » wigkszym od promienia pr¢ta R bo chcemy policzy¢ pole na
zewnatrz preta (rysunek 18.9).

Rys. 18.9. Pret naladowany z gestoscia liniowa A

Z prawa Gaussa

Al

jEEdszgo

(18.18)
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Modut VI — Prawo Gaussa

Ze wzgledu na symetrig pole elektryczne E jest skierowane radialnie wzgledem preta, tzn.
jest prostopadie do bocznej powierzchni walca (powierzchni Gaussa). Strumien pola E
przez podstawy walca jest wigc réwny zeru bo E lezy na bocznej powierzchni. Ponadto
pole elektryczne ma taka sama warto§¢ w kazdym punkcie powierzchni bocznej walca
wigc spetnione jest rownanie

Al
E2mrl=— (18.19)
&y
lub
A
E =
27 (18.20)

Teraz obliczymy pole wewnatrz jednorodnie natadowanego prgta. Ponownie wybieramy
powierzchni¢ Gaussa w ksztalcie walca ale o promieniu » < R. Wprowadzamy gestos¢
objetosciowq tadunku p ® rowna tadunkowi przypadajacemu na jednostke objgtosci.
Mozemy teraz zapisa¢ fadunek zamknigty wewnatrz powierzchni Gaussa

Oy, = PET (18.21)

Z prawa Gaussa otrzymujemy

2
2nrzE:Q:W: pzrl (18.22)
0 0

a stad

pr
E=2"
2 (18.23)

Pole ros$nie liniowo w miar¢ oddalania si¢ od srodka preta.

18.4.2 Plaskie rozkiady tadunkéw

Teraz obliczymy pole od nieskonczonej, jednorodnie natadowanej ptaszczyzny. W tym

celu wprowadzamy powierzchniowq gestos¢ tadunku o ® rowna ilosci tadunku
przypadajacego na jednostke powierzchni. Powierzchni¢ Gaussa wybieramy na przyktad
w postaci walca takiego jak na rysunku 18.10.
Ladunek otoczony przez powierzchnie Gaussa jest rowny QOyewn = 0S5, gdzie o jest
gestoscia powierzchniowa, a S powierzchnia podstawy walca. Z symetrii wynika, Ze pole
E jest prostopadie do plaszczyzny wigc nie przecina bocznej powierzchni walca (strumien
przez boczna powierzchnig jest rowny zeru).
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; D_ﬁ

Rys. 18.10. Jednorodnie naladowana nieskonczona ptaszczyzna
Z prawa Gaussa otrzymujemy

oS

F25=% (18.24)
&y

gdzie czynnik 2 odpowiada dwom podstawom walca (linie pola wychodza w obie strony).
Ostatecznie wigc

(o)

E="-
2. (18.25)

W  praktyce stosuje sig, pokazany na rysunku 18.11, uklad dwoch plaskich
rownolegtych plyt natadowanych tadunkami jednakowej wielkosci ale o przeciwnych
znakach (kondensator plaski ®).

Rys. 18.11. Pole migdzy rownolegtymi ptytami natadowanymi tadunkami tej samej wielkosci ale
o przeciwnych znakach

Pole wytwarzane przez plyte¢ natadowana tadunkiem dodatnim jest réwne E. = a/2¢

i skierowane od ptyty. Natomiast pole wytwarzane przez ptytg naladowana ujemnie ma te
sama warto$¢ E. = a/2¢ ale skierowane jest do ptyty. Zatem w obszarze (I)
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o o
E=—+-—1=0
| 2, ( 280} (18.26)
w obszarze (II)
o o o
E=_——+_—=— (18.27)

a w obszarze (I1I)

O o
E=/-21+% =0
1 [ 250J 26, (18.28)

Widzimy, Ze na zewnatrz uktadu pole jest rowne zeru a pomig¢dzy ptytami ma w kazdym
punkcie stala warto$¢ o/e) . Takie pole nazywamy polem jednorodnym.
18.4.3 Powierzchnia przewodnika

Sytuacja jest inna jezeli natadowana powierzchnia stanowi cze$¢ powierzchni
przewodnika na przyktad tak jak na rysunku 18.12.

| l=li/9/

)

Rys. 18.12. Element powierzchni przewodnika

Poniewaz caly tadunek gromadzi si¢ na zewngtrznej powierzchni to wewnatrz pole E = 0.
Co wigcej E musi by¢ prostopadte do powierzchni bo gdyby istniata sktadowa styczna do
powierzchni to elektrony poruszatyby si¢ po niej. Ponownie, jak w przypadku
nieskonczonej natadowanej plaszczyzny wybieramy powierzchni¢ Gaussa w ksztalcie
walca (rysunek 18.10) ale tym razem linie pole wychodza tylko przez jedna podstawe
walca S, na zewnatrz. Z prawa Gaussa wynika, ze

oS
ES =— (18.29)
)
a stad
o
E=—
2 (18.30)

na powierzchni przewodnika.
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19 Potencjat elektryczny

19.1 Energia potencjalna w polu elektrycznym

Zgodnie z naszymi rozwazaniami w punkcie 8.2 (modut 2), réznica energii potencjalnej
E, pomigdzy punktami 4 1 B jest rOwna pracy (ze znakiem minus) wykonanej przez sitg
zachowawcza przy przemieszczaniu ciata od 4 do B 1 wynosi

p.

B
E,y—E, =W, =-[Fdr (19.1)
A

Dla pola elektrycznego energia potencjalna wynosi

B B
W,y ==[Fdr=—q[Edr (19.2)
A

A

E ,—E

pB pAd

gdzie E jest natgzeniem pola elektrycznego. Sily elektryczne sa sitami zachowawczymi
1 warto$¢ pracy nie zalezy od wyboru drogi pomiedzy punktami 4 i B. Jezeli teraz
podobnie jak dla grawitacyjnej energii potencjalnej przyjmiemy, ze energia potencjalna
pola elektrycznego jest rowna zeru w nieskonczonos$ci to wowczas energia potencjalna
w danym punkcie 7 pola elektrycznego jest dana wyrazeniem

Ep(r):—qudr (19.3)

Jezeli zrodtem pola elektrycznego jest fadunek punktowy O to energia potencjalna
w odlegtosci » od niego jest rowna

Ep(r)z—qjk’%dr:—kqQ[—ﬂ =k£ (19.4)

7

Zauwazmy, ze energia potencjalna tadunku w polu elektrycznym zalezy wielkosci tego
tadunku.

19.2 Potencjat elektryczny

Jak pokazaliSmy w poprzednim paragrafie energia potencjalna tadunku w polu
elektrycznym zalezy od wielkosci tego tadunku. Dlatego do opisu pola elektrycznego
lepiej postugiwac si¢ energia potencjalna przypadajaca na jednostkowy tadunek czyli
potencjatem elektrycznym.

/=5 Definicja
&3 Potencjal elektryczny definiujemy jako energie potencjalng pola elektrycznego
podzielonq przez jednostkowy tadunek.
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Vir)= 50 _We, (19.5)
q q

/2y Jednostki
=9 Jednostka potencjatu elektrycznego jest wolt (V); 1 V=1 J/C.

Potencjat pola tadunku punktowego QO mozemy otrzyma¢ natychmiast dzielac rownanie
(19.4) obustronnie przez g

V(r)= k? (19.6)

Obliczony potencjat okre§la pracg potrzebna do przeniesienia jednostkowego tadunku
z nieskonczonosci na odleglos¢ » od tadunku Q. Potencjat charakteryzuje pole elektryczne;
a nie zalezy od umieszczonego w nim tadunku.

@ Cwiczenie 19.1

Sprobuj obliczy¢ potencjat na powierzchni jadra miedzi. Promien jadra wynosi réwny
4.8-10"° m. Przyjmij, ze rozktad 29 protonéw w jadrze miedzi jest kulisto-symetryczny.
W zwiazku z tym potencjal na zewnatrz jadra jest taki jakby caty tadunek skupiony byt
w $srodku 1 mozesz postuzy¢ si¢ wzorem (19.6). Ponadto oblicz potencjalna energig
elektryczna elektronu poruszajacego si¢ po pierwszej orbicie w polu elektrycznym jadra
miedzi. Przyjmij promien orbity rowny 5-10"" m.

Wyniki zapisz ponizej.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Czesto w fizyce postugujemy si¢ pojeciem roznicy potencjatow ® czyli napieciem ®
(oznaczanym U). Réznica potencjatlow migdzy dwoma punktami 4 i B jest rowna pracy
potrzebnej do przeniesienia w polu elektrycznym tadunku jednostkowego (probnego) g
pomigdzy tymi punktami. Wyrazenie na réznicg potencjalow otrzymamy bezposrednio ze
wzoru (19.2) dzielac to rownanie obustronnie przez g

W B
Vy~V,=U=-"42=_[Edr (19.7)
qa

Znak minus odzwierciedla fakt, ze potencjat maleje w kierunku wektora E.
Podobnie jak natgzenie pola elektrycznego, ktore ilustrowaliSmy za pomoca linii sit
pola (punkt 17.3) rowniez potencjal elektryczny mozna przedstawialiSmy graficznie.
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Modut VI — Potencjat elektryczny

W tym celu rysujemy powierzchnie lub linie ekwipotencjalne ® ktore przedstawiaja
w przestrzeni zbiory punktéw o jednakowym potencjale.

Jako przyktad pokazany jest na rysunku 19.1 ponizej rozktad potencjatu, na ptaszczyznie
xy, wokot dipola elektrycznego. Poziomice (linie pogrubione) tacza punkty o jednakowym
potencjale (linie ekwipotencjalne ®). Kazda krzywa odpowiada innej stalej wartosci
potencjatu.

V(x.y)

Rys. 19.1. Potencjat elektryczny dipola elektrycznego (na plaszczyznie xy)

Gdy znamy rozklad potencjalu elektrycznego wytworzonego w kazdym punkcie
przestrzeni przez dany uklad tadunkow to na podstawie wielkosci zmiany potencjatu,
przypadajqcej na jednostke diugosci w danym kierunku mozemy okresli¢ nat¢zenie pola
elektrycznego E w tym kierunku. Warunek ten (we wspotrzednych x, y, z) wyraza sig
nastepujaco

- g ¥ g ¥
ox 7 oy Oz

(19.8)
Mozemy wigc przy pomocy obliczania pochodnych czastkowych z wielkosci skalarnej
(potencjalu V) otrzyma¢ sktadowe wielkos$ci wektorowej (pola E) w dowolnym punkcie
przestrzeni.

ﬁ? Wigcej na ten temat mozesz dowiedzie¢ si¢ z Dodatku 2, na koncu modutu VI.

Im wigksza (mniejsza) zmiana potencjatu na jednostke dtugosci tym wigksze (mniejsze)
pole elektryczne w danym kierunku. Znak minus odzwierciedla fakt, ze wektor E jest
skierowany w strong¢ malejacego potencjatu.
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Kierunek pola elektrycznego w dowolnym punkcie odpowiada kierunkowi wzdtuz ktérego
potencjat spada najszybciej co oznacza, ze linie sit pola sa prostopadle do powierzchni
(linii) ekwipotencjalnych.

Zostalo to zilustrowane na rysunku ponizej gdzie pokazane sa powierzchnie
ekwipotencjalne (linie ich przecigcia z ptaszczyzna rysunku) oraz linie sit pola (a) tadunku
punktowego, (b) dipola elektrycznego (poréwnaj z rysunkiem 19.1).

Rys. 19.2. Powierzchnie ekwipotencjalne (linie przerywane) i linie sit pola (linie ciagle):
(a) tadunku punktowego, (b) dipola elektrycznego; linie ekwipotencjalne oznaczaja przecigcia
powierzchni ekwipotencjalnych z ptaszczyzna rysunku

Wzory wyrazajace zwiazek pomigdzy potencjatem 1 polem elektrycznym sa bardzo
uzyteczne bo na ogo6t fatwiej obliczy¢ i zmierzy¢ potencjat niz nat¢zenie pola.

Mozesz przesledzi¢ rozktad linii (powierzchni) ekwipotencjalnych dla réznych
uktadow tadunkoéw korzystajac z darmowego programu komputerowego
»Elektrostatyka” dostgpnego na stronie WWW autora.

W punkcie 18.3. pokazalismy, ze caly ladunek umieszczony na izolowanym
przewodniku gromadzi si¢ na jego powierzchni 1 ze pole E musi by¢ prostopadte do
powierzchni bo gdyby istniala skladowa styczna do powierzchni to elektrony
przemieszczalyby si¢. W oparciu o wyrazenie (19.7) mozemy podac alternatywne
sformutowanie. Jezeli pole £ wzdluz powierzchni przewodnika réwna si¢ zeru to rdéznica
potencjatéw tez rowna si¢ zeru AV = 0. Oznacza to, ze

[ Prawo, zasada, twierdzenie
&=a Powierzchnia kazdego przewodnika w stanie ustalonym jest powierzchniq statego
potencjatu (powierzchniq ekwipotencjalng).

Teraz przejdziemy do obliczen potencjatu elektrycznego dla r6znych natadowanych cial.
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19.3 Obliczanie potencjatu elektrycznego

Jako przyktad rozwazymy réznice potencjaldow migdzy powierzchnia i §rodkiem sfery
o promieniu R natadowanej jednorodnie tadunkiem Q. Jak pokazaliSmy w punkcie 18.3
pole elektryczne wewnatrz natadowanej sfery (» < R) jest rowne zeru £ = 0. Oznacza to
(rownanie 19.7), ze roznica potencjalow tez jest rowna zeru Vz—V,=0, to znaczy
potencjat w srodku jest taki sam jak na powierzchni sfery. Natomiast na zewnatrz (dla
r > R) potencjat jest taki jak dla tadunku punktowego skupionego w $rodku sfery, czyli jest
dany réownaniem (19.6). Zalezno$¢ potencjatu i odpowiadajacego mu natgzenia pola od
odlegtosci od $rodka natadowane;j sfery jest pokazana na rysunku 19.3.

~ 1/

r=R r

Rys. 19.3. Poréwnanie zalezno$ci potencjatu i natezenia pola elektrycznego od odleglosci od
srodka natadowane;j sfery

Poréwnujac dwa powyzsze wykresy V(r) i E(r) mozemy zauwazy¢, ze istnieje miedzy nimi
zwiazek dany wyrazeniem

dv(r)

E(r)=- (19.9)

W kazdym punkcie natgzenie pola E(r) jest rowne nachyleniu wykresu V(r) ze znakiem
minus.
Ten zwiazek pomigdzy natezeniem pola i potencjatem wynika wprost z rGwnania (19.7) bo
najegomocy dV =Edr.

Obliczanie potencjatu dla uktadu tadunkow punktowych przesledzimy na przyktadzie
potencjatu dipola. W tym celu rozpatrzymy punkt P odlegly o » od $rodka dipola tak jak to
wida¢ na rys. 19.4. Potozenie punktu P jest okreslone poprzez r 1 6.
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Rys. 19.4. Dipol elektryczny
Korzystamy z zasady superpozycji:
. Prawo, zasada, twierdzenie

--ﬁl Catkowity potencjal pola pochodzqcego od uktadu tadunkow punktowych w
dowolnym punkcie obliczamy sumujqc potencjaly od poszczegolnych tadunkow.

Dlatego potencjat w punkcie P pochodzacy od tadunkoéw Q 1 —Q wynosi

V=>v, :V++V_:kQ+k(_—Q)

n "

Lo L (19.10)
= kQ(r_j = kQ 2L

To jest §ciste wyrazenie na potencjat dipola ale do jego obliczenia potrzeba zna¢ r| oraz r,.
My natomiast rozwazymy tylko punkty odlegte od dipola, dla ktérych »>> /. Dla takich
punktéw mozemy przyjaé z dobrym przyblizeniem, ze r, —r, ~lcos@ oraz ry ~r’. Po
uwzglednieniu tych zaleznos$ci wyrazenie na potencjal przyjmuje postac

Icosd 0
v =kQ- "7 = L (19.11)

r r

gdzie p = QI jest momentem dipolowym.

@ Cwiczenie 19.2

Wykonaj $ciste obliczenia potencjatu elektrycznego tego dipola w punkcie lezacym
odpowiednio: a) na symetralnej dipola tj. na osi y w odleglosci » od jego $rodka, b) na
dodatniej potosi x w odlegtosci  od $rodka dipola, ¢) na ujemnej poétosi x w odlegtosci » od
srodka dipola. Wyniki zapisz ponize;j.
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VA =
VB =
VC =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na konicu modutu.

Na zakonczenie wrocimy do przyktadu z punktu 18.4 i obliczymy roéznicg potencjatow
dla dwoch przeciwnie natadowanych ptyt o polu powierzchni S kazda, znajdujacych si¢ w
odlegtosci d od siebie. Ladunki na ptytach wynosza odpowiednio +Q i —Q wigc gestosc
powierzchniowa tadunku ¢ = Q/S. Ze wzoru (19.7) wynika, ze

AV = Ed (19.12)

a poniewaz, zgodnie z naszymi obliczeniami, pole pomig¢dzy ptytami jest rowne E = g/
wiec

od
AV =— (19.13)
&y
lub
Od
AV ==
58 (19.14)
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20 Kondensatory i dielektryki

20.1 Pojemnosc¢ elektryczna

Uktad dwoch przewodnikoéw, ktory moze gromadzi¢ tadunek elektryczny, przy
przylozonej rdéznicy potencjatéw, nazywamy kondensatorem ®, a te przewodniki
oktadkami kondensatora. Rysunek 20.1 przedstawia kondensator ptlaski, w ktéorym
przewodniki (oktadki) stanowia dwie roéwnolegte ptytki przewodzace.

S

| 1E

+Q

Rys. 20.1. Kondensator ptaski

Wielko$cia charakteryzujaca kondensator jest jego pojemno$¢, ktéra definiujemy
nastepujaco

P Definicja
&9 Pojemnosciq elektryczng nazywamy stosunek tadunku kondensatora do réznicy
potencjatow (napiecia) miedzy oktadkami.

0
—— 20.1
AV (20.1)
Zwroémy uwagg, ze ( jest tadunkiem na kazdym przewodniku, a nie tadunkiem
wypadkowym na kondensatorze (fadunek wypadkowy réwny jest zeru).
Pojemnos$¢ kondensatora ptaskiego mozemy obliczy¢ z definicji (20.1) korzystajac
z rownania (19.15)

= AQV - 56015 (20.2)

Zauwazmy, ze pojemnos¢ zalezy od ksztaltu okladek, ich rozmiaru i1 wzajemnego
potozenia. Oznacza to, ze dla kondensatoréw o innej geometrii obowiazuja inne wzory.
Rownanie (20.2) obowiazuje dla kondensatora ptaskiego znajdujacego si¢ w prozni.
Zaleznos¢ pojemno$¢ kondensatora od przenikalnosci elektrycznej osrodka omowimy
pdzniej.

£y Jednostki
&9 Jednostka pojemnosci jest farad (F); 1F = 1C/1V. Powszechnie stosuje si¢ jednak
mniejsze jednostki: puF, nF, pF.
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@ Cwiczenie 20.1

Zeby przekona¢ sie, ze farad jest duza jednostka oblicz pojemno$é prozniowego
kondensatora plaskiego, ktorego okladki o powierzchni 1 cm? sg umieszczone w odleglosci
1 mm od siebie. Wyniki zapisz ponizej.

C =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

==

Kondensatory sa czgscia skladowa prawie wszystkich uktadow elektronicznych. W celu
dobrania odpowiedniej pojemno$ci powszechnie stosuje si¢ ich laczenie w uktady
szeregowe lub rownolegle.

@ Cwiczenie 20.2

Sprébuj samodzielnie wyprowadzi¢ (lub poda¢) wzory na pojemnos¢ wypadkowa uktadu
kondensatorow potaczonych szeregowo i réwnolegle. Wyniki zapisz ponize;.

Wskazowka: kondensatory polaczone szeregowo maja jednakowy tadunek, a potaczone
réwnolegle jednakowa rdznicg potencjatow.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Definicj¢ pojemno$ci mozna rozszerzy¢ na przypadek pojedynczego izolowanego
przewodnika.

Definicja

223 Pojemnosciq elektryczng przewodnika nazywamy stosunek tadunku umieszczonego
na przewodniku do potencjatu jaki ma ten przewodnik w polu elektrycznym
wytworzonym przez ten tadunek.

C= (20.3)

SIS

Mozna wigc dany przewodnik uwazac za jedna z oktadek kondensatora, w ktorym druga
oktadka kondensatora znajduje si¢ w nieskonczono$ci i ma potencjal rowny zeru.
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20.2 Energia pola elektrycznego

Rozpatrzmy poczatkowo nienatadowany kondensator, ktory tadujemy przenoszac
elektrony pomigdzy oktadkami. Oktadka, z ktorej zabieramy elektrony taduje si¢ dodatnio,
a oktadka na ktéra je przenosimy ujemnie. W wyniku tego postgpowania rdznica
potencjatow rosnie od 0 do AV, a tadunek na kondensatorze wzrasta od 0 do Q.

Praca zuzyta na przeniesienie porcji tadunku dg pomigdzy okladkami przy panujacej
w danej chwili roznicy potencjatlow AV wynosi zgodnie ze wzorem (19.7)

dW = AVdg (20.4)

Musimy przy tym pamigtaé, ze w trakcie tadowania kondensatora roznica potencjalow
rosnie wigc przenoszenie dalszych porcji tadunku jest coraz trudniejsze (wymaga wigcej
energii). Calkowita praca na przeniesienie tadunku (, réwna energii potencjalnej
zgromadzona w kondensatorze, wynosi zatem

0 0 1 2
W=IAqu=J(Zjdq=2% (20.5)

gdzie skorzystalismy ze wzoru (20.1) na pojemnosc.
Przypomnijmy, ze dla kondensatora ptaskiego (punkt 18.4)

0
E=*%_
&S (20.6)
skad
0=¢,SE (20.7)

Po podstawieniu do wzoru (20.5) otrzymujemy

W= (‘%fCS) (20.8)

Uwzgledniajac wyrazenie (20.2) na pojemnos¢ kondensatora ptaskiego ostatecznie

2
_ ek

w Sd (20.9)

Zauwazmy, ze iloczyn Sd jest objetoscia kondensatora, wigc gesto$¢ energii w (pola
elektrycznego), ktora jest energia zawarta w jednostce objgtosci wynosi

w=—=—¢gE’ (20.10)
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Modut VI — Kondensatory i dielektryki

(3 Prawo, zasada, twierdzenie
=29 Jezeli w jakim$ punkcie przestrzeni istnieje pole elektryczne o natezeniu E to
mozemy uwazac, ze w tym punkcie jest zmagazynowana energia w ilosci YeoE” na
jednostke objetosci.

20.3 Kondensator z dielektrykiem

Doswiadczenie pokazuje, ze umieszczenie dielektryka ® (izolatora) pomigdzy oktadkami
kondensatora zwigksza jego pojemnos¢ &, razy

— =g, (20.11)

Wielko$¢ ¢, nazywamy wzglednq przenikalnosciq elektryczna ® 1ub stalq dielektrycznq@.
W tabeli ponizej zestawione zostaly stale dielektryczne wybranych materiatow

Tab. 20.1. State dielektryczne wybranych materiatow (w temperaturze pokojowej)

Material Stata dielektryczna

préznia 1.0000

powietrze 1.0005
teflon 2.1
polietylen 23
papier 3.5
szklo (pyrex) 4.5
porcelana 6.5
woda 78
TiO, 100

Wazrost pojemnosci kondensatora w wyniku umieszczenia w nim dielektryka wynika
z zachowania si¢ atomow (czasteczek) dielektryka w polu elektrycznym w kondensatorze,
przy czym istnieja dwie mozliwosci.

Po pierwsze istnieja czasteczki, w ktorych S$rodek ladunku dodatniego jest trwale
przesunigty wzgledem $rodka tadunku ujemnego. Przyktadem moze by¢ czasteczka H,O
pokazana na rysunku 20.2.

Rys. 20.2. Czasteczka wody charakteryzujaca si¢ trwatym momentem dipolowym
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Modut VI — Kondensatory i dielektryki

W wyniku charakterystycznej budowy w czasteczce wody fadunek ujemny jest przesunigty
w stron¢ atomu tlenu, a $rodek ladunku dodatniego jest blizej atoméw wodoru. Takie
czasteczki maja wigc trwaly elektryczny moment dipolowy.

Po drugie, w przypadku czasteczek i atomow nie posiadajacych trwatych momentéw

dipolowych taki moment moze by¢ wyindukowany przez umieszczenie ich w zewngtrznym
polu elektrycznym. Pole dziala na tadunki dodatnie (jadra atomowe) i ujemne (chmury
elektronowe) rozsuwajac ich $rodki. Atomy (czasteczki) wykazuja elektryczny moment
dipolowy, ulegaja polaryzacji ®. Przyktadowo, jezeli umieScimy atom wodoru
w zewngtrznym polu E, to sita F'=—eE przesuwa elektron o » wzgledem protonu.
Woéwcezas atom ma indukowany moment dipolowy p =er. Poniewaz jest to moment
indukowany polem zewngtrznym wigc znika, gdy usuniemy pole.
W zerowym polu momenty dipolowe sa zorientowane przypadkowo tak jak pokazano na
rysunku 20.3a. Natomiast po umieszczeniu w polu elektrycznym trwale elektryczne
momenty dipolowe dqzq do ustawienia zgodnie z kierunkiem pola, a stopien
uporzadkowania zalezy od wielkosci pola 1 od temperatury ( ruchy termiczne czastek
zaburzaja uporzadkowanie). Natomiast momenty indukowane sa rownolegle do kierunku
pola. Caly materiat w polu E zostaje spolaryzowany. Spolaryzowany zewngtrznym polem
E dielektryk (umieszczony w natadowanym kondensatorze) jest pokazany na rysunku
20.3b.

a)

&N 9§
e LL 4
& VoD
& ®
@b g
DV, &

Rys. 20.3.a) niespolaryzowany dielektryk b) polaryzacja dielektryka w zewnetrznym polu £
¢) wypadkowy rozktad tadunku

Zwr6éémy uwage, ze w rezultacie wewnatrz dielektryka tadunki kompensujq sie, a jedynie
na powierzchni dielektryka pojawia si¢ nieskompensowany tadunek ¢'. L.adunek dodatni
gromadzi si¢ na jednej, a uyjemny na drugiej powierzchni dielektryka tak jak pokazano na
rysunku 20.3c.

Ladunek ¢ jest zgromadzony na oktadkach, a ¢’ jest tadunkiem wyindukowanym na
powierzchni dielektryka. Te wyindukowane tadunki wytwarzaja pole elektryczne E'
przeciwne do pola E pochodzacego od swobodnych tadunkéw na oktadkach kondensatora.
Wypadkowe pole w dielektryku E,, (suma wektorowa pdél E'1 E) ma ten sam kierunek co
pole E ale mniejsza wartos¢. Pole zwiazane z tadunkiem polaryzacyjnym ¢' nosi nazwg
polaryzacji elektrycznej ®.
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Modut VI — Kondensatory i dielektryki

Widzimy, ze

= Prawo, zasada, twierdzenie
=3 Gdy dielektryk umiescimy w polu elektrycznym to pojawiajq sie indukowane tadunki
powierzchniowe, ktore wytwarzajq pole elektryczne przeciwne do zewnetrznego pola
elektrycznego.

Zastosujemy teraz prawo Gaussa do kondensatora wypetnionego dielektrykiem. Dla
powierzchni Gaussa zaznaczonej na rysunku 20.2¢ linig przerywana otrzymujemy

1

fEds =11 (20.12)
&y

Poniewaz pole E jest jednorodne wigc

Es=1"1 (20.13)
0
skad otrzymujemy
-9
E=
&S (20.14)

Pojemnos¢ takiego kondensatora wypetnionego dielektrykiem wynosi zatem

4 _ 49 9 &S_ 4
C === = C
AV Ed q-q' d q-gq (20.15)
Dzielac powyzsze rownanie obustronnie przez C otrzymujemy
g =1 (20.16)
c ' q-¢ '

Powyzsze rownanie pokazuje, ze wyindukowany tadunek powierzchniowy ¢' jest mniejszy
od tadunku swobodnego g na oktadkach. Dla kondensatora bez dielektryka ¢' = 0 1 wtedy
& =1.

%o Wiecej na ten temat dielektrykow w polu elektrycznym mozesz dowiedzie¢ sig
z Dodatku 3, na koncu modutu VI.

Korzystajac z powyzszego zwiazku (20.16) 1 podstawiajac za ¢ — ¢' do réwnania (20.12),
mozemy napisa¢ prawo Gaussa (dla kondensatora z dielektrykiem) w postaci

feEds =1 (20.17)
€o
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Modut VI — Kondensatory i dielektryki

To réwnanie stanowi najbardziej ogdlna posta¢ prawa Gaussa.
Zauwazmy, ze strumien pola elektrycznego dotyczy wektora ¢.E (a nie wektora E) i ze
w réwnaniu  wystgpuje  tylko tadunek swobodny, a wyindukowany tadunek
powierzchniowy zostat uwzgledniony przez wprowadzenie stalej dielektrycznej ,.
Porownujac pole elektryczne w kondensatorze plaskim bez dielektryka E = g/gS
z wartoscia dang rownaniem (20.14) widzimy, ze wprowadzenie dielektryka zmniejsza
pole elektryczne ¢, razy (indukowany tadunek daje pole przeciwne do pola od tadunkow
swobodnych na oktadkach - rysunek 20.3b).

q
E =
ces (20.18)

@ Cwiczenie 20.3

Pokazali$my, ze wprowadzenie dielektryka migdzy oktadki kondensatora zwigksza jego
pojemno$¢ 1 zmniejsza pole elektryczne g, razy. Sprobuj teraz wyjasni¢ jak zmienia si¢
roznica potencjaldéw migdzy oktadkami i energia natadowanego kondensatora.

Wskazoéwka: Ladunek swobodny na oktadkach kondensatora nie zmienia si¢ (kondensator
zostat natadowany i nastgpnie odtaczony od Zrédta - baterii).

Wyniki zapisz ponize;j.

AV =
W =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Ten rozdzial konczy modut szésty; mozesz teraz przej§¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Podsumowanie

o Wszystkie fadunki sa wielokrotnoscia tadunku elementarnego e = 1.6:10" C,
e Prawo Coulomba opisuje sil¢ wzajemnego oddziatywania dwoch tadunkow

F=k q’i]z , gdzie stata k =1/4ze, (g = 8.854-10""> C*/Nm®)

e Natgzenie pola elektrycznego definiujemy jako sil¢ dzialajaca na tadunek probny ¢

. . . . F
(umieszczony w danym punkcie przestrzeni) podzielona przez ten tadunek E =—.
q

Natezenie pola elektrycznego £ w odlegtosci » od tadunku punktowego QO jest rowne
E=1F=1(kQ2q;)=kQ2;.
q g\ r r

e Strumien pola elektrycznego przez elementarng powierzchni¢ dS definiujemy jako
iloczyn skalarny wektora powierzchni dS 1 nat¢zenia pola elektrycznego E,
dgp=EdS =FEdScosa,gdzie o jest katem pomigdzy wektorem powierzchni dS
i wektorem E.

e Z prawo Gaussa wynika, ze catkowity strumien pola elektrycznego przez zamknigta
powierzchnig jest rowny catkowitemu tadunkowi otoczonemu przez t¢ powierzchnig

Qeun.

&y

wewn.

podzielonemu przez & i‘; EdS =4rkQ =

e Wypadkowy tadunek wewnatrz przewodnika jest réwny zeru; caty tadunek gromadzi
si¢ na powierzchni przewodnika.
e Pole elektryczne na zewnatrz natadowanej kuli jest takie jakby caty fadunek skupiony
byt w $rodku kuli.
A

2rgyr

e Ladunek liniowy wytwarza wokot siebie pole malejace wraz z odlegtoscia £ =

Natomiast pole od natadowanej nieskonczonej ptaszczyzny E = Zi jest state.
€

* Energia potencjalna fadunku punktowego jest dana wzorem E (1) = k a9
r

e Potencjat elektryczny jest zdefiniowany jako energi¢ potencjalna na jednostkowy

E,(r) W, . . 0
fadunek V' (r) = ———=—"". Potencjal fadunku punktowego wynosi V' (r) =k=.
q r
e Pojemnos$¢ kondensatora definiujemy jako stosunek tadunku kondensatora do r6znicy
potencjalow migdzy oktadkami C = AQV .
: . . 10° iy
e Energia potencjalna zgromadzona w kondensatorze wynosi W = S’ a gestosé

.. . 1
energii pola elektrycznego jest rowna w = 5 g,E*.

e Umieszczenie dielektryka o wzglednej przenikalnosci elektrycznej & pomigdzy

'

roe

oktadkami kondensatora zwigksza jego pojemnos¢ &, razy c =
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Materiaty dodatkowe do Modutu VI

VI. 1. Pole elektryczne na osi pierscienia

Z zasady superpozycji mozemy réwniez skorzysta¢ dla ciaglych rozktadow tadunkow.
Jako przyktad rozpatrzymy jednorodnie naladowany pierscien o promieniu R i catkowitym
fadunku Q pokazany na rysunku ponizej. Chcemy obliczy¢ pole elektryczne na osi
pierscienia w odlegtosci x od jego srodka.

dl

N

-
W,

I
1
1
1

R!
i ‘o dE,

W pierwszym kroku dzielimy pierscieh na elementy o dlugosci d/ i obliczamy pole
elektryczne dE wytwarzane przez taki element. Zgodnie z rysunkiem

dE_=dEcosa (VLL1.1)

oraz
X

cosq = — (VL.1.2)
r

Jezeli A= Q/2z7R jest liniowa gestoscia tadunku (iloscia tadunku na jednostke dhugosci) to
element d/ zawiera tadunek dQ = Ad/ i nat¢zenie pola od tego elementu jest rowne

Adl/

dE=k"3 (VL.1.3)
r
oraz
Adl
dE, =k 2555 (VL1.4)
r r
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Pole elektryczne catego pierscienia otrzymujemy zgodnie z zasada superpozycji sumujac
(calkujac) pola od wszystkich elementéw pierscienia. Zwro¢my uwage, ze skladowe
pionowe dE, elementéw lezacych po przeciwnych stronach pierscienia znosza sig
wzajemnie wigc

kAx _kAx k0
[d1=""7 k) = 3 (VLL5)
(x* +R?)?

E=E, =[dE, =

3
r

Zauwazmy, ze w S$rodku pierScienia (x=0) E=0, a w bardzo duzej odleglosci od
pierScienia (x>>R) pole zmierza do wartosci E — kQ/x* takiej jak pole tadunku
punktowego w tej odlegtosci.

Jedna z zalet postugiwania si¢ pojeciem pola elektrycznego jest to, ze nie musimy
zajmowac si¢ szczegdtami zrodla pola. Powyzszy przyktad pokazuje, ze z pomiaru pola
elektrycznego nie mozemy ustali¢ jaki jest rozktad tadunkéow bedacy zrodtem tego pola
(tadunek punktowy czy odlegly natadowany pierscien).

VI. 2. Gradient pola

Przy pomocy obliczania pochodnych czastkowych ze skalarnego potencjatu V
otrzymali$my sktadowe wektora pola E w dowolnym punkcie przestrzeni

oV oV ov
E=—E =——E =—— 2.
! ox 7 oy Oz (VI.2.1)
skad
E=iE + jE +kE, (V1.2.2)
lub
ov. .oV oV
E=—i——j—-k—
o J Y Py (VI1.2.3)
To réwnanie mozna zapisa¢ w postaci
0 0 0
E=—i_—+j_ —+k_— |V
( o J Py 82} (VI1.2.4)

gdzie wyrazenie w nawiasie jest operatorem wektorowym nabla ®, ktory oznaczamy
symbolem V. Nazywamy t¢ wielko§¢ operatorem poniewaz nie ma ona konkretnego
znaczenia dopodki nie dziala (operuje) na jakas$ funkcje taka jak na przyktad potencjat V.

Operator ten ma istotne znaczenie gdy mamy do czynienia z polami skalarnymi
1 wektorowymi. Pole skalarne to takie pole, ktora ma przypisana warto$¢ skalarna
(liczbowa) w kazdym punkcie przestrzeni. Natomiast pole wektorowe ma w kazdym
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punkcie przestrzeni przypisany wektor. Dla dowolnego pola skalarnego ¢(x,y,z) mozna
dziatajac na nie operatorem V utworzy¢ pole wektorowe, ktore nazywamy gradientem ¢

gradp =V ¢ (VIL.2.5)

Gradient potencjatu, gradp ma warto§¢ réwna maksymalnej zmianie potencjatu ¢
(maksymalne nachylenie funkcji ¢(x,y,z) ) 1 zwrot (gradeg jest wektorem) przeciwny do
kierunku, w ktorym zmiana jest ¢ najwigksza.

VI. 3. Dielektryk w polu elektrycznym - rozwazania iloSciowe

Rozpatrzmy atom umieszczony w zewngtrznym polu elektrycznym o natgzeniu E.
Woéwecezas na atom dziala sila, ktéra przesuwa chmure elektronowa o » wzgledem jadra
atomowego (rysunek ponizej).

chmura elektronowa

; @ jadro
| PYEE -p atomowe
r

Steryczna chmura elektronowa przesunigta zewngtrznym polem elektrycznym wzgledem jadra
atomu na odleglo$¢ r

Wowczas atom ma indukowany moment dipolowy p, a wypadkowe pole elektryczne w
miejscu jadra jest suma pola zewngtrznego 1 pola od chmury elektronowe;j

Ewyp. = E + Eelektrony (VI31)

Jezeli potraktujemy, w naszym uproszczonym modelu, chmurg -elektronowa jako
jednorodnie natadowana kulg o promieniu R to pole elektryczne wytworzone przez chmure
elektronowa w odlegtosci r (» < R) od jej srodka jest dane wzorem (18.17)

I 9 r:kgr

elektrony = 472'(90 R3 R3

(VL3.2)

Poniewaz jadro znajduje si¢ w potozeniu rownowagi (nie przemieszcza sig) wigc £, =0,
skad dostajemy

k
o=E—R% (VL3.3)

skad
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R3
r=_— V134
0 (VL3.4)
Zatem, indukowany moment dipolowy jest rowny
R3

Moment p zgodnie z oczekiwaniami jest proporcjonalny do natgzenia zewnegtrznego pola
elektrycznego E.

Rozpatrzmy teraz dielektryk, w ktorym znajduje si¢ N atomow (czasteczek). Jezeli
kazdy atom ma $redni moment dipolowy p skierowany zgodnie z zewnetrznym polem E

to catkowity moment dipolowy

P =NPp (VL3.6)

Z drugiej strony indukowany tadunek ¢' pojawia si¢ jedynie na powierzchni dielektryka
wigc dla kondensatora ptaskiego, wypelionego dielektrykiem, ktorego oktadki
o powierzchni S s umieszczone w odlegtosci d

Pear =4'd (VI1.3.7)
Laczac te wyrazenia otrzymujemy
q'd=Np (V1.3.8)
lub
q'd =(nSd)p (V1.3.9)

gdzie n koncentracja atoméw (czasteczek) tj. iloscia atoméw w jednostce objetosci
n = N/(Sd). Ostatecznie wigc

q'=nSp (V1.3.10)
Podstawiamy t¢ wielko$¢ do wzoru na &,

q q
g, = c= — VI.3.11
g—q' q-nSp ( )

3
Pokazalismy powyzej, ze indukowany moment dipolowy p wynosi p = Qr = r E.
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Podstawiajac do tego wzoru wyrazenie na nat¢zenie pola elektrycznego w kondensatorze

ptaskim (wzor 20.14) otrzymujemy

_R-9)_, a0~
k¢&,S

Wstawiajac to wyrazenie do wzoru (VI.3.11) obliczamy &,

q 1 1

&, = 3 = o =
g—a®n =L 14 9=9 | _agrnl
S q g,
skad

& =1+4znk’

(V1.3.12)

(V1.3.13)

(V1.3.14)

Otrzymana zalezno$¢ jest przyblizona ze wzgledu na znaczne uproszczenia przyjgtego
modelu atomu jednak pokazuje, ze przenikalno$¢ dielektryczna ¢, jest wigksza od jednosci
1 ze zalezy od wiasciwosci dielektryka takich jak koncentracja atoméw n 1 promien

atomu R.
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Rozwigzania ¢wiczen z modutu VI

Cwiczenie 17.1

Dane: r=510" m, m,=1.67-10"" kg, m.=9.11-10"" kg, G=6.7-10""" Nm’/kg’,
k =1/4re, = 8.988-10°, e = 1.6:107" C.

Sita przyciagania elektrostatycznego pomigdzy elektronem i protonem w atomie wodoru
Wynosi:

2
e

F=k—=92-10"°N

T =
r

a stosunek sil przyciagania grawitacyjnego do elektrostatycznego dla protonu i elektronu
w atomie wodoru:

~2.10%

Sita grawitacyjna jest w tym przypadku catkowicie do zaniedbania.

Cwiczenie 17.3

Dane: tadunki znajduja si¢ w jednakowych odleglosciach » od srodka i maja jednakowe
wartosci bezwzgledne Q.

Na rysunkach ponizej zaznaczono ,w $rodku uktadu, wektory nat¢zenia pola elektrycznego
od poszczegdlnych tadunkow.

- @ + @

-+ + -+

o ® [ o
-0 -0 E

W sytuacji pokazanej na rysunku a) wypadkowe natgzenie pola elektrycznego jest rowne
zeru. Natomiast dla przypadku b) suma (wektorowa) natgzen pdl pochodzacych od
poszczegbdlnych tadunkow wynosi

0
Ew}’l’ = 2ﬁ(k F
Wyrazenie w nawiasie przedstawia warto$¢ natgzenia pola pojedynczego tadunku.
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Cwiczenie 19.1
Dane: Promien jadra » = 4.8:107"° m, liczba protondw n = 29, promief orbity elektronu
R=510" m, tadunek elementarny e =1.6-107" C, stala k= 8.988-10°.

Potencjal na powierzchni jadra miedzi obliczamy ze wzoru na potencjal pola tadunku
punktowego

.9
o=k

gdzie O = ne jest ladunkiem jadra miedzi. Podstawiajac dane otrzymujemy
V(R)=8.7-10" V.

Natomiast energi¢ potencjalna elektronu w polu jadra miedzi obliczamy korzystajac
z zaleznosci (19.4)

_ e
E,(R)=k"

Podstawiajac dane otrzymujemy E,(R) = 1.3:10"°7=10.83 eV.

Cwiczenie 19.2

Dane: r, O, k
A_f_
br
C i 5
e T e
Q e Tt -»| Q

Potencjat w dowolnym punkcie obliczamy jako sumg potencjatow od poszczegdlnych

tadunkéw punktowych, korzystajac ze wzoru (19.6) V(r) =k Q Otrzymujemy kolejno:
r
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V=V, =k 4 D O b

+ - I Z 12 12
SR
2 2 7 o)

Cwiczenie 20.1
Dane: S=1cm’=10"m? d=1mm= 10" m, & = 8.85-10 "2 C*/(Nm?).

. . : S
Pojemnos¢ kondensatora plaskiego jest dana wyrazeniem (20.2) C = AQV = gj{ .

Podstawiajac dane otrzymujemy C = 8.85-10""* F = 0.885 pF.

Cwiczenie 20.2
Na rysunku pokazane sa uktady kondensatoréw potaczonych réwnolegle i1 szeregowo.

AV
rr—— iEnme S
AVE C1 CQ C3
iq1 a, q G, G G

i
i

Dla potaczenia réwnoleglego roznica potencjatdéw migdzy okladkami wszystkich
kondensatorow jest taka sama (potaczone oktadki stanowia jeden przewodnik)

AV:i: qz _ q3
Cl CZ C3

Stad catkowita pojemnos$¢ uktadu

_ 0 _9h Tt :(C1+C2+C3)AV:C1+C2+C3
AV AV AV

Przy potaczeniu szeregowym ladunek wprowadzony na oktadki zewngtrzne wywotuje
rownomierny rozktad (rozdzielenie) tadunku pomigdzy oktadkami wewnetrznymi

q=AV.C,=AV.C, =AVC,

Stad catkowita pojemno$¢ uktadu (jej odwrotnos¢)

q.,49
I AV _AVAHAVAAV, C, G,
q

C g q

Powyzsze wyniki mozna fatwo uogélni¢ na przypadek wigkszej liczby kondensatorow.
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Cwiczenie 20.3
Zgodnie z rownaniem (19.7) zwiazek migdzy rdznica potencjatlu (napigciem) a natgzeniem
pola w kondensatorze (pole jednorodne) jest dany wyrazeniem

AV =Ed

gdzie d jest odlegloscia miedzy oktadkami kondensatora. Poniewaz wprowadzenie
dielektryka migdzy oktadki kondensatora zmniejsza pole elektryczne ¢, razy wigc roéznica
potencjatow tez maleje ¢, razy.

Energia zgromadzona w natladowanym kondensatorze jest dana réwnaniem (20.5) i wynosi

2
yo L0
C

N | —

gdzie Q jest tadunkiem swobodnym na oktadkach kondensatora.

Poniewaz wprowadzenie dielektryka migdzy okladki kondensatora zwigksza jego
pojemno$¢ ¢, razy, a tadunek swobodny na oktadkach kondensatora nie zmienia si¢
(kondensator zostat natadowany i nastepnie odlaczony od zZrddta — baterii) wigc energia
kondensatora maleje.
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Test VI

1.

Dwie identyczne kulki o masie m =10 mg kazda sa zawieszone na izolowanych
niciach o dtugos$ci 50 cm. Gdy kulki natadujemy identycznymi tadunkami, a nitki
zaczepimy w tym samym punkcie, to kulki w wyniku odpychania oddala si¢ na
odlegto$¢ » = 50 cm. Oblicz tadunek elektryczny kulek.

Dwa identyczne tadunki ¢ znajduja si¢ w odleglosci d od siebie. W ktérym punkcie na
symetralnej odcinka d natezenie wypadkowego pola elektrycznego osiaga wartos¢
maksymalna?

W obszar pola elektrycznego (patrz rysunek ponizej) wpada pod katem 6=45°
elektron poruszajacy sie z predkoscia 6-10° m/s. Natezenie pola E = 2:10° N/C i jest
skierowane do gory. Odlegto$¢ migdzy ptytkami d =2 cm, a ich dlugos¢ /=10 cm.
Czy elektron uderzy w ktoras z ptytek? Jezeli tak, to w ktorym miejscu?

M
R e =
Q.

Wyznacz nate¢zenie pola elektrycznego w odlegtosci 10 cm od nieskonczenie dtugiego
preta natadowanego z liniowa gestoscia A =5 C/m.

Dhugi przewodzacy walec, na ktérym umieszczono tadunek +¢, otoczony jest, jak
pokazano na rysunku ponizej przez przewodzaca, cylindryczna powloke o tadunku -24.
Zastosuj prawo Gaussa dla znalezienia: (a) natgzenia pola elektrycznego w punktach na
zewnatrz powloki, (b) natezenia pola elektrycznego w obszarze migdzy walcem a
powloka.

_2q
+q

Wyznacz warto$¢ natgzenia pola elektrycznego E w funkcji odlegtosci od s$rodka
wydrazonej kuli o promieniu wewngtrznym R 1 promieniu zewngtrznym R, wykonanej
z dielektryka (rysunek ponizej). Kula jest naladowana jednorodnie tadunkiem Q.
Narysuj wykres E(r).
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7

7. Mata kulka, o masie m = 1 mg i tadunku ¢ = 2-10"* C wisi na jedwabnej nitce, ktora
tworzy kat 30° z duza, naladowana, nieprzewodzaca plyta, jak pokazano na rysunku
ponizej. Oblicz powierzchniowa ggstos¢ tadunku o ptyty.

8. Migdzy oktadki kondensatora natadowanego do napigcia 500 V wprowadzono
dielektryk o przenikalnosci & =2. Jaki tadunek zostal wyindukowany na cm’
powierzchni dielektryka, jezeli odlegto$¢ migdzy okladkami kondensatora wynosi
2 mm?

9. Warstwa dielektryczna o przenikalnosci & 1 grubos$ci x zostala umieszczona pomigdzy
odleglymi o d (d > x) oktadkami kondensatora plaskiego (rysunek). Jak zmienita si¢
pojemno$¢ kondensatora?
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Modut VII — Prad elektryczny

21 Prad elektryczny
21.1 Natezenie pradu elektrycznego

W module 6 zajmowaliSmy si¢ zagadnieniami z elektrostatyki - rozpatrywali$my
fadunki elektryczne w spoczynku. Teraz bedziemy rozpatrywaé tadunki w ruchu -
zajmiemy si¢ prqdem elektrycznym ® w naszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ na
ruchu fadunkéw w metalicznych przewodnikach takich jak na przyktad drut miedziany.

Nosnikami tadunku w metalu sa poruszajace si¢ swobodnie (nie zwiazane
z poszczegbdlnymi atomami) elektrony tzw. elektrony przewodnictwa
Bez pola elektrycznego te elektrony poruszaja si¢ (dzigki energii cieplnej) przypadkowo
we wszystkich kierunkach. Elektrony swobodne zderzaja si¢ z atomami (jonami)
przewodnika zmieniajac swoja predkos¢ 1 kierunek ruchu zupehnie tak jak czasteczki gazu
zamknigte w zbiorniku. Jezeli rozpatrzymy przekrdj poprzeczny S przewodnika, jak na
rysunku 21.1 ponizej, to elektrony w swoim chaotycznym ruchu cieplnym przechodza
przez t¢ powierzchni¢ w obu kierunkach i wypadkowy strumien tadunkéw przez te
powierzchnig jest rOwny zeru. Przez przewodnik nie plynie prad.

Ruchowi chaotycznemu nie towarzyszy przeptyw pradu. Prad elektryczny to
uporzqdkowany ruch tadunkow.

Przytozenie napigcia U (réznicy potencjatow AV) pomigdzy koficami przewodnika
wytwarza pole elektryczne E, ktére dziata sila na tadunki, powodujac ich ruch
w okreslonym kierunku w przewodniku. Ruch chaotyczny kazdego elektronu zostaje
zmodyfikowany. W przewodniku ptynie prqd elektryczny. Na rysunku 21.1 zaznaczona jest
predkos¢ ruchu elektronéw uzyskana dzigki przytozonemu polu elektrycznemu.

S

T o o
e OQ"?*J

<

=

Rys. 21.1. Chaotyczny ruch cieplny elektronow (strzatki szare) i uporzadkowany ruch elektronow
w polu elektrycznym (strzatki czerwone)

Przeptyw pradu przez przewodnik jest opisywany przez nat¢zenia pradu.

[ Definicja
—-ﬁ Natezenie prqdu elektrycznego definiujemy jako ilos¢ tadunku jaka przepltywa przez
przekroj poprzeczny przewodnika w jednostce czasu.

0

t 21.1)
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= Jednostki

29 W ukladzie SI jednostka tadunku jest kulomb (C). Jest to tadunek przenoszony przez
prad o natezeniu 1 ampera w czasie 1 sekundy 1 C=1 A-s.

Jezeli natgzenie pradu nie jest stale to wyrazenie (21.1) okresla srednie natezenie pradu,

a natezenie chwilowe jest okres§lone jako

_do
1="> (21.2)

Wielkos$cia zwiazang z nat¢zeniem pradu jest gestos¢ pradu.

{2 Definicja
&9 Gestos¢ pradu elektrycznego definiowana jest jako natezenie prqdu na jednostke
powierzchni przekroju poprzecznego przewodnika.

.1
J = g (21.3)
Gestos¢ pradu jest wektorem. Jego dtugos$¢ okresla wzor (21.3), a kierunek i zwrot sa
zgodne z wektorem predkosci tadunkow dodatnich. Zauwazmy, ze oprocz "ujemnych
elektronéw, ktore sa nosnikami fadunku w metalach mamy do czynienia rowniez z innymi
no$nikami: w potprzewodnikach obok elektronéw nos$nikami sa dziury (no$niki dodatnie),
a w gazach 1 cieczach elektrony oraz jony dodatnie (kationy) i jony ujemne (aniony). Za
umowny kierunek pradu przyjmujemy kierunek ruchu tadunkow dodatnich.

Jak juz powiedzieliSmy wczes$niej, w nieobecno$ci zewngtrznego pola elektrycznego
swobodne elektrony w metalu poruszaja si¢ chaotycznie we wszystkich kierunkach.
Natomiast w zewngtrznym polu elektrycznym elektrony uzyskuja $rednia predkosc
unoszenia Vv, D Jezeli n jest koncentracja elektronow to ilos¢ tadunku Q jaka przeptywa
przez przewodnik o dtugosci / 1 przekroju poprzecznym S w czasie ¢ = [/V,, wynosi

Q = niSe (21.4)

gdzie iloczyn IS jest objgtoscia przewodnika. Natezenie pradu wynosi wige

= Q = nsle =nSeV,
t L (21.5)
VM
a gestos¢ pradu
.1
J= E = nevu = qu (216)

gdzie p jest gestoscia tadunku.
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=~ Przyklad

Sprobujemy teraz obliczy¢ $rednia predkos¢ unoszenia elektrondw przewodnictwa
(swobodnych) w drucie miedzianym o przekroju 1 mm?, w ktérym ptynie prad natezeniu
I = 14. Masa atomowa miedzi u = 63.8 g/mol, a ggsto$é miedzi pc, = 8.9 g/em’.
Skorzystamy z rOwnania (21.5), ktore przeksztatcamy do postaci

V, = 21.7)

Koncentracj¢ nosnikdw obliczamy w oparciu o zatozenie, ze na jeden atom miedzi
przypada jeden elektron przewodnictwa (mamy do czynienia z jonami Cu™.

n=PNav _gq.10% ClKIT (21.8)

7 m

gdzie N4y jest liczba Avogadra. Wstawiajac t¢ warto§¢ do rownania na predkosé (21.7)
otrzymujemy
V, = 74107 m/s = 0.074 mm/s

Widzimy, ze predkos¢ srednia uporzadkowanego ruchu elektronow, ktory jest warunkiem
wystapienia pradu elektrycznego, jest bardzo mata. Dla poréwnania predkosé
chaotycznego ruchu cieplnego jest rzedu 10° m/s.

Powstaje wigc pytanie, jak przy tak znikomo matej predkosci elektrondow mozliwe jest

btyskawiczne przenoszenie sygnatow elektrycznych np. w sieci telefoniczne;,
komputerowej czy elektrycznej?
Dzieje si¢ tak dlatego, ze wywolana przylozonym napigciem (sygnalem) zmiana pola
elektrycznego rozchodzi si¢ wzdhuz przewodnika z predkoscia bliska predkosci §wiatta
w prézni (2.998-10° m/s). Oznacza to, ze zewnetrzne pole elektryczne wywoluje ruch
elektronéw praktycznie jednoczesnie z wiqczeniem napiecia (nadaniem sygnatu) wzdtuz
catej dlugosci przewodnika tzn. rbwnocze$nie zaczynaja si¢ porusza¢ elektrony zardwno
w poblizu nadajnika jak i1 odbiornika. Tak wigc pomimo bardzo matej predkosci $redniej
uporzadkowanego ruchu elektronéw sygnat "natychmiast" dociera do odbiornika.

21.2 Prawo Ohma

Jezeli do przewodnika przylozymy napigcie U (rdznicg potencjalow AV), to przez
przewodnik ptynie prad, ktdorego natezenie / jest proporcjonalne do przytozonego napigcia.
Ten wazny wynik do$wiadczalny jest trescia prawa Ohma, ktdre stwierdza, ze

= Prawo, zasada, twierdzenie
--ﬁl Stosunek  napiecia przytozonego do przewodnika do natezenia prqdu
przeplywajqcego przez ten przewodnik jest staly i nie zalezy ani od napiecia ani od
natezenia prqdu.
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Ten iloraz

B Y

; (21.9)

nazywamy oporem elektrycznym D

{3 Jednostki
=3 Jednostka oporu jest ohm (Q); 1Q = 1V/A.

Prawo Ohma jest stuszne pod warunkiem, ze przewodnik znajduje si¢ w stalej
temperaturze. Zalezno$¢ oporu od temperatury jest omowiona w dalszej czgsci.

o O wyprowadzeniu prawa Ohma mozesz przeczyta¢ w Dodatku 1, na koncu
modutu VII.

Opdr przewodnika zalezy od jego wymiaréw; opdr R jest proporcjonalny do dtugosci
przewodnika / i odwrotnie proporcjonalny do jego przekroju S.

[
R=p— 21.10
i (21.10)
Stala p, charakteryzujaca elektryczne wlasno$ci materiatu, nazywamy oporem
wiasciwym % (rezystywnoscia), a jej odwrotnos¢ o = 1/p przewodnosciq wlasciwg ®

(2 Jednostki
=9 Jednostka przewodnosci elektrycznej whasciwej jest 1Q'm™.

W tabeli ponizej zestawione zostaty opory wlasciwe wybranych materiatlow

Tab. 21.1. Opory wlasciwe wybranych materialéw (w temperaturze pokojowej)

Materiat Opor whasciwy
QOm
srebro 1.6:107°
miedz 1.7-10°°
glin 28107 metale

wolfram 5.3-10°°
platyna 1.1-107

krzem 2.5:10° pOtprzewodnik

szklo 10'°- 10" izolator

@ Cwiczenie 21.1

Skorzystaj teraz z zalezno$ci (21.10) i oblicz opdr pomigdzy réznymi przeciwlegltymi
Sciankami sztabki miedzianej o wymiarach 1mm x 2 mm x 50 mm. Opdr wlasciwy miedzi
w temperaturze pokojowej wynosi 1.7-10™® Qm. Wyniki zapisz ponize;.
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R]Z
R2:
R3:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Korzystajac ze wzorow (21.9), (21.10) oraz z zalezno$ci U= El mozemy wyrazi¢
gestos¢ pradu w przewodniku jako

U E E
== 21.11)

e E
’TSTRS RS p

lub

Jj=0E (21.12)

Jak juz powiedzieliSmy wczesniej gestos¢ pradu jest wektorem 1 dlatego ten zwiazek
pomiegdzy gestoscia pradu, a natgzeniem pola elektrycznego w przewodniku zapisujemy
czesto w postaci wektorowej

J=0E (21.13)

Jest to inna, wektorowa lub mikroskopowa, posta¢ prawa Ohma

Opor wilasciwy materialu p zalezy od temperatury. Wiaze sig to z tym, ze predkosé
ruchu przypadkowego czasteczek zalezy od temperatury (punkt 15.2).
Typowa zalezno$¢ oporu od temperatury dla przewodnikdw metalicznych jest pokazana na
rysunku 21.2.

o

" Ir
Rys. 21.2. Opor wlasciwy metalu w funkcji temperatury
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Z dobrym przyblizeniem jest to zalezno$¢ liniowa p ~ T za wyjatkiem temperatur bliskich
zera bezwzglednego. Wtedy zaczyna odgrywaé role tzw. opor resztkowy po zalezny
w duzym stopniu od czystosci metalu.

Istnieja jednak metale i1 stopy, dla ktorych obserwujemy w dostatecznie niskich
temperaturach catkowity zanik oporu. Zjawisko to nosi nazwe¢ nadprzewodnictwa ®
Prady wzbudzone w stanie nadprzewodzacym utrzymuja si¢ w obwodzie bez zasilania
zewngtrznego. Ta mozliwo$¢ utrzymania stale plynacego pradu rokuje duze nadzieje na
zastosowania techniczne, ktére znacznie wzrosty po odkryciu w 1986 r materialow
przechodzacych w stan nadprzewodzacy w stosunkowo wysokich temperaturach, okoto
100 K. Materialy te nosza nazwe¢ wysokotemperaturowych nadprzewodnikéw a ich
odkrywcy J. G. Bednorz i K. A. Miiller zostali wyrdznieni Nagroda Nobla w 1987 r.

@ Cwiczenie 21.2

Podobnie jak kondensatory rowniez oporniki sa czg$cia skladowa prawie wszystkich
uktadow elektronicznych. W celu dobrania odpowiedniego oporu powszechnie stosuje si¢
ich taczenie w uktady szeregowe lub rownoleglte. Sprébuj teraz samodzielnie wyprowadzi¢
(lub poda¢) wzory na opdér wypadkowy ukladu opornikow potaczonych szeregowo
1 réwnolegle.

Wskazoéwka: Przez oporniki potaczone szeregowo ptynie ten sam prad, a z kolei przy
potaczeniu rownoleglym réznica potencjatow (napigcie) jest na kazdym oporniku takie
samo. Wynik zapisz ponize;j.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

=

Z prawa Ohma wnioskujemy, ze nat¢zenie pradu jest wprost proporcjonalne do
przylozonego napigcia. Jest to sluszne dla wigkszosci przewodnikow (przy niewielkich
napigciach 1 natgzeniach pradu). Nalezy jednak wspomnieé, ze istnieja uklad, ktére nie
spelniaja prawa Ohma. Sa to migdzy innymi szeroko stosowane polprzewodnikowe
elementy elektroniczne takie jak diody 1 tranzystory. Wlasciwosci materiatdéw
poiprzewodnikowych beda omowione w dalszych modutach.

21.3 Praca i moc pradu, straty cieplne

Na rysunku 21.3 pokazany jest najprostszy obwdd elektryczny sktadajacy si¢ ze zrodta
pradu (np. baterii) oraz z dowolnego odbiornika energii elektrycznej takiego jak zarowka,
grzejnik, silnik elektryczny, komputer itp.

Jezeli przez odbiornik przeptywa prad o natgzeniu /, a napigcie na odbiorniku wynosi U to
zmiana energii potencjalnej tadunku dg przeptywajacego przez odbiornik (od punktu 4 do
B) wynosi
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dW =Udgq (21.14)

Dzielac obie strony réwnania przez dt otrzymujemy wzor, ktory przedstawia szybkosé
zmian energii elektrycznej

dw dg
—=U—"=UI 21.15
d¢ dt ( )
czyli moc pradu elektrycznego
P=UI (21.16)
—)AO- -OB—D—
| odbiornik
I Y
) |
- [ -
+—

Rys. 21.3. Prad [ z baterii ptynie przez odbiornik energii elektrycznej

Energia potencjalna tadunku przepltywajacego przez odbiornik maleje bo potencjat punktu
A (potaczonego z dodatnim biegunem baterii) jest wyzszy niz punktu B (potaczonego
z ujemnym biegunem baterii). Ta tracona energia jest przeksztalcana w inny rodzaj energii
w zaleznosci od typu odbiornika.

21.3.1 Straty cieplne

Jezeli mamy do czynienia z odbiornikiem energii zawierajacym tylko opornik (np.
grzejnik) to cata energia stracona przez tadunek dg poruszajacy si¢ przy napigciu U
wydziela si¢ w oporniku w postaci energii cieplnej. Elektrony przewodnictwa poruszajac
si¢ w przewodniku zderzaja si¢ z atomami (jonami) przewodnika i traca energi¢ (ktora
uzyskaty w polu elektrycznym) co objawia si¢ wzrostem temperatury opornika.
Korzystajac z prawa Ohma mozemy rownanie (21.16) zapisa¢ w postaci

2

P=I°R lub P:l; (21.17)

Rownania (21.17) opisuja przemiang energii elektrycznej na energi¢ cieplna, ktora
nazywamy cieplem Joule'a D

@ Cwiczenie 21.3

Typowa grzatka w czajniku elektrycznym, przystosowanym do pracy przy napieciu 230 V,
ma moc 2000 W. Jaki prad ptynie przez t¢ grzalke i jaki jest jej opor?
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Wynik zapisz ponize;.
I:

R:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

21.4 Obwody pradu statego

21.4.1 Sita elektromotoryczna, prawo Ohma dla obwodu zamknietego

Aby w obwodzie elektrycznym utrzymaé prad potrzebujemy zrodta energii
elektrycznej. Takimi zrodtami sa np. baterie i generatory elektryczne. Nazywamy je
zrédtami sity elektromotorycznej SEM . w urzadzeniach tych otrzymujemy energie
elektryczna w wyniku przetwarzania innej energii; np. energii chemicznej w bateriach,
a energii mechanicznej w generatorach.

Sita elektromotoryczna ¢ okresla energi¢ elektryczna AW przekazywana jednostkowemu
tadunkowi Ag w zrédle SEM

_aw

E =
Aq

(21.18)

Definicja
223 Miarq SEM jest réznica potencjaléw (napiecie) na biegunach #rédla pradu w
warunkach, kiedy przez ogniwo nie ptynie prqd (ogniwo otwarte).
Natomiast gdy czerpiemy prad ze zrodla to napigcie migdzy jego elektrodami, nazywane

teraz napieciem zasilania U, @, maleje wraz ze wzrostem pobieranego z niego pradu.
Dzieje si¢ tak dlatego, ze kazde rzeczywiste zrdédto napigcia posiada opor wewnetrzny
R, ®. Napigcie zasilania jest mniejsze od SEM wiasnie o spadek potencjatu na oporze
wewnetrznym

U.=¢-IR, (21.19)

Z tej zaleznosci wynika, ze U, = ¢, gdy I = 0 (definicja SEM).
Typowe wartosci oporu wewngtrznego réznych zrodet sa zestawione w tabeli 21.2 ponize;j.

Tab. 21.2. Wartosci oporu wewnetrznego dla wybranych zrodet SEM

Zrédto pradu Opor wewnetrzny
akumulator kilka mQ
stabilizator sieciowy 1 - 50 mQ
bateria typu R20 1-3Q
mikrofon ok. 600 Q
ogniwo stoneczne 5—-100 kQ
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Rozpatrzmy teraz pokazany na rysunku 21.4 najprostszy obwod zamknigty. Linia
przerywana zaznaczono rzeczywiste zrodto pradu tj. zrodto sity elektromotorycznej & oraz
opor wewngtrzny R,. Opornik zewngtrzny R. przedstawia odbiornik mocy nazywany
obciazeniem (np. zaro6wka, gltosnik), a U, jest napigciem zasilania (na biegunach zrodta).

Rys. 21.4. Obwod zamknigty zawierajacy zrodto SEM i odbiornik mocy

Postuzymy si¢ teraz réwnaniem (21.18) aby znalez¢ nat¢zenie pradu w tym obwodzie
zamknigtym. Przeksztatcajac ten wzor otrzymujemy

e=U_+IR, (21.20)
Zgodnie z prawem Ohma U = IR, wigc

Prawo, zasada, twierdzenie
e=I(R,+R)) (21.21)

Wzér (21.21) wyraza prawo Ohma dla obwodu zamknietego.

21.4.2 Prawa Kirchoffa

W praktyce mamy do czynienia z bardziej zlozonymi obwodami elektrycznymi
zawierajacymi rozgalezienia i wigksza liczbg zrédet SEM. Woéwcezas przy znajdowaniu
pradow i napig¢ postugujemy si¢ prawami Kirchhofta.

Prawo, zasada, twierdzenie

Pierwsze prawo Kirchhoffa: Twierdzenie o punkcie rozgalezienia. Algebraiczna
suma natezen prqdow przeptywajqcych przez punkt rozgatezienia (wezel) jest rowna
zeru.

21=0 (21.22)

Prawo, zasada, twierdzenie

Drugie prawo Kirchhoffa: Twierdzenie o obwodzie zamknietym. Algebraiczna suma
sit elektromotorycznych i przyrostow napie¢ w dowolnym obwodzie zamknietym jest
rowna zeru (spadek napiecia jest przyrostem ujemnym napiecia,).
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angﬁili& =0 (21.23)
i=1 i=1

Twierdzenie o obwodzie zamknigtym jest wynikiem zasady zachowania energii,
a twierdzenie o punkcie rozgalgzienia wynika z zasady zachowania tadunku.

Przy stosowaniu praw Kirchhoffa zakladamy jaki§ kierunek pradu i jego natgzenie
w kazdej galezi. Spadek napigcia pojawia si¢ gdy "przechodzimy" przez opornik
w kierunku zgodnym z przyjetym kierunkiem pradu, a przyrost napigcia gdy przechodzimy
przez zrodto SEM w kierunku od "-" do "+". Jezeli w wyniku obliczen otrzymamy ujemne
natezenie pradu to znaczy, ze rzeczywisty kierunek pradu jest przeciwny do przyjetego.

<~ Przyklad
Stosujac t¢ metodg rozwazymy, jako przyktad, dzielnik napigcia pokazany na rysunku
21.5. Opory wewngtrzne zrodet SEM pomijamy.

Rys. 21.5.Dzielnik napigcia
Zastosowanie II-ego prawa Kirchhoffa do zewnetrznej "duzej" petli daje
& —1L,R,—LR =0 (21.24)
a dla wewngtrznej "matej" petli
g&—-LR =0 (21.25)
skad wprost otrzymujemy natg¢zenie pradu /3

&
I ==L
TR (21.26)
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Teraz odejmujemy stronami réwnan (21.24) 1 (21.25)
&—&—-1L,R, =0 (21.27)

1 obliczamy natgzenie pradu

(21.28)

Dla wezta P stosujemy I-sze prawo Kirchhoffa

I +1,-1,=0 (21.29)

"

gdzie znaki "+" oznacza prady wplywajace do wezta, a znak "—" prady wyptywajace. Stad

wyliczamy prad [,

g & -& I 1 €
J =1, -] ="1r_72 "1 _ 1 = 4 = |_Z2
1 =434, I(Rl R, j R, (21.30)

gdzie podstawili$my uprzednio wyliczone wyrazenia na I3 1 /.

Zauwazmy, ze mozemy dobra¢ elementy obwodu tak aby

& &

1 1) R (21.31)
Rl RZ

Wtedy prad /; =0 1 zrodto €, nie daje Zadnego pradu (praktycznie nie wyczerpuje sig).
Opornik R; ma wigc napigcie okreslone przez ¢;, ale prad pobiera z &,. Taki uktad ma
wazne zastosowanie praktyczne. Napigcie ¢ moze by¢ ogniwem wzorcowym (zapewniajac
bardzo doktadne napigcie na R)), a odbiornik R; moze pobiera¢ duzy prad (gltéwnie z &,).

@ Cwiczenie 21.4

Sprébuj teraz samodzielnie znalez¢ prady /;, I> oraz I3 ptynace w obwodzie pokazanym na
rysunku ponizej.

Przyjmij umowne kierunki obchodzenia obwodow (oczek) takie jak zaznaczone strzatkami
(zgodnie z ruchem wskazéwek zegara). Podaj wartosci pradow przyjmujac & =3V,
&=15V, Ri=1Q oraz R;=2Q. Czy rzeczywiste kierunki pradéw sa zgodne
z zalozonymi? Wynik zapisz ponize;.

[1:

12:

13:
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Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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22 Pole magnetyczne

22.1 Sita magnetyczna

W poblizu przewodnikow z pradem elektrycznym 1 magneséw dziataja sify
magnetyczne. Spotykamy je gdy mamy do czynienia z magnesem trwatym,
elektromagnesem, silnikiem elektrycznym, pradnica, czy monitorem komputerowym.
Magnesem jest sama Ziemia. Jej dziatanie na igl¢ kompasu jest znane od Starozytnosci.
Natomiast w XIX w. Oersted stwierdzit, ze kompas ulega rowniez wychyleniu w poblizu
przewodnika, w ktérym plynie prad i zmienia kierunek wychylenia wraz ze zmiana
kierunku pradu.

To oddziatywanie pomigdzy pradem i magnesem opisujemy wprowadzajac pojgcie pola
magnetycznego ¥ . Przypomnijmy, ze w przypadku sit grawitacyjnych postugiwalismy si¢
pojeciem natgzenia pola grawitacyjnego p, gdzie F,=my, a w przypadku sit
elektrycznych pojgciem natgzeniu pola elektrycznego E, gdzie F, =mE . Natomiast silg
dziatajaca na tadunek g poruszajacy si¢ w polu magnetycznym z predkoscia Vv wiazemy
z indukcjq magnetycznqg B ®. Zwiazek pomigdzy sita magnetyczna a indukcja
magnetyczna B zapisujemy w postaci rOwnania wektorowego

Definicja

F=qvxB (22.1)

Site t¢ nazywamy silq Lorentza ®, a powyzsze rownanie definiuje indukcje pola
magnetycznego B.

(= Jednostki
=5 Jednostka indukcji B jest tesla; (T); 1 T=1N/(Am) =1 Vs/m’.

Ponizsza tabela pozwala na zorientowanie si¢ w zakresie pol magnetycznych dostepnych
w przyrodzie i wytwarzanych przez r6zne urzadzenia.

Tab. 22.1 Zakres pol magnetycznych

Zrodlo pola B Baks. [ T]
Pracujacy mozg 10"
Ziemia = 4107
Elektromagnes 2
Cewka nadprzewodzaca 20
Cewka impulsowa 70
Gwiazda neutronowa ~10®

Zgodnie z definicja iloczynu wektorowego, z rownania (22.1) wynika, ze wartos¢ sily
dziatajaca na naladowana czastk¢ w polu magnetycznym jest rowna

F =qV|Bsin0 (22.2)
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gdzie 0 jest katem pomigdzy wektorami V i B.

Sita jest rowna zeru gdy czastka nie porusza si¢ oraz gdy wektor predkosci jest
rownolegly do wektora B (8 = 0°) lub do niego antyréwnolegty (6 = 180°). Natomiast
maksimum sity wystepuje gdy wektor predkosci V jest prostopadty do wektora B (6 = 90°).

Roéwnanie (22.1) okresla rowniez kierunek i zwrot wektora sity F. Z definicji iloczynu
wektorowego wynika, ze wektor F jest prostopadly do ptaszczyzny wyznaczonej przez
wektory V 1 B. Zwrot jego jest okreslony regula $ruby prawoskretnej lub regula prawej
reki. Jezeli palce prawej reki zginaja si¢ w kierunku obrotu wektora v do wektora B (po
mniejszym tuku) to kciuk wskazuje kierunek wektora F ~ v x B tak jak na rysunku 22.1.

Rys. 22.1. Reguta prawej reki wyznacza kierunek dziatania sity w polu magnetycznym

Zwrot wektora F pokazany na rysunku powyzej odpowiada dodatniemu tadunkowi ¢. Dla
tadunku ujemnego kierunek jest ten sam ale zwrot przeciwny.

@ Cwiczenie 22.1

W kazdej z czterech pokazanych konfiguracji zaznaczono wektor predkosci tadunku
(dodatniego) 1 wektor indukcji magnetycznej. Sprobuj narysowaé wektor sity dzialajaca na
tadunek. Skorzystaj z definicji iloczynu wektorowego.

a) z b) z
B ' B
y y
X Yyv X
c) z d) z
B B
v Y y
\"
X X

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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22.2 Linie pola magnetycznego, kierunek pola

Pole magnetyczne prezentujemy graficznie rysujac tzw. linie pola magnetycznego ©
czyli linie wektora indukcji magnetycznej B. Wektor B jest styczny do tych linii pola
w kazdym punkcie, a rozmieszczenie linii obrazuje wielko$¢ pola - im ggsciej
rozmieszczone sa linie tym silniejsze jest pole.

Na rysunku 22.2 pokazane sa linie pola magnetycznego w poblizu stalego magnesu
w ksztalcie sztabki. Linie te przechodza przez magnes i tworza zamkniete petle.

= Prawo, zasada, twierdzenie
223 To, ze linie pola B sq zawsze liniami zamknietymi stanowi fundamentalng réznice
miedzy stalym polem magnetycznym i elektrycznym, ktorego linie zaczynajq sie i
konczq na tadunkach.

Najsilniejsze pole wystepuje w poblizu koncéw magnesu czyli w poblizu biegunow
magnetycznych ® Koniec magnesu, z ktorego wychodza linie nazywamy pdinocnym
biegunem magnesu (N), a ten do ktérego wchodza linie biegunem potudniowym (S).

Rys. 22.2. Pole magnesu sztabkowego

Podobnie jak w przypadku pola magnetycznego Ziemi kierunek linii pola magnesu mozna
wyznaczy¢ za pomoca kompasu przesuwajac go wokot magnesu. Kierunek igly kompasu,
ktora sama jest magnesem sztabkowym, pokazuje kierunek pola magnetycznego. Igta
wskazuje kierunek od bieguna poinocnego w strong poludniowego. Wynika to
z oddzialywania magnesow. Doswiadczalnie stwierdzono, ze bez wzgledu na ksztalt
magnesow, bieguny przeciwne przyciqgajq sie, a jednakowe bieguny odpychajq sie.

Linie pola magnetycznego mozna tez wyznaczy¢ do$wiadczalnie przy uzyciu np.
opitkow zelaza, ktore zachowuja si¢ jak dipole magnetyczne ® (mate magnesy). Opitki
ustawiajq si¢ zgodnie z kierunkiem B i daja obraz linii pola magnetycznego.

Na rysunku 22.3 pokazane jest pole magnetyczne Ziemi. Igta magnetyczna kompasu
w polu Ziemi pokazuje kierunek linii taki jak na rysunku. Widzimy, ze linie sa skierowane
w strong Arktyki 1 zgodnie z przyjeta konwencja oznaczatoby to, ze tam znajduje si¢
magnetyczny biegun potudniowy. Tymczasem ten kierunek geograficzny przyjmujemy za
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potnocy. W zwiazku z tym w przypadku Ziemi odstgpujemy od przyjetej reguly i ten
biegun nazywamy potnocnym biegunem geomagnetycznym ®. Nalezy przy tym zwrocié
uwage na to, ze biegun geomagnetyczny nie pokrywa si¢ z geograficznym biegunem
poocnym. Aktualnie znajduje si¢ w poinocnej Kanadzie. Bieguny magnetyczne Ziemi
zmieniaja swoje potozenie i w odleglej przesztosci potnocny biegun geomagnetyczny
znajdowat si¢ na potkuli potudniowe;.

_ N, o$ obrotu Ziemi
magnetyczny biegun
potnocny

|
|
|
I
|
1
|
1
|
[
|
|
I
I
|
[
|
1
|
I

S

Rys. 22.3. Pole magnetyczne Ziemi

22.3 Ruch natadowanych czastek w polu magnetycznym

Zauwazmy, ze zgodnie z réwnaniem (22.1) wektor sity F dzialajacej na naladowana
czastke poruszajaca si¢ w polu magnetycznym jest zawsze prostopadly do wektora
predkosci v 1 wektora B. Oznacza to, ze sita F nie moze zmieni¢ wartosci predkosci V,
aco za tym idzie nie moze zmieni¢ energii kinetycznej czastki. Sita F moze jedynie
zmieni¢ kierunek predkosci Vv, zakrzywi¢ tor jej ruchu. Sita magnetyczna jest wigc sita
dosrodkowa.

Zeby przesledzi¢ tor ruchu natadowanej czastki w polu magnetycznym rozpatrzmy
czastke, ktora z predkoscia V wpada do jednorodnego stalego pola magnetycznego

o indukc;ji B tak jak na rysunku 22.4.

| S
\
<

+q VII

-
>

Rys. 22.4. Natadowana czastka wpada do pola B z predkoscia v.
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Predkos¢ poczatkowa czastki (z ktora wlatuje w obszar pola B) mozemy rozlozy¢ na dwie
sktadowe: jedna rownolegla v, a druga prostopadta v do pola B. Zauwazmy, ze zgodnie
ze wzorem (22.2) sita magnetyczna zwiazana jest tylko ze skladowq predkosci prostopadiq
do pola B (60 = 90°) natomiast nie zalezy od sktadowej rownolegtej do pola (60 = 0°). Sita
magnetyczna zmienia wigc tylko sktadowa predkosci prostopadla do pola B, natomiast
sktadowa predkosci rownolegta pozostaje stala. W rezultacie czastka przemieszcza si¢ ze
stata predkoscia wzdtuz pola B rownocze$nie zataczajac pod wplywem sity magnetycznej
okregi w plaszczyznie prostopadiej do pola. Czasteczka porusza si¢ po spirali tak jak
pokazano na rysunku 22.5.

X

y

Rys. 22.5. Naladowana czasteczka poruszajaca si¢ w polu magnetycznym po torze spiralnym

@ Cwiczenie 22.2

Teraz sprobuj opisa¢ ruch tadunku g, ktory porusza sig z predkoscia V prostopadle do pola
magnetycznego B.

Wskazéwka: Poniewaz predkos¢ jest prostopadta do pola B to tor czastki jest okregiem
lezacym w plaszczyZnie prostopadlej do pola B. Oblicz promien tego okreggu
i czestotliwo$¢ z jaka krazy tadunek.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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Zjawisko odchylania toru naladowanych czastek w polu magnetycznym znalazto
szerokie zastosowanie w technice i nauce. Jednym z przyktadéw jest lampa kineskopowa
w telewizorze czy monitorze. Na rysunku 22.6 pokazany jest przyktadowy tor wiazki
elektronow w lampie.

ekran\‘ (-\

By

-t < i .
| | e \
g / wigzka elektronéw

/ ?

Rys. 22.6. Odchylanie wiazki elektronéw w polu magnetycznym w lampie kineskopu

W kineskopie pole magnetyczne jest przytozone wzdtuz kierunku x i w kierunku y. Pole
B., w zaleznosci od zwrotu (+x, —x) odchyla elektrony w gore lub w dot ekranu, natomiast
pole B,, w zaleznosci od zwrotu (+y, —y) odchyla wiazkg elektronéw w prawo lub w lewo.
W ten sposob sterujemy wiazka elektronow, ktora przebiega (skanuje) caly ekran
docierajac do kazdego punktu ekranu (piksela).

Innym przyktad stanowi spektrometr masowy @ ktérego schemat jest pokazany na
rysunku 22.7.

®s @ ----© ®©
© / ® ® ®
o/ © Yo e
J T[ detektor

.

Rys. 22.7. Schemat dziatania spektrometru masowego
Czastka (jon) o masie m 1 ladunku g wyemitowana ze Zrédla Z zostaje przyspieszona

napigciem U po czym wlatuje w obszar jednorodnego pola magnetycznego B
prostopadtego do toru czastki. (Pamigtaj, ze symbol ® oznacza wektor skierowany przed
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ptaszczyzng rysunku, a symbolem &' oznaczamy wektor skierowany za plaszczyzne
rysunku.) Pole magnetyczne zakrzywia tor czastki, tak Zze porusza si¢ ona po potokregu
o promieniu R, po czym zostaje zarejestrowana w detektorze (np. na kliszy fotograficznej)
w odlegtosci 2R od miejsca wejscia w pole magnetyczne.

Promien okregu po jakim porusza si¢ naladowana czastka w polu B obliczylismy
w ostatnim ¢wiczeniu

_mv
qB

R (22.3)

gdzie Vv jest predkoscia z jaka porusza si¢ czastka. Tg¢ predko$¢ uzyskuje ona dzigki
przylozonemu napigciu U. Zmiana energii potencjalnej fadunku przy pokonywaniu réznicy
potencjatu U jest rowna energii kinetycznej jaka uzyskuje tadunek

AE, =AE, (22.4)
lub
mv*
T=qu (22.5)

2qU
v= | (22.6)
m
1 podstawiamy je do rownania (22.3)
1 2mU
R=— |72
B ¢ (22.7)

(22.8)

Widzimy, ze pomiar odleglosci (2R), w jakiej zostata zarejestrowana czastka pozwala na
wyznaczenie jej masy m.

Zakrzywianie toru czastek w polu magnetycznym jest rowniez wykorzystywane
w urzadzeniach zwanych akceleratorami. Te urzadzenia stuzace do przyspieszania czastek
natadowanych, znalazly szerokie zastosowanie w nauce, technice i medycynie.

#o Przykladem akceleratora cyklicznego jest cyklotron. O jego dzialaniu mozesz
przeczyta¢ w Dodatku 2, na koncu modutu VIIL.
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22.4 Dziatanie pola magnetycznego na przewodnik z pradem

Poniewaz sita magnetyczna dziata na tadunki w ruchu zatem dziata na caly przewodnik
z pradem

F = Nev, Bsin@ (22.9)

gdzie N jest liczba elektronow zawartych w danym przewodniku o dtugosci / i przekroju
poprzecznym S, a V, ich S$rednia predkoscia unoszenia. Jezeli n jest koncentracja
elektronow (iloscia elektronéw w jednostce objetosci) to

N =nSI (22.10)
Zgodnie z wzorem (21.5) nat¢zenie pradu w przewodniku wynosi

I =nSev, (22.11)

Podstawiajac te wyrazenia do wzoru na sitg otrzymujemy

F=nSleLBsin6’=IlBsint9 (22.12)
nSe

lub w zapisie wektorowym

F=IIxB (22.13)

Na rysunku ponizej zaznaczona jest sita dziatajaca w polu magnetycznym na przewodnik,
w ktorym ptynie prad o natgzeniu /. W polu magnetycznym znajduje si¢ odcinek /
przewodnika, a wektor dtugosci / ma zwrot zgodny ze zwrotem pradu.

Rys. 22.8. Sita dziatajaca w polu magnetycznym na przewodnik z pradem

Rownanie F =1IxB jest rtOwnowazne rownaniu F =qVv xB w tym sensie, ze kazde

z nich definiuje indukcj¢ pola magnetycznego B. Jednak w praktyce latwiej jest zmierzy¢
silg¢ dzialajaca na przewodnik niz na pojedynczy fadunek.
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22.4.1 Obwodd z pradem

Rozwazymy teraz dzialanie pola magnetycznego na zamknigty obwdd z pradem. W tym
celu rozpatrzmy prostokatna ramke o bokach a 1 b umieszczona w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B. Taka ramka stanowi podstawowy element silnika
elektrycznego. Przez ramke¢ plynie prad o nat¢zeniu /, a normalna do ptaszczyzny ramki
tworzy kat 6 z polem B tak jak na rysunku 22.9.

Rys. 22.9. Dziatanie pola magnetycznego B na ramk¢ z pradem /

Rozpatrujemy site dziatajaca na kazdy z bokoéw. Zauwazmy, ze sily F), dziatajace na boki b
znosza si¢ wzajemnie. Sity F, dziatajace na boki a tez si¢ znosza ale tworza parg sit dajaca
wypadkowy moment sify obracajacy ramke

r:Fagsin9+FazsinH:FabsinG (22.14)

lub w zapisie wektorowym (na podstawie definicji iloczynu wektorowego)

t=F, xb (22.15)
Sita F,, wynosi
F,=1IaB (22.16)
wiec
7 =IlabBsin @ = ISBsin @ (22.17)

gdzie S =ab jest powierzchnia ramki. Réwnanie (22.17) mozemy zapisaé w postaci
wektorowej
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t=I8SxB (22.18)

gdzie S jest wektorem powierzchni.

22.4.2 Magnetyczny moment dipolowy

Wielko$¢ wektorowa

. Definicja

u=1IS (22.19)

nazywamy magnetycznym momentem dipolowym ® Wektor 4 jest prostopadly do
plaszczyzny ramki z pradem.
Pole magnetyczne dziala wigc na ramke z pradem momentem skregcajacym

T=uxB (22.20)

obracajqc jq tak jak igle kompasu, ktora umieszczona w polu magnetycznym obraca si¢
ustawiajac zgodnie z polem. Polozenie rownowagi ramki wystepuje dla € =0 tj. gdy
moment dipolowy u jest réwnolegly do pola magnetycznego B (ramka jest ustawiona
prostopadle do pola). Ramka zachowuje si¢ wigc tak jak igla kompasu czyli dipol
magnetyczny.

Obracajac dipol magnetyczny pole magnetyczne wykonuje pracg i wobec tego dipol
posiada energi¢ potencjalng. Mozna pokaza¢, ze energia potencjalna dipola
magnetycznego zwigzana z jego orientacja w zewngtrznym polu magnetycznym dana jest
rOwnaniem

E=-u-B=—-uBcosl (22.21)

Widzimy, ze energia osiaga minimum dla momentu dipolowego u réwnoleglego do
zewnetrznego pola magnetycznego B, a maksimum gdy moment dipolowy jest skierowany
przeciwnie do pola (rysunek 22.10).

a) i b) 4

Rys. 22.10. Ustawienie momentu dipolowego (petli z pradem) w zewngtrznym polu magnetycznym
odpowiadajace a) maksimum, b) minimum energii
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Jak juz moéwiliSmy ramka z pradem jest przyktadem dipola magnetycznego. Taka
"kotowa ramka z pradem" jest roéwniez elektron krazacy po orbicie w atomie. Moment
dipolowy elektronu krazacego po orbicie o promieniu 7 wynosi

u, =I1(xr?) (22.22)

Natezenie pradu / wytwarzanego przez elektron o fadunku e przebiegajacy orbit¢ w czasie
T (okres obiegu) wynosi

g _e eV
=TT (22:23)
gdzie V jest predkoscia elektronu. Stad
ev ., evr e e
=—(m’)=—=—(mvr)=—1L
H, 2W( ) 5 2m( ) o (22.24)

gdzie L =mvr jest momentem pedu elektronu. Elektron, krazacy po orbicie jest wigc
elementarnym dipolem magnetycznym. Wlasnosci magnetyczne ciat sa wlasnie okre§lone
przez zachowanie si¢ tych elementarnych dipoli w polu magnetycznym. Wtasnosci te
omoéwimy w dalszych rozdziatach.

22.5 Efekt Halla

Dowiedzieli$my si¢ juz, ze poruszajace si¢ tadunki elektryczne sa odchylane w polu
magnetycznym. Rozpatrzmy teraz plytke metalu (lub poétprzewodnika) umieszczona
w polu magnetycznym, prostopadlym do kierunku przeptywu pradu. Jezeli w ptytce ptynie
prad to na tadunki dziatata sita odchylajaca powodujaca zakrzywienie ich torow
w kierunku jednej ze $cianek bocznych ptytki tak jak pokazano na rysunku 22.11.

a) d b) d
X X

+ DU —
B B
//’ !
X g + B2 : .
L vu‘f P L vu‘ P
X =
' Fy "R ! Ry
I I
X i X +B i Sl
I I

l |

Rys 22.11. Sily dzialajace na elektrony w pasku metalu umieszczonym w polu magnetycznym B.
a) tor elektrondéw zaraz po wiaczeniu pola B, b) tor elektronéw w stanie rownowagi
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Gromadzenie si¢ tadunkéw na $ciance bocznej powoduje powstanie poprzecznego pola
elektrycznego Halla Ey ®
Pole Halla jest dane zaleznoscia

A VLP

E, = 7

(22.25)

gdzie AVyp jest rdznica potencjatdéw pomigdzy strong lewa L i prawa P, a d odlegtoscia
migdzy nimi (szerokoscia ptytki). Zwrdé¢my uwage, ze strona prawa plytki taduje sie
ujemnie 1 powstate pole Halla przeciwdziata dalszemu przesuwaniu elektronow.
Osiagnigty zostaje stan réwnowagi, w ktérym odchylajace pole magnetyczne jest
réwnowazone przez pole elektryczne Halla

F, =-F, (22.26)
lub
e(V,xB)=—eE, (22.27)
Stad
E,=-v, xB (22.28)

Wynika stad, ze jezeli zmierzymy Ey (w praktyce Vip) 1 pole B to mozemy wyznaczy¢ V,,.
Gdy v, 1 B sa prostopadle to

E,=v,B (22.29)
Na podstawie réwnania (21.5)
vV, = L7 (22.30)
‘" neS ne '
zatem koncentracja no$nikow
n= JB
= (22.31)

Mozemy znajac Ey, B oraz ggsto$¢ pradu wyznaczy¢ koncentracj¢ no$nikow n. Zjawisko
Halla znalazto w praktyce zastosowanie do pomiaru pol magnetycznych oraz do pomiaru
natgzenia pradu elektrycznego.
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23 Pole magnetyczne przewodnikéw z pradem
23.1 Prawo Ampére‘a

23.1.1 Pole wokét przewodnika z pradem

Jak juz mowilismy, doswiadczalnie mozna wyznaczy¢ linie pola magnetycznego przy
uzyciu na przyktad opitkéw Zelaza, ktore zachowuja si¢ jak dipole magnetyczne. Opitki
ustawiajq si¢ zgodnie z kierunkiem B i daja obraz linii pola magnetycznego. Na rysunku
23.1a pokazany jest rozktad opitkéw zZelaza wokot prostoliniowego przewodnika z pradem.
Widzimy wigc, ze linie pola B wytwarzanego przez przewodnik sa zamknietymi
wspotsrodkowymi okreggami w plaszczyznie prostopadlej do przewodnika tak jak
pokazano na rysunku 23.1b. Wektor B jest styczny do tych linii pola w kazdym punkcie.
Zwrot wektora indukcji B wokot przewodnika wyznaczamy stosujac nastgpujaca zasade:
jesli kciuk prawej reki wskazuje kierunek pradu 7, to zgigte palce wskazuja kierunek B
(linie pola B kraza wokot pradu).

Rys. 23.1 Linie pola magnetycznego wokot prostoliniowego przewodnika z pradem; (opitki zelaza
rozsypane na powierzchni kartki umieszczonej prostopadle do przewodnika z pradem tworza
koncentryczne kregi odzwierciedlajac ksztalt linii pola magnetycznego)

Natomiast warto$§¢ pola B wokodt przewodnika z pradem mozna obliczy¢ z korzystajac
z prawa Ampere'a.

23.1.2 Prawo Ampére'a

Chcemy teraz znalez¢ pole magnetyczne wytwarzane przez powszechnie wystgpujace
rozktady pradow, takie jak przewodniki prostoliniowe, cewki itp. Potrzebujemy prawa
analogicznego do prawa Gaussa, ktore pozwalatlo na podstawie znajomosci tadunku
(zrodta pola E) wyznaczy¢ natgzenie pola E. Dla pola magnetycznego szukamy zwiazku
pomigdzy pradem (zrédtem pola B) a indukcja magnetyczna. Taki zwiazek jest wyrazony
poprzez prawo Ampere'a.
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, Prawo, zasada, twierdzenie

[Bdl= 1 (23.1)

Pokazali$my, ze linie pole magnetycznego wokol przewodnika z pradem stanowia
zamknigte okrggi. Stad, zamiast sumowania (catki) po zamknigtej powierzchni (jak
w prawie Gaussa), w prawie Ampere'a sumujemy (catkujemy) po zamknietym konturze
(liczymy catke krzywoliniowa). Taka catka dla pola E réwnata si¢ wypadkowemu
tadunkowi wewnatrz powierzchni, a w przypadku pola B jest rowna catkowitemu prqdowi
I otoczonemu przez kontur. Tak jak w przypadku prawa Gaussa wynik byt prawdziwy dla
dowolnej powierzchni zamknigtej, tak dla prawa Ampére'a wynik nie zalezy od ksztattu
konturu zamknigtego.

Stala o = 47107 Tm/A, jest tzw. przenikalnoSciq magnetyczng prézni D Gdy pole
magnetyczne jest wytworzone nie w prozni ale w jakims$ osrodku to fakt ten uwzgledniamy
wprowadzajac stala materiatowa u,, zwana wzglednq przenikalnosciq magnetyczng
os$rodka tak, ze prawo Ampere'a przyjmuje postac

§Bd1 = pop, 1 (23.2)

23.1.3 Przyktad - prostoliniowy przewodnik

Jako przyklad obliczymy pole w odlegltosci » od nieskonczenie diugiego
prostoliniowego przewodnika, w ktorym ptynie prad o nat¢zeniu / (rysunek 23.2).
Poniewaz linie pola B wytwarzanego przez przewodnik sa wspotsrodkowymi okrggami
wigc jako droge catkowania wybieramy okrag o promieniu ». W kazdym punkcie naszego
konturu pole B jest do niego styczne (rownolegle do elementu konturu d/).

Rys. 23.2. Kontur kolowy o promieniu » wokoét przewodnika z pradem

Wowczas na podstawie prawa Ampere'a
B2mr = u,l (23.3)

skad
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B=tol (23.4)
27mr

W ten sposéb obliczyliSmy pole B na zewnatrz przewodnika. Wartos¢ pola jest taka jakby
caty prad plynal przez srodek przewodnika.

Natomiast jezeli chcemy obliczy¢ pole wewnatrz przewodnika (preta) to wybieramy kontur
kotowy o promieniu r <R, gdzie R jest promieniem przewodnika. Wewnatrz konturu
przeptywa prad i bedacy czescia catkowitego pradu /

2
r

R*?

i=1 (23.5)

Na podstawie prawa Ampeére'a dla takiego konturu
B2mr = pi (23.6)
skad, po uwzglednieniu zaleznosci (23.5) otrzymujemy

B — /'IOII;
27R

(23.7)

Pole magnetyczne wewnatrz nieskonczonego, prostoliniowego przewodnika z pradem
rosnie proporcjonalnie do » w miar¢ przechodzenia od $rodka do powierzchni
przewodnika.

23.1.4 Przyktad - cewka (solenoid)

Zastosujemy teraz prawo Ampere'a do obliczenia pola magnetycznego wewnatrz cewki

przez ktéra ptynie prad o natgzeniu / (rysunek 23.3).

B"""/
— &‘\

[/

revY 1
|

)

Rys. 23.3. Pole magnetyczne B wytworzone przez prad / przeptywajacy przez cewke
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Pole magnetyczne wytworzone przez cata cewke jest suma wektorowa pol wytwarzanych
przez wszystkie zwoje. W punktach na zewnatrz cewki pole wytworzone przez czgsci
gorne 1 dolne zwojow znosi si¢ czg¢§ciowo, natomiast wewnatrz cewki pola wytworzone
przez poszczegodlne zwoje sumuja sig.

Jezeli mamy do czynienia z solenoidem ® tj. z cewka o ciasno przylegajacych zwojach,
ktorej dhugos¢ jest znacznie wigksza od jej S$rednicy to mozemy przyjaé, ze pole
magnetyczne wewnatrz solenoidu jest jednorodne, a na zewnatrz rOwne zeru.

Na rysunku 23.4 pokazany jest przekrdj odcinka idealnego solenoidu. Prawo Ampére'a
zastosujemy dla konturu zaznaczonego na rysunku linia przerywana.

FO000000000
a' b B

i

Rys. 23.4. Zastosowanie prawa Ampere'a do obliczenia pola magnetycznego wewnatrz solenoidu

Catke krzywoliniowa § Bdl przedstawimy jako sume czterech catek
b c d a
fBdi=[Bdi+[BdI+[BdI+[Bdl (23.8)
a b c d

Calka druga i1 czwarta sa rowne zeru bo wektor B jest prostopadty do elementu konturu d/
(iloczyn skalarny wektoréw prostopadtych jest rowny zeru). Trzecia calka tez jest rowna
zeru ale dlatego, ze B =0 na zewnatrz solenoidu. Tak wigc niezerowa jest tylko catka
pierwsza

b
[Bdi=Bh (23.9)

gdzie h jest dlugoscia odcinka ab. Teraz obliczmy prad obejmowany przez wybrany
kontur. Jezeli cewka ma n zwojow na jednostke dlugosci to wewnatrz konturu jest nh
zwojow. Oznacza to, ze catkowity prad przez kontur wynosi

L . = Inh (23.10)

gdzie [ jest pradem przeplywajacym przez pojedynczy zwdj cewki.
Na podstawie prawa Ampere'a
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Bh = uyInh (23.11)

skad pole magnetyczne wewnatrz solenoidu
B = uynl (23.12)
Powyzsze réwnanie stosuje si¢ z powodzeniem réwniez do rzeczywistych cewek (dla

punktéw z wngetrza cewki, odleglych od jej koncéw).
Cewki stanowig praktyczne Zrddlo jednorodnego pola magnetycznego.

23.2 Oddziatywanie rownolegtych przewodnikoéw z pradem

Na rysunku 23.5 przedstawione sa dwa prostoliniowe przewodniki z pradem
umieszczone rownolegle w prozni w odleglosci d od siebie.

Rys. 23.5. Przewodniki z pradem oddzialywujace na siebie za posrednictwem pola magnetycznego

Przewodnik a wytwarza w swoim otoczeniu w odleglosci d pole magnetyczne, ktore
zgodnie ze wzorem (23.5) wynosi

B, =" (23.13)

W tym polu znajduje si¢ przewodnik b, w ktérym plynie prad 7. Na odcinek / tego
przewodnika dziata sita

Ml 1,1,

F =1I[B =
b ha 2rd

(23.14)

Zwrot sity jest pokazany na rysunku. Oczywiscie to rozumowanie mozna "odwrocic"
1 obliczy¢ sil¢ jaka dziala na przewodnik a w polu magnetycznym wytwarzanym przez
przewodnik . Wynik obliczen jest ten sam co wprost wynika z trzeciej zasady dynamiki
Newtona. Widzimy, ze dwa rownolegte przewodniki z pradem oddziatywaja na siebie za
posrednictwem pola magnetycznego. Przewodniki, w ktorych prady plyna w tych samych
kierunkach przyciagaja sig, a te w ktorych prady maja kierunki przeciwne odpychaja sig.
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Jednostki

&3 Fakt oddzialywania przewodnikow rownoleglych wykorzystano do definicji ampera.
Zatozmy, ze d = 1m oraz, ze w przewodnikach ptyna jednakowe prady 7, = I, = L.
Jezeli dobierzemy tak prad aby sita przyciagania przewodnikéw, na 1 m ich
dhugosci, wynosita 2:107 N to méwimy, ze natezenie pradu w tych przewodnikach
jest rowne jednemu amperowi.

23.3 Prawo Biota-Savarta

Istnieje inne rdwnanie, zwane prawem Biota-Savarta, ktore pozwala obliczy¢ pole B
z rozktadu pradu. To prawo jest matematycznie rOwnowazne z prawem Ampere'a. Jednak
prawo Ampere'a mozna stosowac tylko gdy znana jest symetria pola (trzeba ja zna¢ do
obliczenie odpowiedniej catki). Gdy ta symetria nie jest znana to wowczas dzielimy
przewodnik z pradem na roézniczkowo mate elementy i1 stosujac prawo Biota-Savarta
obliczamy pole jakie one wytwarzaja w danym punkcie. Nastgpnie sumujemy (catkujemy)
pola od tych elementarnych pradéw zeby uzyska¢ wypadkowy wektor B. Na rysunku 23.6
pokazany jest krzywoliniowy przewodnik z pradem o nat¢zeniu /. Zaznaczony jest element
d/ tego przewodnika i pole dB jakie wytwarza w punkcie P.

Rys. 23.6. Pole dB wytworzone przez element d/ przewodnika

Zgodnie z prawem Biota-Savarta pole dB w punkcie P wynosi

Definicja
dB =t dlxr (23.15)
Ar 7?
Wartos¢ liczbowa dB jest wigc dana rOwnaniem
7dlsi
dp ol dlsing (23.16)

4r  r?

305



Modut VII — Pole magnetyczne przewodnikow z pradem

=" Przyklad
Jako przyklad zastosowania prawa Biota-Savarta obliczmy pole B na osi kolowego
przewodnika z pradem w punkcie P pokazanym na rysunku 23.7.

dl
i L “-.\“‘\\ dB o dB
R | LT y |
-~ 1
: Teo !
I S
U Ve,

X P dB

Rys. 23.7. Kotowy przewodnik o promieniu R przewodzacy prad o natezeniu /

Z prawa Biota-Savarta znajdujemy pole dB pochodzace od elementu d/ (potozonego na
szczycie okregu)

4B Mol dlsin90° _ Mol dl
Ar o’ A r?

(23.17)

Zwro¢my uwage, ze element d/ jest prostopadty do .
Pole dB mozna roztozy¢ na dwie skladowe, tak jak na rysunku. Suma wszystkich
sktadowych dB, jest rowna zeru bo dla kazdego elementu przewodnika d/ ta sktadowa
znosi si¢ z odpowiednia sktadowa elementu lezacego po przeciwnej stronie okregu.
Wystarczy wigc zsumowac sktadowe dB,. Poniewaz

dB, =dBcosa (23.18)
zatem
1
dp, = toleosadl (23.19)
4’

Ponadto, zgodnie z rysunkiem
r=~/R*+x’ (23.20)

oraz

R
cosar =— (23.21)
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Ostatecznie wigc otrzymujemy

_ HoIR
Y 4n(R* +x)P

d/ (23.22)

Zauwazmy, ze wielkosci I, R, x sa takie same dla wszystkich elementow d/ pradu.
Wykonujemy teraz sumowanie (catkowanie), zeby obliczy¢ wypadkowe pole B
(wytaczajac state czynniki przed znak catki)

(23.23)

HIR uoIR?
47(R> +x2)7*" ) 2R? +x2)Y?

@ Cwiczenie 23.1

Wzér (23.23) przyjmuje znacznie prostsza posta¢ w szczegolnych punktach. Sprobuj na
jego podstawie okresli¢ pole w $rodku kota (x=0) oraz w duzej odlegltosci od
przewodnika tzn. dla x>>R. Jak juz moéwilismy kazdy obwdd z pradem jest
charakteryzowany poprzez magnetyczny moment dipolowy u=1S, gdzie S jest
powierzchnia obwodu. Wyraz obliczane pole magnetyczne poprzez u. Wynik zapisz
ponize;j.

B(x=0)= B(x>>R)=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

@ Cwiczenie 23.2

Korzystajac z wyliczonego pola magnetycznego w $rodku przewodnika kotowego oblicz
pole wytwarzane w $rodku orbity (w miejscu jadra atomowego) przez elektron w atomie
wodoru. Zgodnie z modelem Bohra elektron krazy w atomie wodoru po orbicie
o promieniu R=35-10"" m z czestotliwoscia f = 6.5-10"° 1/s. Wynik zapisz ponizej.
Poréwnaj obliczone pole z warto$ciami podanymi w tabeli 22.1.

B:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Ten rozdziat konczy modut siodmy; mozesz teraz przej$s¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Podsumowanie

e Nate¢zenie pradu elektrycznego [ = ? , a gestos¢ pradu j = é =pV,.
e Prawa Ohma stwierdza, ze stosunek napigcia przytozonego do przewodnika do
nat¢zenia pradu przeptywajacego przez ten przewodnik jest staly i nie zalezy ani od

o .. AV U
napigcia ani od nat¢zenia pradu. lloraz R = Na = N nazywamy oporem elektrycznym.

W postaci wektorowej prawo Ohma dane jest rownaniem j = GE.

e Opor przewodnika z pradem zalezy od jego diugosci I, przekroju poprzecznego S
1 oporu whasciwego, R = pé .

e Wydzielana moc elektryczna P =UI .

e Miara SEM jest rdznica potencjatow (napigcie) na biegunach zrdédta pradu
w warunkach, kiedy przez ogniwo nie plynie prad (ogniwo otwarte).

e Wzor ¢ =1(R,+ R, ) wyraza prawo Ohma dla obwodu zamknigtego.

e Przy =znajdowaniu pradow 1 napie¢ postugujemy si¢ prawami Kirchhoffa:
1) Algebraiczna suma natgzen pradow przeptywajacych przez punkt rozgalgzienia
(wezel) jest rowna zeru, 2) Algebraiczna suma sit elektromotorycznych i przyrostow
napie¢ w dowolnym obwodzie zamknigtym jest réwna zeru.

e Na ladunek poruszajacy si¢ w jednorodnym polu magnetycznym dziata sita Lorentza
F =gvxB

e Pole magnetyczne dziala na dipol magnetyczny momentem skrgcajacym 7= puxB.
Wielko$¢ u = IS nazywamy magnetycznym momentem dipolowym.

e Pole magnetyczne wytworzone przez prad staly mozna obliczy¢ z prawa Ampera,

z ktérego wynika , ze §Bdl = u,l, gdzie I jest pradem zawartym w konturze

catkowania. Gdy nie jest znana symetria pola magnetycznego to wowczas do obliczen
pola korzystamy z prawa Biota-Savarta.

e Pole magnetyczne wytworzone przez solenoid (cewke) wynosi B = y,In, gdzie I jest
pradem ptynacym przez cewkg, a n liczba zwojoéw na jednostke dtugosci.

e Rownolegle przewodniki z pradem oddziatywaja na siebie za posrednictwem pola
magnetycznego. Przewodniki, w ktorych prady plyna wtych samych kierunkach
przyciagaja sig, a te w ktorych prady maja kierunki przeciwne odpychaja sig.
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Materiaty dodatkowe do Modutu VI
VIl. 1. Wyprowadzenie prawa Ohma

Jak juz powiedzieliSmy wcze$niej, nosnikami tadunku w metalu sa poruszajace sig
swobodnie (nie zwiazane z poszczegdlnymi atomami) elektrony tak zwane elektrony
przewodnictwa. Bez pola elektrycznego elektrony poruszaja si¢ (dzigki energii cieplnej)
przypadkowo we wszystkich kierunkach i dlatego nie obserwujemy przeptywu pradu.
Elektrony swobodne zderzaja si¢ z atomami (jonami) przewodnika zmieniajac swoja
predkos¢ 1 kierunek ruchu zupelnie tak jak czasteczki gazu zamknigte w zbiorniku.
Dlatego, podobnie jak w przypadku gazu, do opisu zderzen postuzymy si¢ pojeciem
$redniej drogi swobodnej A (droga przebywana przez elektron pomigdzy kolejnymi
zderzeniami). Jezeli u jest predkoscia ruchu chaotycznego elektrondw to $redni czas
pomigdzy zderzeniami wynosi At = A/u.

Jezeli do przewodnika przylozymy napigcie to na kazdy elektron bedzie dziatata sita
F=—eE 1 po czasie At ruch chaotyczny kazdego elektronu zostanie zmodyfikowany;
elektron uzyska predkos¢ unoszenia v, = Au. Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona

Au_

m eE VIL.1.1
Ar ( )
a stad
eEAt
Au=v, = (VIL.1.2)
m
Podstawiajac za At = A/u otrzymujemy
elE
vV, = (VIL.1.3)
mu

Predkos$¢ unoszenia ma ten sam kierunek (przeciwny do E) dla wszystkich elektronow.
Przy kazdym zderzeniu z atomem elektron traci predko$é unoszenia. Srednia droga
swobodna 4 jest tak mala, ze v, jest zawsze duzo mniejsza od u.

Mozemy teraz obliczy¢ natezenie pradu wstawiajac za predkos¢ wyrazenie (VIIL.1.3) do
wzoru (21.5)

ne*ASE
mu

I =nSev, =

(VIL1.4)

Natomiast opor elementu przewodnika o dlugosci / wyznaczamy z prawa Ohma
korzystajac z faktu, ze napigcie U = El.

U El mu [
R:—:iz —
I I  ne*ir s

(VIL1.5)
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Widzimy, ze opor R jest proporcjonalny do dilugosci przewodnika / 1 odwrotnie
proporcjonalny do jego przekroju S. Réwnanie (VII.1.5) mozemy przepisaé w postaci

R=p— VIL1.6
P ( )

Stala p nazywamy oporem wlasciwym (rezystywno$cia), a jej odwrotnosé
o = 1/p przewodno$cia wlasciwa.

Z rownania (VIL.1.5) wynika, Zze opér wlasciwy pozostaje staty tak dlugo jak dlugo stata
jest predkos¢ u. Przypomnijmy sobie (punkt 15.2), ze predkos¢ ruchu przypadkowego
czasteczek zalezy tylko od temperatury. Tym samym opdér wlasciwy tez zalezy od
temperatury.

VII. 2. Cyklotron

Przyktadem akceleratora cyklicznego jest cyklotron. Schemat cyklotronu jest pokazany
na rysunku ponize;j.

duanty
,/ ,.,’ S \
/ 7/ f’r--“"\, N i
e ) N \‘
/ /! - N \
B’ A o) ‘-.. \
[ . \
! 1 I 1 I
s Zaen
o & ;
strumien e v - S e
2 -
czastek ™\ N\ S o 4 ¢
9 . 9’ //
.\\ "'-..‘___.___,’ //
o 8
deflektor

generator

Schemat cyklotronu

Dwie cylindryczne elektrody, tak zwane duanty, sa umieszczone w jednorodnym polu
magnetycznym B prostopadlym do ptaszczyzny duantow (ptaszczyzny rysunku). Do tych
elektrod doprowadzone jest z generatora zmienne napigcie, ktore cyklicznie zmienia
kierunek pola elektrycznego w szczelinie pomigdzy duantami.

Jezeli ze zrédta Z (w $rodku cyklotronu) zostanie wyemitowana natladowana czastka to
porusza si¢ ona pod wptywem pola elektrycznego w strong jednego z duantow. Gdy
czastka wejdzie do duantdow wowczas przestaje na nig dziata¢ pole elektryczne
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(ekranowane przez miedziane S$cianki duantdéw), natomiast zaczyna dzialaé pole
magnetyczne. Pod jego wplywem czastka porusza si¢ po torze kolowym (rysunek).
W wyniku tego czastka ponownie wchodzi w obszar pomigdzy duantami. Jezeli
roéwnoczesnie zostanie zmieniony kierunek pola elektrycznego pomigdzy nimi, to czastka
ponownie doznaje przyspieszenia w szczelinie. Ten proces jest powtarzany cyklicznie, pod
warunkiem, ze czgstotliwos¢ z jaka krazy czastka jest zsynchronizowana z czgstotliwoscia
zmian pola elektrycznego pomig¢dzy duantami. Jest to o tyle proste, ze czestotliwose
(okres) krazenia czastki w polu B nie zalezy od jej predkosci

S = 45 (VIL.2.1)
27m

a czgstotliwo$¢ t¢ mozna wzglednie tatwo "dostroi¢" zmieniajac pole B.

Czastka przechodzac przez szczeling pomigdzy duantami zwigksza swoja predkose

(przyspieszana polem elektrycznym) i rownoczesnie zwigksza promien R swojej orbity

zgodnie ze zwiazkiem

_mv
qB

R (VIL.2.2)

Czastki poruszaja si¢ po spirali (rysunek). Po osiagni¢ciu maksymalnego promienia czastki
sa wyprowadzane poza cyklotron za pomoca elektrody nazywanej deflektorem.
Maksymalna energia jaka uzyskuja czastki w cyklotronie jest ograniczona
relatywistycznym wzrostem ich masy. Powyzej pewnej predkos$ci masa czastek wzrasta
i maleje czestotliwos¢ krazenia czastek co prowadzi do utraty synchronizacji.

Te trudnosci zostaly rozwiazane w synchrotronie. W tego typu akceleratorze pole
magnetyczne B 1 czgstotliwos¢ oscylacji pola elektrycznego sa zmieniane tak, ze
utrzymywana jest caly czas synchronizacja z krazacymi czastkami co pozwala na osiaganie
duzych (relatywistycznych) predkosci (energii).

Zwrdémy uwage na to, ze przy tak duzych predkosciach tor po ktérym kraza czastki osiaga
znaczne rozmiary. Na przyktad synchrotron protondw w laboratorium Fermiego (Fermilab)
w USA ma obwod 6.3 km, a w o$rodku badawczym CERN pod Genewa az 8 km.
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Rozwiagzania ¢wiczen z modutu Vi

Cwiczenie 21.1
Dane: a x b x ¢ = Imm x 2 mm x 50 mm, pc, 1.7-10°® Om.

Opor obliczamy z zalezno$ci (21.10) R = pé , gdzie kolejno przyjmujemy:
11 =da, S1:b'C; Izzb, S2=a-c; 1326‘, S3=a-b

1 po podstawieniu danych otrzymujemy odpowiednio
R =17107Q; R,=68107Q; R;=42510"Q
Ri <R, <<Rj

Cwiczenie 21.2
Na rysunku ponizej pokazane sa uktady opornikéw potaczonych rownolegle 1 szeregowo.

Dla potaczenia rownolegtego napigcia na wszystkich opornikach sg takie same, natomiast
nat¢zenie pradu / jest suma natgzen pradow ptynacych w poszczegdlnych opornikach.

I +1,+1 :Q+E+Q:U i+L+i
Rl RZ R3 Rl R2 R3

1 1 1 1
Stad opor wypadkowy (jego odwrotno$¢) —=—+—+—
eop P Y (eg ) R R R, R,

Dla polaczenia szeregowego natgzenie pradu we wszystkich opornikach jest takie samo,
a napigcie U jest suma napigc na poszczegdlnych opornikach.

U=U+U,+U,=IR +IR,+IR, =I(R, + R, + R,)
Stad opor wypadkowy R =R, + R, +R,

Powyzsze wyniki mozna tatwo uogélni¢ na przypadek wigkszej liczby opornikow.
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Cwiczenie 21.3
Dane: U=230V, P=2000 W.

2
Opor grzatki obliczamy ze wzoru (21.17) P = (; .

Stad po podstawieniu danych otrzymujemy R = 26.45 Q)

Natomiast natgzenie pradu ptynacego przez grzatke ponownie obliczamy z zaleznosci
(21.17) ale w postaci P =I*R
Po podstawieniu danych otrzymujemy /=9.1 A.

Cwiczenie 21.4
Dane: g, =3V,5=15V, R =1QorazR,=2 Q.

1 Bs

Zastosowanie II-ego prawa Kirchhoffa do p¢tli po lewej stronie daje
g—-1R =0

skad obliczamy prad 7, = %

1
Po podstawieniu danych otrzymujemy /; =3 A

Zastosowanie II-ego prawa Kirchhoffa do p¢tli po prawej stronie daje

-&+1L,R,=0

skad obliczamy prad 7, = %

2
Po podstawieniu danych otrzymujemy /, = 0.75 A

Dla wezta P stosujemy I-sze prawo Kirchhoffa
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I,—1,-1,=0

skad obliczamy prad /5 (podstawiajac uprzednio otrzymane wyniki) /1, = H48
1 2
Po podstawieniu danych otrzymujemy /3 = 3.75 A
OtrzymaliSmy "dodatnie" wartosci pradow wigc zatozone kierunki sa zgodne

Z rzeczywistymi.

Cwiczenie 22.1

a) z b) =z
B T B
v F y
X Yyv X
c) d =z
B
v

Cwiczenie 22.2

Dane: ¢, v, B.

Ladunek poruszajacy si¢ w jednorodnym polu magnetycznym, prostopadle do pola B,
krazy po okrggu. Sita magnetyczna jest sila dosrodkowa w tym ruchu Fip. = Fagn WigC

mv?

=gVBsind

Promien okrggu obliczamy wprost z powyzszego rownania uwzgledniajac, ze 6 = 90°
(v.1lB)

_mv

=B

R

Czgstotliwose f (odwrotno$¢ okresu 7) z jaka krazy tadunek obliczamy ze wzoru

f= l 1 v ¢B
T 27R  27zR  2mm
V

gdzie podstawiono obliczona wczesniej warto$¢ R. Zauwazmy, ze czgstotliwos¢ (a tym
samym okres) nie zalezy od R i V.
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Cwiczenie 23.1

Dane: u=1S= 7Z'R2, R, x

Pole magnetyczne wytworzone przez kotowy przewodnik o promieniu R (przewodzacy
prad o natgzeniu /) w odleglosci x na osi symetrii przewodnika jest dane wyrazeniem

_ Hy IR
2AR* +xH)?

W s$rodku kota (x = 0) ten wzor przyjmuje postaé

al — u,

2R 2aR°
a w duzej odlegtosci od przewodnika tzn. dla x >> R

B — /LlOIR2 — lllO
2x° 2’

Cwiczenie 23.2

Dane: uo= 47107 Tm/A, R=5-10"m, /=6.5-10" 1/5,e=1.6:10" C

Pole magnetyczne wytworzone przez kotowy przewodnik o promieniu R (przewodzacy
prad o natgzeniu /) w jego srodku jest dane wyrazeniem

B:/JOI

2R

Natezenie pradu / wytwarzanego przez elektron o fadunku e przebiegajacy orbite w czasie
T (okres obiegu) wynosi

q e
I = —=—=28
t T 4
Laczymy powyzsze wzory
B — luoef
2R

1 po podstawieniu danych otrzymujemy B = 13 T.
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Test VII

1.

W czasie wytadowania atmosferycznego stosunkowo nieduzy tadunek jest przenoszony
w bardzo krotkim czasie. Oblicz natgzenie pradu btyskawicy, jezeli w trakcie jej
trwania zostaje przeniesiony pomigdzy Ziemia i chmura tadunek O =50 C w czasie
t=1ms.

Kazda z krawedzi sze$cianu pokazanego na rysunku ma opornos¢ réwna » = 1 Q. Jakie
jest natgzenie pradu pobieranego z baterii o sile elektromotorycznej =6 V i1 zerowym
oporze wewnetrznym potaczonej z tym szeScianem? Zauwaz, ze prad wptywajacy do
punktu 4 dzieli si¢ na trzy rowne czg¢$ci, a prad wptywajacy do punktu B dzieli si¢ na
dwie rowne czgsci.

—

Korzystajac z praw Kirchhoffa oblicz natgzenia pradéow ptynacych przez kazdy
zoporow w obwodzie pokazanym na rysunku ponizej. Wartosci = sit
elektromotorycznych wynosza odpowiednio & =2V 1 & =1V, a ich opory
wewngetrzne sa zaniedbywalnie mate. Jakie sa kierunki ptynacych pradow?

I— e
£, R1 B

——___
€, R2

Grzejnik o mocy 1 kW pracuje w sieci o napigciu 220 V. Jak zmieni si¢ ilo$é
wydzielanego ciepta gdy napigcie w sieci spadnie do 200 V ?
Z drutu miedzianego o $rednicy ¢ = 1 mm 1 dlugosci /=50 cm wykonano petle, ktora
podtaczono do zrédta pradu (rysunek ponizej). Jaka jest opornos¢ catkowita obwodu?
Oporno$é whasciwa miedzi przyjmij rowna p = 1.8-10° Qcm.
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10.

Elektrony poruszajace si¢ w kineskopie monitora maja energi¢ kinetyczna £ = 12 keV.
Monitor jest tak zorientowany, ze elektrony poruszaja si¢ poziomo z poinocy na
potudnie. Sktadowa pionowa ziemskiego pola magnetycznego jest skierowana w dot
ima warto$¢ indukcji B=5-10" T. Jakie jest odchylenie elektronéw po przebyciu
w kineskopie drogi 25 cm?

Proton, deuteron (jadro izotopu wodoru zawierajace 1 proton i 1 neutron) oraz czastka
alfa (jadro helu zawierajace 2 protony i 2 neutrony) sa przyspieszane w polu
elektrycznym ta sama roznica potencjatow, a nastgpnie wchodza w obszar pola
magnetycznego B, poruszajac si¢ prostopadle do niego. Porownaj energie kinetyczne
czastek 1 promienie toréw kolowych w polu magnetycznym.

Oblicz wartos¢ indukcji magnetycznej B w odleglosci 1 cm od nieskofczenie dlugiego,
prostoliniowego przewodnika, w ktérym ptynie prad o natgzeniu /=5 A. Jaki jest
kierunek i zwrot wektora B.

Solenoid o dtugosci /=50 cm i $rednicy ¢ =10 cm ma 500 zwojow. Oblicz pole
magnetyczne B wewnatrz solenoidu. Jaki jest strumien pola magnetycznego
w solenoidzie?

,W przewodniku sktadajacym si¢ z dwoch prostoliniowych odcinkéw o dlugosci / = 20
cm kazdy 1 potkola o promieniu R = 10 cm ptynie prad o natgzeniu / = 1 A (rysunek).
Oblicz pole magnetyszne w w $rodku potkola (punkt P). Jak jest zwrot wektora B?

317



MODUL VIII



Modut VIII — Indukcja elektromagnetyczna

24 Indukcja elektromagnetyczna

24.1 Prawo indukcji Faradaya

Zjawisko indukcji elektromagnetycznej polega na powstawaniu sity elektromotorycznej
SEM w obwodzie podczas przemieszczania si¢ wzglgdem siebie zrodta pola
magnetycznego 1 tego obwodu. Mowimy, ze w obwodzie jest indukowana sifa
elektromotoryczna indukcji ® (SEM indukcji). W obwodzie zamknigtym SEM indukcji
wywoluje przeptyw prqdu indukcyjnego T w konsekwencji powstanie wytwarzanego
przez ten prad indukowanego pola magnetycznego .

Na rysunku ponizej pokazany jest efekt wywolany przemieszczaniem zrodia pola
magnetycznego (magnesu) wzgledem nieruchomej przewodzacej petli (obwodu).

Rys. 24.1. Powstawanie sity elektromotorycznej indukcji w obwodzie, na rysunku zaznaczono prad
indukowany oraz wytwarzane przez niego pole magnetyczne indukcji

Doswiadczenie pokazuje, ze indukowane: sita elektromotoryczna, prad i pole magnetyczne
powstaja w obwodzie tylko podczas ruchu magnesu. Gdy magnes spoczywa to bez
wzgledu na to czy znajduje si¢ w oddaleniu od obwodu czy bezposrednio przy nim nie
obserwujemy zjawiska indukcji. Ponadto, gdy magnes rusza z miejsca i zwigksza swoja
predkos¢ to ro$nie indukowane pole magnetyczne, co oznacza, ze rosnag SEM indukcji
i prad indukowany. Dzieje si¢ tak az do chwili gdy magnes zacznie poruszac si¢ ze stata
predkoscia. Natomiast gdy magnes zatrzymuje si¢ (jego predkos¢ maleje) to indukowane
pole, SEM i prad rowniez malejq zanikajac do zera z chwilg zatrzymania magnesu.
Doswiadczenie pokazuje, ze prad indukcyjny obserwujemy gdy zrédlo pola
magnetycznego porusza si¢ wzglgdem nieruchomej pgtli (obwodu), ale rowniez gdy
przewod w ksztalcie petli porusza si¢ w obszarze pola magnetycznego. Oznacza to, ze dla
powstania pradu indukcyjnego potrzebny jest wzgledny ruch zrodta pola magnetycznego
i przewodnika.

Na podstawie powyzszych obserwacji Faraday doszedt do wniosku, ze o powstawaniu sity
elektromotorycznej indukcji decyduje szybkos¢ zmian strumienia magnetycznego @p.
Ilo$ciowy zwiazek przedstawia prawo Faradaya.
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Prawo, zasada, twierdzenie

__49,
e=— (24.1)

Analogicznie jak strumien pola elektrycznego E, strumien pola magnetycznego B przez
powierzchnig S jest dany ogdlnym wzorem

b5 = IBdS

S

(24.2)

ktory dla ptaskiego obwodu w jednorodnym polu magnetycznym wyrazenie upraszcza si¢
do postaci

¢, = BScosa (24.3)

gdzie o jest katem migdzy polem B, a wektorem powierzchni § (normalna do
powierzchni).

Widzimy, ze mozemy zmieni¢ strumien magnetyczny, i w konsekwencji wyindukowac
prad w obwodzie, zmieniajac warto$¢ pola magnetycznego w obszarze, w ktorym znajduje
si¢ przewodnik. Taka sytuacj¢ mamy witasnie przedstawiong na rysunku 24.1. Magnes jest
zblizany do obwodu i w wyniku tego narasta pole magnetyczne (pochodzace od magnesu)
przenikajace przez obwdd (petlg). Gdy magnes zostaje zatrzymany, pole wewnatrz petli
przestaje zmieniac si¢ i nie obserwujemy zjawiska indukcji.

Roéwniez zmiana wielkosci powierzchni S obwodu powoduje zmiang strumienia
magnetycznego. W trakcie zwigkszania (lub zmniejszania) powierzchni zmienia sig liczba
linii pola magnetycznego przenikajacych (obejmowanych) przez powierzchnig S obwodu.
W rezultacie w obwodzie zostaje wyindukowany prad.

Wreszcie, zmiang strumienia magnetycznego mozna uzyska¢ poprzez obrot obwodu
w polu magnetycznym (zmiana kata o) tak jak pokazano na rysunku ponizej.

Rys. 24.2. Powstawanie sity elektromotorycznej indukcji w obracajacej sig¢ ramce (obwodzie)
1 zmiany strumienia magnetycznego
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Zwréémy uwage na to, ze strumien zmienia zar6wno swoja warto$¢ jak 1 znak, wigc
indukowana jest zmienna SEM. Jezeli ramka obraca si¢ z predkoscia katowa @ = o/t to
strumien (zgodnie ze wzorem 24.3) jest dany wyrazeniem

¢, = BS cos wt (24.4)
a SEM indukcji
&£ =—dd¢::a)Bsina)t (24.5)

Indukowana jest zmienna SEM i1 tym samym zmienny prad. Ten sposob jest wlasnie
wykorzystywany powszechnie w pradnicach (generatorach pradu).

@ Cwiczenie 24.1

Sprébuj teraz obliczy¢ $rednia SEM jaka indukuje si¢ w kwadratowej ramce o boku 5 cm,
zawierajacej 100 zwojow podczas jej obrotu o 180°. Ramka jest umieszczona
w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B=1 T prostopadle do linii pola
1 wykonuje obrét w czasie 0.1 s.

Wynik zapisz ponize;j.

E=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

24.2 Reguta Lenza

Zauwazmy, ze w réwnaniu (24.1) przedstawiajacym prawo Faradaya wystepuje znak
minus. Dotyczy on kierunku indukowanej SEM w obwodzie zamknigtym. Ten kierunek
mozemy wyznaczy¢ na podstawie regufy Lenza. Wedlug niej

/3, Prawo, zasada, twierdzenie
&a Prqd indukowany ma taki kierunek, ze wytwarzany przez niego wlasny strumien
magnetyczny przeciwdziala pierwotnym zmianom strumienia, ktore go wywotaty.

Regute t¢ obrazuja rysunki 24.3. Przedstawiaja one efekt wywolany przemieszczaniem
zrédla pola magnetycznego (magnesu) wzgledem nieruchomej pgtli (obwodu) zaréwno
przy zblizaniu (a) jak 1 przy oddalaniu magnesu (b).

Pokazuja, Ze kierunek pradu indukowanego w petli 1 wytwarzanego przez niego pola
magnetycznego zalezy od tego czy strumien pola magnetycznego pochodzacego od
przesuwanego magnesu rosnie czy maleje to jest od tego czy zblizamy czy oddalamy
magnes od przewodnika.
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Rys. 24.3. Ilustracja reguty Lenza. Prad indukowany wytwarza pole przeciwne do pola magnesu
przy jego zblizaniu, a zgodne z polem magnesu przy jego oddalaniu

Prad / indukowany w obwodzie ma taki kierunek, ze pole indukcji Bj,; przez niego
wytworzone przeciwdziata zmianom zewngtrznego pola B (np. od magnesu). Gdy pole B
narasta to pole B, jest przeciwne do niego (przeciwdziatajac wzrostowi), natomiast gdy
pole B maleje to pole B, jest z nim zgodne (kompensujac spadek).

Na rysunku 24.4 pokazany jest kolejny przyktad ilustrujacy zjawisko indukcji i regule
Lenza. Obwod w ksztalcie prostokatnej petli jest wyciagany z obszaru stalego pola
magnetycznego (prostopadlego do petli) ze stata predkoscia v.

B

o T 1 X
Q v

4
-

S e « P
<

F

X XXX X
X] X X X |X
X

X
X | X

Rys. 24.4. Ramka wyciagana z obszaru pola magnetycznego ze stata predkoscia v
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Przestawiona sytuacja jest podobna do omawianej poprzednio i pokazanej na rysunku 24.3,
tylko teraz obwdd przemieszcza si¢ wzgledem pola magnetycznego, a nie zréodto pola
wzgledem obwodu . Jak juz jednak mowiliSmy dla powstania pradu indukcyjnego
potrzebny jest wzgledny ruch zroédta pola magnetycznego i przewodnika.

W wyniki ruchu ramki maleje strumien pola przez ten obwdd poniewaz malej obszar
ramki, ktory wciaz pozostaje w polu magnetycznym; przez ramke¢ przenika coraz mniej
linii pola B.

Jezeli ramka przesuwa si¢ o odcinek Ax to obszar ramki o powierzchni AS wysuwa si¢
z pola B 1 strumien przenikajacy przez ramke maleje o

A¢ = BAS = BaAx (24.6)

gdzie a jest szerokos$cia ramki. Jezeli ta zmiana nastapila w czasie Af to zgodnie z prawem
Faradaya wyindukowata sig sila elektromotoryczna

dd, dx
e=—"08 —_Ba"Y = _Bav
. a-y =—Ba (24.7)

gdzie V jest predkoscia ruchu ramki.
Jezeli ramka jest wykonana z przewodnika o oporze R to w obwodzie ptynie prad indukcji
(rysunek 24.4) o natgzeniu

[=E By 24.8
R R (24.8)

Poniewaz obwdd znajduje si¢ (czgsciowo) w polu magnetycznym to na boki ramki (te
znajdujace si¢ w polu B) dziata sita Lorentza (rownanie 22.13). Sity te sa przedstawione na
rysunku 24.4. Widzimy, ze sity (F}) dziatajace na dluzsze boki ramki znoszg si¢ i pozostaje
nieskompensowana sila F,, ktéra dziata przeciwnie do kierunku ruchu ramki. Sita F,
przeciwdziata wigc, zgodnie z reguta Lenza, zmianom strumienia magnetycznego.

24.3 Indukcyjnosé¢

24.3.1 Transformator

Powszechnie stosowanym urzadzeniem, w ktérym wykorzystano zjawisko indukcji
elektromagnetycznej jest transformator. W urzadzeniu tym dwie cewki sa nawinigte na
tym samym rdzeniu (cz¢sto jedna na drugiej). Jedna z tych cewek jest zasilana prqdem
przemiennym wytwarzajacym w niej zmienne pole magnetyczne, ktore z kolei wywotuje
SEM indukcji w drugiej cewce. Poniewaz obie cewki obejmuja te same linie pola B to
zmiana strumienia magnetycznego jest w nich jednakowa. Zgodnie z prawem Faradaya

d
U =-N, ff (24.9)

oraz
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d
V==, d¢tB

(24.10)

gdzie N, jest liczba zwojow w cewce pierwotnej, a N, liczba zwojow w cewce wtornej.
Stosunek napig¢ w obu cewkach wynosi zatem

UZ _ NZ
U N (24.11)

Widaé, ze regulujac ilos¢ zwojow w cewkach mozemy zamienia¢ mate napigcia na duze
1 odwrotnie. Ta wygodna metoda zmiany napig¢ jest jednym z powodow, ze powszechnie
stosujemy prad przemienny. Ma to duze znaczenie przy przesylaniu energii. Generatory
wytwarzaja na ogot prad o niskim napigciu. Cheac zminimalizowa¢ straty mocy w liniach
przesylowych zamieniamy to niskie napigcie na wysokie, a przed odbiornikiem
transformujemy je z powrotem na niskie.

@ Cwiczenie 24.2

Zeby przekonaé si¢ o celowoéci tego dzialania oblicz straty mocy przy przesytaniu pradu
z jednego bloku elektrowni o mocy 20MW linig przesylowa o oporze 1 €. Obliczenia
wykonaj dla napigcia 100 kV (typowe dla dalekich linii przesylowych) oraz dla napigcia
15 kV (typowe napigcie lokalnych linii przesytowych). Poréwnaj uzyskane warto$ci. Jaki
procent mocy wytworzonej stanowia straty? Wynik zapisz ponize;j.

Wskazéwka: Zauwaz, ze moc elektrowni jest stata P, = Ul wigec gdy zwigkszamy
napigcie to maleje nat¢zenie pradu, a straty sa wlasnie zwiazane z cieptem jakie wydziela
sie podczas przeptywu pradu przez opornik P = I°R .

Py = P, =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

24.3.2 Indukcyjnos¢ wiasna

W przypadku transformatora zmiany pradu w jednym obwodzie indukuja SEM
w drugim obwodzie. Ale o zjawisku indukcji mozemy mowi¢ rowniez w przypadku
pojedynczego obwodu. Wynika to stad, ze prad plynacy w obwodzie wytwarza wtasny
strumien magnetyczny, ktory przenika przez ten obwdod. Wobec tego

3, Prawo, zasada, twierdzenie
=23 Gdy natezenie pradu przeplywajqcego przez obwéd zmienia sie to zmienia sie tez,
wytworzony przez ten prqd, strumien pola magnetycznego przenikajqcy obwod, wiec
zgodnie z prawem indukcji Faradaya indukuje sie w obwodzie SEM.

Te site elektromotoryczna nazywamy silq elektromotorycznq samoindukcji @, a samo
zjawisko zjawiskiem indukcji wltasnej ® Jezeli obwod (cewka) zawiera N zwojow to
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__n3%
dt¢

P (24.12)

Calkowitym strumien N¢p zawarty w obwodzie jest proporcjonalny do nat¢zenie pradu
ptynacego przez obwdd

Ng, =LI (24.13)

Stata proporcjonalnosci L
T
L=N ; (24.14)

nazywamy indukcyjnosciq ® (wspotczynnikiem indukcji wltasnej lub wspotczynnikiem
samoindukcji).
Zrozniczkowanie rownania (24.14) prowadzi do wyrazenia

v dl

FPRRET (24.15)

Laczac rownania (24.12) 1 (24.15) otrzymujemy wyrazenie na sil¢ elektromotoryczna
samoindukcji

e=—L— (24.16)

4z Jednostki
=9 Jednostka indukcyjnosci L jest henr (H); 1 H=1 Vs/A.

:@ Przyklad

Jako przyktad obliczmy indukcyjnos$¢ cewki o dtugosci /, przekroju poprzecznym S 1 N
zwojach, przez ktora ptynie prad o natgzeniu /. Strumien magnetyczny przez kazdy zwoj
cewki wynosi ¢ = BS . Natomiast pole magnetyczne B wewnatrz cewki wytwarzane przez

plynacy przez nia prad, wynosi zgodnie ze wzorem (23.12)
N
B =pu,nl = ,uOIT (24.17)

Zatem, strumien pola magnetycznego jest rowny

NS
¢=ﬂ071 (24.18)

Indukcyjnos¢ L obliczamy podstawiajac to wyrazenie do wzoru (24.14)
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(24.19)

Zauwazmy, ze indukcyjno$¢ L podobnie jak pojemnos¢ C zalezy tylko od geometrii
uktadu. Podobnie jak w przypadku pojemnosci mozemy zwigkszy¢ indukcyjnosé
wprowadzajac do cewki rdzen z materiatu o duzej wzglednej przenikalno$ci magnetycznej
. Takim materiatem jest np. zelazo.

Magnetyczne wlasno$ci materii omoéwione beda w dalszych rozdziatach.

@ Cwiczenie 24.3

Jako przyktad oblicz indukcyjnos¢ cewki o dtugosci /=1 cm i $rednicy d = 1 cm majacej
10 zwojow. Takie cewki sa stosowane w obwodach wejsciowych radioodbiornikow.
Wynik zapisz ponizej.

L =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

24.4 Energia pola magnetycznego

W rozdziale 20 pokazaliSmy, ze jezeli w jakim$ punkcie przestrzeni istnieje pole
elektryczne o nat¢zeniu £ to mozemy uwazaé, ze w tym punkcie jest zmagazynowana
energia w ilo$ci e0E” na jednostke objetosci. Podobnie energia moze by¢ zgromadzona
w polu magnetycznym. Rozwazmy na przyktad obwod zawierajacy cewke o indukcyjnosci
L. Jezeli do obwodu wlaczymy zrédto SEM (np. baterig) to prad w obwodzie narasta od
zera do warto$ci maksymalnej /p. Zmiana pradu w obwodzie powoduje powstanie na
koncach cewki roznicy potencjatow AV (SEM indukcji €) przeciwnej do SEM przylozonej

dI
AV =-L-— 24.2
s (24.20)

Do pokonania tej roznicy potencjatow przez tadunek dg potrzeba jest energia (praca) dW

dW=Aqu=L((1iqu:Ld1((11?=lel (24.21)

Energig t¢ (pobrang ze zrodta SEM) tadunek przekazuje cewce wige energia cewki wzrasta
o dW. Calkowita energia magnetyczna zgromadzona w cewce podczas narastania pradu od
zera do I, wynosi wigc

1
: 1

W, =[dw = J-LIdI:ELI(f (24.22)
0
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Jezeli rozpatrywana cewka ma dlugo$ci / 1 powierzchnig przekroju S, to jej objgtos¢ jest
réwna iloczynowi /S i gestos¢ energii magnetycznej zgromadzonej w cewce wynosi

w s 24.23
b= (24.23)
lub na podstawie rownania (24.22)
1 LI*
Wy =— 24.24
5 =5 g (24.24)

Przypomnijmy, ze dla cewki indukcyjnos$¢ i pole magnetyczne dane sa odpowiednio przez
wyrazenia

L=y, ; (24.25)
oraz
B=pu,In= ,u()[];] (24.26)
co prowadzi do wyrazenie opisujacego gestos¢ energii magnetycznej w postaci
Wp = lli (24.27)
2 p,

/3 Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Jezeli w jakim$ punkcie przestrzeni istnieje pole magnetyczne o indukcji B to
2
mozemy uwazac, ze w tym punkcie jest zmagazynowana energia w ilosci E na
Hy

Jjednostke objetosci
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25 Drgania elektromagnetyczne

25.1 Drgania w obwodzie LC

Rozpatrzmy obwod ztozony z szeregowo polaczonych indukeyjnosci L (cewki)
ipojemnosci C (kondensatora) pokazany na rysunku 25.1. Przyjmijmy, ze opoOr
elektryczny (omowy) obwodu jest réwny zeru (R=0). Zalézmy tez, ze w chwili
poczatkowej na kondensatorze C jest nagromadzony tadunek Qy, a prad w obwodzie nie
ptynie (rysunek a).W takiej sytuacji energia zawarta w kondensatorze

2}
W.=" 25.1
= (25.1)
jest maksymalna, a energia w cewce
LI’
W, = 5 (25.2)

jest rowna zeru.

a) b) e)
=0 | 1=0
’J—l—
+ |+ -
mEeE o i
v |

Rys. 25.1. Oscylacje w obwodzie LC

Nastegpnie kondensator zaczyna roztadowywac si¢ (rysunek b). W obwodzie ptynie prad
I=dQ/dt. W miarg jak maleje tadunek na kondensatorze maleje tez energia zawarta w polu
elektrycznym kondensatora, a ros$nie energia pola magnetycznego, ktore pojawia si¢
W cewce w miarg narastania w niej pradu.

Wreszcie gdy tadunek spadnie do zera cala energia jest przekazana do pola magnetycznego
cewki (rysunek c). Jednak pomimo, ze kondensator jest catkowicie roztadowany prqd dalej
plynie w obwodzie (w tym samym kierunku). Jego Zrédlem jest SEM samoindukcji
powstajaca w cewce, ktora podtrzymuje stabnacy prad.

Ten prad taduje kondensator (przeciwnie) wigc energia jest ponownie przekazywana do
kondensatora (rysunek d).

Wreszcie tadunek na kondensatorze osiaga maksimum a prad w obwodzie zanika. Stan
koncowy jest wigc taki jak poczatkowy tylko kondensator jest natladowany odwrotnie
(rysunek e).

Sytuacja powtarza sig, tylko teraz prad rozladowania kondensatora bedzie ptynat
w przeciwnym kierunku. Mamy wigc do czynienia z oscylacjami (drganiami) ladunku
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(pradu). Zmienia si¢ zarowno warto$¢ jak i znak (kierunek) tadunku na kondensatorze
1 pradu w obwodzie.
Do opisu ilosciowego tych drgan skorzystamy z prawa Kirchhoffa, zgodnie z ktorym

U, +U. =0 (25.3)

gdzie Uy i Uc sa napigciami odpowiednio na cewce i kondensatorze. Korzystajac z rownan
(24.16) 1 (20.1) otrzymujemy

dl 0O
dt C (@5:4)
Poniewaz I = dQ/dt wigc
’o_ 0
L =—= 25.5
dr? C (255)

Jest to réwnanie drgan w obwodzie LC.

Rownanie to opisujace oscylacje tadunku ma identyczng posta¢ jak réwnanie (12.3)
drgan swobodnych masy zawieszonej na sprezynie, przy czym nastgpujace wielkosci
elektryczne odpowiadaja wielkosciom mechanicznym: tadunek Q — przesunigcie x;
indukcyjno$¢ L — masa m; pojemno$¢ C — odwrotno$¢ wspotczynnika sprezystosci 1/k;
prad I = dQ/d — predkos¢ v = dx/dr.

Poniewaz zagadnienie drgan swobodnych zostatlo rozwiazane w punkcie 12.1 wigc
mozemy skorzysta¢ z uprzednio wyprowadzonych wzoréw 1 napisa¢ rozwiagzanie rownania
(25.5)

0 =0, coswt (25.6)

oraz

do : .
1= — = Q,wsinwt = [ sin wt (25.7)

gdzie czgstos¢ drgan jest dana wyrazeniem

O === 25.8
el (25.8)
Mozemy teraz obliczy¢ napigcie chwilowe na cewce 1 kondensatorze

d/
U, =—-L—=-LI, wcoswt
L di 0 (25.9)
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oraz
U, =ch’c0sa)t (25.10)

Zauwazmy, ze maksymalne warto$ci (amplitudy) tych napig¢ sa takie same

> 19,

Ll,w=LQO,w" =LQ, G (25.11)
Z powyzszych wzordw wynika, ze w obwodzie LC ladunek na kondensatorze, natezenie
pradu i napiecie zmieniajq sie sinusoidalnie tak jak dla drgan harmonicznych. Zauwazmy
ponadto, ze migdzy napigciem i natgzeniem pradu istnieje roznica faz, rowna /2. Gdy
napigcie osiaga maksymalng warto$¢ to prad jest rOwny zeru 1 na odwrot.
Podsumowujac: w obwodzie LC obserwujemy oscylacje (drgania) pola elektrycznego
w kondensatorze 1 pola magnetycznego w cewce. Moéwimy, ze w obwodzie LC
obserwujemy drgania elektromagnetyczne @ a sam obwod LC nazywamy obwodem

drgajqcym D

@ Cwiczenie 25.1

Korzystajac ze wzordw (25.1) 1 (25.2) oraz z podanego rozwiazania réwnania drgan oblicz
energi¢ jaka jest zgromadzona w dowolnej chwili ¢+ w kondensatorze i w cewce
indukcyjne;j. Ile wynosi energia catkowita? Wynik zapisz ponize;j.

Wskazowka: Skorzystaj z relacji @ = b .

JLc

W:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

¢35 Wiecej o innych obwodach (RC, RL), w ktorych natezenie pradu zmienia sig
w czasie mozesz przeczyta¢ w Dodatku 1, na koncu modutu VIII.

25.2 Obwod szeregowy RLC

Dotychczas rozwazaliSmy obwdd zwierajacy indukcyjnos¢ L oraz pojemnos¢ C.
Tymczasem kazdy obwod ma pewien opédr R, przyktadowo jest to opor drutu z ktdrego
nawini¢to cewkeg. Obecno$¢ oporu w obwodzie powoduje straty emergii w postaci
wydzielajacego si¢ ciepta. Energia zawarta w obwodzie maleje i otrzymujemy drgania
Humione analogiczne do drgan thumionych sprezyny opisanych w rozdziale 12, przy czym
wspotczynnik ttumienia f = 1/(27) jest rbwny R/2L.

Drgania w obwodzie RLC mozna podtrzymac jezeli obwod bedziemy zasila¢ zmienna
SEM ze zrodla zewngtrznego wilaczonego do obwodu na przykiad tak jak pokazano na
rysunku 25.2.
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()
—/
U = U,sinot

Rys. 25.2. Obwod RLC zawierajacy zrodlo napigcia sinusoidalnie zmiennego
Jezeli obwdd bedziemy zasila¢ napigciem sinusoidalnie zmiennym
U(t)=U,sinwt (25.12)

to prawo Kirchhoffa dla obwodu zawierajacego elementy R, L, C oraz zrddlo napigcia
(SEM) ma postac

d/ 0 .
L—+RI+==U_,sinwt 25.1
4 o Do (25.13)

Rézniczkujac to wyrazenie obustronnie po dr (i podstawiajac /= dQ/df) otrzymujemy
roOwnanie

d*7  _dI I
e +RE+EZQU° coswt (25.14)

L

lub

d’1 RdI I U,
+ =
d* Ldt LC

cos wt (25.15)

Roéwnanie to jest analogiczne do réwnania drgan wymuszonych (12.38). Mozemy wigc
skorzysta¢ z uzyskanych poprzednio (punkt 12.5) wynikow. Z tej analogii wynika, ze
rozwigzaniem réwnania (23.15) jest funkcja

I =1, sin(wt - @) (25.16)

Réznica faz jaka istnieje miedzy napig¢ciem i natezeniem pradu jest dana rownaniem
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ol —

wC (25.17)

top =
gy R

a amplituda pradu 1, wynosi

U,

JRZ{COL_IJ (25.18)
oC

Zauwazmy, ze to wyrazenie ma posta¢ (prawa Ohma) przy czym stata proporcjonalno$ci

pomiedzy Uy i Iy
1 2
Z:\/R2+(wL—j (25.19)
oC

pelni analogiczna rolg¢ jak opdr R w prawie Ohma. Wielko$¢ Z nazywamy zawadq

I, =

obwodu .
Zauwazmy, ze gdy obwdd zawiera tylko kondensator i zrédto sinusoidalnie zmiennego
napigcia to zawada jest rowna

Z=X.=— (25.20)

Te wielko$¢ nazywamy opornosciq pojemnosciowq lub reaktancjq pojemnosciowq ®.
W takim obwodzie roznica faz pomigdzy napigciem i natgzeniem pradu wynosi 7/2. Prad
"wyprzedza" napigcie na kondensatorze o /2.

Natomiast gdyby obwod zawiera tylko cewke i1 zrodlo napigcia sinusoidalnie zmiennego to
zawada jest rowna

Z=X, =0l (25.21)

Te wielko$¢ nazywamy opornosciq indukcyjng lub reaktancjq indukcyjng ®_ Ponownie
migdzy napigciem i nat¢zeniem pradu istnieje réznica faz, rowna x/2, ale teraz prad
"pozostaje" za napigciem na cewce o /2.

Zauwazmy, ze w obwodzie RLC mamy do czynienia z szeregowym polqczeniem
oporow omowego, pojemnosciowego 1 indukcyjnego (rysunek 25.2), a mimo to ich opor
zastepczy (zawada) nie jest sumq algebraiczng tych oporow tak jak w przypadku taczenia
szeregowego wielu oporéw omowych. Ten fakt wynika ze wspomnianych przesunigc¢
fazowych pomigdzy pradem i napigciem. Trzeba je uwzgledni¢ przy dodawaniu napigé
1 w konsekwencji przy liczeniu zawady.

#3 (O obliczaniu zawady w obwodzie RLC mozesz przeczyta¢ w Dodatku 2, na kofcu
modutu VIII.
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@ Cwiczenie 25.2

Oblicz teraz zawadg obwodu zlozonego z opornika R =10 Q, pojemnosci C =1 pF oraz
indukcyjnosci L =3 uH potaczonych szeregowo jezeli uklad jest zasilany z generatora
o czgstotliwosei =100 MHz. Jaka bylaby oporno$¢ uktadu gdyby w obwodzie nie
wystepowaly reaktancje, a wytacznie oporniki omowe o takich samych opornosciach?
Wynik zapisz ponize;.

Z =
Romowy =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

25.3 Rezonans

Drgania tadunku, pradu i napigcia w obwodzie odbywaja si¢ z czgstoscia zasilania w
(czestoscia wymuszajaca). Analogicznie jak dla mechanicznych drgan wymuszonych
(punkt 12.5) amplituda tych drgan zalezy od @ 1 osiaga maksimum dla pewnej
charakterystycznej warto$ci tej czgstosci. Przypomnijmy, ze zjawisko to nazywamy
rezonansem.

Dla matego oporu R czyli dla matego thumienia warunek rezonansu jest spetniony gdy

1

@ == (25.22)

gdzie wy jest czgstoscia drgan niettumionych (drgania w obwodzie LC).
Natezenie pradu osiaga wtedy warto$¢ maksymalng rowna

==t (25.23)

Widzimy, ze natezenie pradu w obwodzie jest takie, jak gdyby nie bylo w nim ani
pojemnosci ani indukcyjnosci.

@ Cwiczenie 25.3

Sprawdz samodzielnie ile wynosi w takiej sytuacji zawada obwodu.
Wynik zapisz ponizej.

Z:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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W warunkach rezonansu napigcie na kondensatorze (w obwodzie RLC) jest rOwne

U

U U
[, X, ="~ ="0
0+ C R R

o

(25.24)

C,rez

b
w,C

i moze by¢ wielokrotnie wigksze od napigcia zasilajacego. Mozesz to sprawdzic¢
rozwiazujac nast¢pujace zagadnienie:

@ Cwiczenie 25.4

Drgania wymuszone w obwodzie mozna takze wywola¢ bez wilaczania bezposredniego
zrédla SEM w postaci generatora. Przykladem moze by¢ uktad RLC w obwodzie
wejsciowym radioodbiornika (telewizora) pokazany na rysunku ponizej. Uktad ten jest

zasilany sygnatem z anteny.
3
L
napiecie wejsciowe
(sygnat z anteny) R

h

& napiecie
wyjsciowe

b A

Uktad rezonansowy w obwodzie wejéciowym radioodbiornika ze strojona pojemno$cig

W uktadzie dostrojenie do czgstotliwosci danej radiostacji jest osiagane przez dobranie
pojemnosci. W ten sposob jest spetniony warunek rezonansu dla tej czestotliwosci.
W pokazanym uktadzie R = 10 Q, a L = 1 pH. Jaka powinna by¢ pojemnos$¢ C aby uzyskac
dostrojenie odbiornika (rezonans) do stacji "Jazz Radio", ktora w Krakowie nadaje na
czgstotliwosci 101 MHz? Jezeli sygnatl wejsciowy z anteny ma amplitudg 100 pV to jakie
jest napigcie na kondensatorze przy czestotliwosci rezonansowej? Jakie napigcie na
kondensatorze daje przy tych samych ustawieniach R, L, C sygnat o tej samej amplitudzie
ale o czgstotliwosci 96.0 MHz (radio "RMF")? Wynik zapisz ponize;j.

Wskazowka: Skorzystaj ze warunku rezonansu (25.22) i wzoru (25.24) na napigcie na
kondensatorze.

a) =
UCrez. = UC =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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25.4 Moc w obwodzie pradu zmiennego

O mocy wydzielanej w obwodzie pradu stalego mowiliSmy w rozdziale 21.
W obwodzie pradu zmiennego moc dana jest takim samym wyrazeniem

Pt)=U@)I(t) (25.25)
ale warto$¢ jej zmienia si¢ bo zmienne jest napigcie i1 natezenie pradu. Dlatego tez
w przypadku pradu zmiennego do obliczenia mocy postuzymy si¢ warto$ciami $rednimi.
Zgodnie z naszymi obliczeniami moc w obwodzie RLC w dowolnej chwili # wynosi

P(t)y=U@®)I(t) =U,l,sinwtsin(wt — @) (25.26)
Korzystajac ze wzoru na sinus réznicy katoéw otrzymujemy

Pt)=U,l,sin ot ( sin wt cos ¢ —coswtsin @) =

=U,I,( sin’ wt COS¢—;Sin 2wt sin ) (25.27)
gdzie ponadto skorzystaliémy z relacji sin @t cos wt = sin 2wt /2 .
Moc $rednia jest wigc dana wyrazeniem
P=U,I,(sin’ ot cosq)—; sin 2wt sin @) (25.28)

Poniewaz sin” ot +cos” wt =1 to sin’ wt = cos” mt =1/2 (wykresy sinus i cosinus sa takie
same, jedynie przesunigte o 7/2). Ponadto sin2wt =0 bo funkcja sinus jest na przemian

dodatnia i ujemna, wigc
= U,
P= % cos @ (25.29)

Jak widzimy, $rednia moc zalezy od przesuniecia fazowego pomigdzy napigciem i pradem.
Na podstawie wzoru (25.17) 1 korzystajac ze zwiazkow miedzy funkcjami
trygonometrycznymi tego samego kata mozna pokazaé, ze cos@ = R/Z. Uwzgledniajac,
ponadto ze Uy = ZI) mozemy przeksztatci¢ wyrazenie na moc $rednia do postaci

P Uy, cosg = (Z1,)1, £= I(?R
2 Z 2

(25.30)

Przypomnijmy, ze dla pradu stalego P=1I’R. Z pordwnania tych dwoch wyrazen
dochodzimy do wniosku, ze moc $rednia wydzielana przy przeptywie pradu zmiennego
o amplitudzie /j jest taka sama jak pradu statego o natgzeniu
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Definicja

I
I, =T°2 (25.31)

Te wielko$¢ nazywamy wartosciq skuteczng © nat¢zenia prqdu zmiennego. Analogicznie
definiujemy skutecznq wartos¢ napiecia

Definicja

U
U, = 7; (25.32)

@ Cwiczenie 25.5

Mierniki pradu zmiennego takie jak amperomierze i1 woltomierze odczytuja wiasnie
wartosci skuteczne. Warto$¢ napigcia 230 V w naszej sieci domowej to warto$¢ skuteczna.
Jaka jest warto§¢ maksymalna tego napigcia? Wynik zapisz ponize;.

Uo:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

ObliczyliSmy moc $rednia wydzielanag w catym obwodzie. Poréwnajmy ja teraz ze
sredniag moca tracona na oporze R

I;R

P,=I(t) R=1, sin%otR:T (25.33)

Widzimy, ze cata moc wydziela sie na oporze R, a to oznacza, ze na kondensatorze i cewce
nie ma strat mocy.

Ten wniosek pozostaje w zgodno$ci z naszymi wczesniejszymi obliczeniami. Gdy
w obwodzie znajduje si¢ tylko pojemnos$¢ lub indukcyjno$¢ (nie ma oporu omowego) to
przesuniecie fazowe jest rowne n/2, a poniewaz cos(w/2) =0 to zgodnie z réwnaniem
(25.29) $rednia moc jest rowna zeru. Jednoczes$nie zauwazmy, ze moc chwilowa zmienia
si¢ z czasem; raz jest dodatnia (energia jest gromadzona w polu elektrycznym
kondensatora lub magnetycznym cewki), a raz ujemna (zgromadzona moc jest oddawana
do uktadu).

Omawiane obwody, w ktorych elementy R, L, C stanowily odrgbne czgsci nazywamy
obwodami o elementach skupionych %. W praktyce jednak mamy do czynienia
z elementami, ktére maja ztozone wiasnosci. Przyktadem moze tu by¢ cewka, ktora oprocz
indukcyjnosci L ma zawsze opor R oraz pojemno$¢ migdzyzwojowa C. Mamy wtedy do
czynienia z obwodami o elementach roztozonych + .
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26 Rownania Maxwella

26.1 Prawo Gaussa dla pola magnetycznego

Przypomnijmy, zZe analogicznie jak strumien pola elektrycznego E, strumien pola
magnetycznego B przez powierzchni¢ S jest dany ogdlnym wzorem

¢B=JBdS (26.1)

Jednak, jak juz podkreslaliSmy istnieje zasadnicza rdznica migdzy staltym polem
magnetycznym 1 elektrycznym, rdéznica pomigdzy liniami pola elektrycznego
1 magnetycznego.

Linie pola magnetycznego sa zawsze liniami zamknigtymi podczas gdy linie pola
elektrycznego zaczynaja si¢ 1 koncza na tadunkach.

Poniewaz linie pola B sa krzywymi zamknig¢tymi, wigc dowolna powierzchnia zamknigta
otaczajaca zrodto pola magnetycznego jest przecinana przez tyle samo linii wychodzacych
ze zrodha co wehodzacych do niego (rysunek 26.1).

Rys. 26.1. Linie pola B przechodzace przez zamknigte powierzchnie Gaussa (linie przerywane)

W konsekwencji strumien pola magnetycznego przez zamknigta powierzchnig jest rowny
zeru

Prawo, zasada, twierdzenie

§BdS=o (262)

Ten ogblny zwiazek znany jako prawo Gaussa dla pola magnetycznego.

Wynik ten wiaze si¢ z faktem, ze nie udato si¢ zaobserwowac w przyrodzie (pomimo wielu
staran) tadunkoéw magnetycznych (pojedynczych biegunéw) analogicznych do tadunkow
elektrycznych.
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26.2 Indukowane wirowe pole elektryczne

W rozdziale 24 przedstawione zostalo zjawisko indukcji elektromagnetycznej
polegajace na powstawaniu sity elektromotorycznej SEM w obwodzie podczas
przemieszczania si¢ wzgledem siebie zrédta pola magnetycznego i tego obwodu.

Poniewaz prawo Faradaya okresla indukowana SEM niezaleznie od sposobu w jaki
zmieniamy strumien magnetyczny, wigc W szczegélno$ci zmiana strumienia
magnetycznego moze by¢ wywolana zmieniajacym si¢ w czasie polem magnetycznym.
Jezeli w tym zmiennym polu magnetycznym umieScimy przewodzaca kolowa petleg
(obwod) to w tym obwodzie poptynie prad. Oznacza to, ze w miejscu gdzie znajduje si¢
przewodnik istnieje pole elektryczne E, ktore dziata na tadunki elektryczne w przewodniku
wywolujac ich ruch.

To pole elektryczne E zostalo wytworzone (wyindukowane) przez zmieniajace si¢ pole
magnetyczne B.
Ogodlnie:

/=5 Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Zmianom pola magnetycznego towarzyszy zawsze powstanie pola elekirycznego.

Jako przyklad rozpatrzmy jednorodne pole magnetyczne B, ktérego warto$¢ maleje
z czasem ze stala szybkoscia dB/d¢. Na rysunku 26.2 ponizej pokazano natg¢zenie pola
elektrycznego E wyindukowanego przez to malejqce pole B. Kierunek wyindukowanego
pola elektrycznego okreslamy z reguly Lenza, analogicznie jak znajdowalismy kierunek
indukowanego pradu (ktéry to pole elektryczne wywotuje w przewodniku).

Zauwazmy przy tym, ze obecno$¢ petli (obwodu) nie jest konieczna. Jezeli go nie bedzie,
to nie begdziemy obserwowac przeptywu pradu jednak indukowane pole elektryczne E
bedzie nadal istnieC.
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Rys. 26.2. Linie pola elektrycznego wytworzonego przez malejace pole magnetyczne

Linie indukowanego pola elektrycznego maja ksztatt koncentrycznych okrggow
(zamknigtych linii) co w zasadniczy sposob rézni je od linii pola E zwigzanego
z tadunkami, ktoére nie moga by¢ liniami zamknigtymi bo zawsze zaczynaja si¢ na
fadunkach dodatnich i koncza na ujemnych.

Zapamigtajmy, ze indukowane pola elektryczne nie sa zwiazane z tadunkiem, ale ze
zmiang strumienia magnetycznego.
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Indukowane pole elektryczne nazywamy (ze wzgledu na ksztatt linii) wirowym polem
elektrycznym ®

Natezenia kolowego pola elektrycznego pokazanego na rysunku 26.2 jest zgodnie
z rdwnaniem (19.7) zwiazane z indukowana sila elektromotoryczna relacja

e={Edl (26.3)

gdzie catkowanie odbywa si¢ po drodze, na ktorej dziata sita to jest wzdtuz linii pola
elektrycznego.

W polu elektrycznym pokazanym na rysunku 26.2 fadunki elektryczne poruszaja si¢ po
torach kotowych wigc roéwnanie (26.3) przyjmuje postac & = E2zr

Korzystajac z réwnania (26.3) mozemy zapisa¢ uog6lnione prawo indukcji Faradaya
W postaci

§EdK=Q=—i& (26.4)

ktére mozemy wyrazi¢ nastgpujaco:

=, Prawo, zasada, twierdzenie
--(:‘J Cyrkulacja wektora natezenia pola E po dowolnym zamknietym konturze jest rowna
szybkosci zmiany strumienia magnetycznego przechodzqcego przez ten kontur.

26.3 Indukowane pole magnetyczne

W poprzednim paragrafie dowiedzieliSmy sig, ze zmianom pola magnetycznego
towarzyszy zawsze powstanie pola elektrycznego. Teraz zajmiemy si¢ powigzaniem
predkosci zmian pola elektrycznego z wielko$cia wywotanego tymi zmianami pola
magnetycznego.

W tym celu rozpatrzmy obwdd elektryczny zawierajacy kondensator cylindryczny
pokazany na rysunku 26.3.

v
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v
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Rys. 26.3. Pole magnetyczne B wytworzone przez zmienne pole elektryczne E pomigdzy
oktadkami kondensatora
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W stanie ustalonym pole elektryczne w kondensatorze jest stale. Natomiast gdy tadujemy
lub roztadowujemy kondensator to do oktadek doptywa (lub z nich ubywa) tadunek
1 w konsekwencji zmienia sig pole elektryczne E w kondensatorze.

Doswiadczenie pokazuje, ze pomigdzy oktadkami kondensatora powstaje pole
magnetyczne wytworzone przez zmieniajqce sie pole elektryczne. Linie pola, pokazane na
rysunku 26.3, maja ksztatt okregow tak jak linie pola wokot przewodnika z pradem.

Pole magnetyczne jest wytwarzane w kondensatorze tylko podczas jego tadowania lub
roztadowania. Tak wigc pole magnetyczne moze by¢ wytwarzane zarOwno przez przeptyw
pradu (prawo Ampere'a) jak 1 przez zmienne pole elektryczne.

Na tej podstawie Maxwell uog6lnit prawo Ampeére'a do postaci

d
[BdI= e, ftE +u,1 (26.5)

SprawdZzmy czy stosujac t¢ modyfikacj¢ uzyskamy poprawny wynik na pole B pomigdzy
oktadkami.

Z prawa Gaussa wynika, ze strumien pola elektrycznego pomigdzy okladkami
kondensatora wynosi

b =— (26.6)

Rézniczkujac to wyrazenie obustronnie po df otrzymujemy

d 1d 1
d¢tE = god? = ;0 (26.7)
Przypomnijmy, ze zgodnie z prawem Ampeére'a
[Bdl= 1 (26.8)
Podstawiajac za prad / (rbwnanie 26.7) otrzymujemy wyrazenie
fBdI= e, dd‘iE (26.9)

identyczne z wyrazem dodanym przez Maxwella do prawa Ampere'a.
Podsumowujac:

/= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Zmianom pola elektrycznego towarzyszy zawsze powstanie pola magnetycznego.

o0 Mowiac o polu magnetycznym wytwarzanym przez zmienne pole elektryczne.
mozemy postuzy¢ si¢ pojeciem prqdu przesuniecia. Wigcej na ten temat mozesz
przeczyta¢ w Dodatku 3, na koncu modutu VIII.
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26.4 Rownania Maxwella

W tabeli 26.1 zestawione s3 poznane przez nas dotychczas cztery prawa, ktore opisuja
ogo6t zjawisk elektromagnetycznych. Sa to rownania Maxwella. Przedstawione rownania
sformutowano dla prézni to jest gdy w os$rodku nie ma dielektrykow i materiatow
magnetycznych.

Tab. 26.1 Rownania Maxwella (dla prozni)

Prawo Roéwnanie
1 prawo Gaussa dla elektrycznos$ci i¥ EdS=0/¢,
2 prawo Gaussa dla magnetyzmu {73 ds=0
3 uogolnione prawo Faradaya §E di(=¢)= —df:
4 uogodlnione prawo Ampére'a jﬁ Bdl= peg, dd¢tE + o1

Wszystkie powyzsze prawa sa stuszne zarowno w przypadku statycznym (pola niezalezne
od czasu) jak i w przypadku pol zaleznych od czasu.

®3 Wiecej o rownaniach Maxwella w przypadku statycznym jak i w przypadku pol
zaleznych od czasu przeczytasz w Dodatku 4, na koncu modutu VIIIL.

Zauwazmy, ze w przypadku statycznym prawa opisujace pola elektryczne i magnetyczne

sa od siebie niezalezne natomiast w przypadku pol zaleznych od czasu réwnania Maxwella
lacza ze soba pola elektryczne i magnetyczne.
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27 Fale elektromagnetyczne

27.1 Widmo fal elektromagnetycznych

Maxwell nie tylko potaczyt w jedna cato§¢ podstawowe rownania opisujace zjawiska
elektromagnetyczne, ale wyciagnal z tych rownan szereg wniosk6w o znaczeniu
fundamentalnym.

Z réwnan wiazacych ze soba pola elektryczne i magnetyczne

d¢
Edl(=¢)=-"72
fEdi=a=-"" @7.1)
oraz
d
fBdI= e, d¢tE +u,l (27.2)

wynika, ze kazda zmiana w czasie pola elektrycznego wywotluje powstanie zmiennego
pola magnetycznego, ktore z kolei indukuje wirowe pole elektryczne itd. Taki ciag

sprzgzonych pol elektrycznych 1 magnetycznych tworzy fale elektromagnetyczng ©
(rysunek 27.1).

A

A
h 4

At 4, 4 2 A

/ i I it /N H

v LR J v

P
e

Rys. 27.1. Pole elektryczne E i magnetyczne B fali elektromagnetycznej o dtugosci 4

Maxwell wykazat, ze wzajemnie sprzgzone pola elektryczne i magnetyczne sa do siebie
prostopadte 1 prostopadte do kierunku rozchodzenia si¢ fali, i ze predkos¢ tych fal
elektromagnetycznych w prozni jest dana wyrazeniem

L _59979.108™ 273)

7 oo B

Pokazal tez, ze przyspieszony tadunek elektryczny bedzie promieniowaé pole elektryczne
1 magnetyczne w postaci fali elektromagnetycznej oraz, ze w wypromieniowanej fali
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stosunek amplitudy natgzenia pola elektrycznego do amplitudy indukcji magnetycznej jest
réwny predkosci ¢

E,

c=—
BO

(27.4)

Znany nam obecnie zakres widma fal elektromagnetycznych przedstawia rysunek 27.2.
Wszystkie wymienione fale sq falami elektromagnetycznymi i rozchodza si¢ w prézni
z predkoscia c. R6znia sig natomiast czestotliwoscia (dtugoscia) fal. Przedstawiony podziat
wiaze si¢ z zastosowaniem okre§lonych fal lub sposobem ich wytwarzania.

zakres widzialny 700 - 400 nm

108 10% 10* 102 1 102 10* l 10°® 10719 10712 1014 10716
T T T T T 0 T T O O O I I

‘fale radiowe dtugie, AM, FM, TV mikrofale podczerwien | ultrafiolet promienie X promienie y

B L L L D L L L
10  10% 10%° 107 10° 10" 10" 10" 10" 10" 102" 102 10%°

czestotliwos¢ [Hz]

dtugos¢ fali [m]

Rys. 27.2. Widmo fal elektromagnetycznych

Poszczegblne zakresy dtugosci fal zachodza na siebie, ich granice nie sa $ci$le okreslone.

27.2 Réwnanie falowe
Przypomnijmy sobie réwnanie ruchu falowego (13.15) dla struny
o'y _10%

Ox> :V2 o1’ (27.5)

Rownanie to opisuje falg poprzeczna rozchodzaca si¢ w kierunku x (czastki osrodka
wychylaty si¢ w kierunku y).

W rozdziale 13 mowili§my, ze rownanie falowe w tej postaci, stosuje si¢ do wszystkich
rodzajow rozchodzacych si¢ fal, np. fal dzwigkowych 1 fal elektromagnetycznych.
Mozemy wigc przez analogi¢ napisa¢ (pomijajac wyprowadzenie) rownanie falowe dla fali
elektromagnetycznej (rozchodzacej si¢ w kierunku osi x)

J°B. 1 0’B,
oxt  ¢* ot

(27.6)

Oczywiscie pole elektryczne E spetnia takie samo rownanie
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O*E 1 O°FE
o T ar @77

Pola E i B sa do siebie prostopadte.

27.3 Rozchodzenie sie fal elektromagnetycznych

Dla zilustrowania rozchodzenia sig fal elektromagnetycznych i wzajemnego sprzgzenia

pol elektrycznych 1 magnetycznych rozpatrzymy jedna z najczesciej stosowanych /inii
transmisyjnych jaka jest kabel koncentryczny.
Na rysunku 27.3 pokazany jest rozktad pola elektrycznego i magnetycznego w kablu
koncentrycznym w danej chwili ¢ Pole elektryczne jest radialne, a pole magnetyczne
tworzy wspotosiowe kota wokot wewngtrznego przewodnika. Pola te poruszaja si¢ wzdhuz
kabla z predkoscia ¢ (zakladamy, Ze linia transmisyjna ma zerowy opor). Mamy do
czynienia z fala biezaca.

Bx o | I C

X[ X[ E o oo X|X|x |—>
v PP Xy i e v PP Xy

A AA A ; A AA A
o9 o 00 XXX'XX ..|. .0
[ BR IN ] XXX e & 8 C
—
. v vy v -

Rys. 27.3. Rozklad pdl magnetycznego i elektrycznego w fali elektromagnetycznej w kablu
koncentrycznym

Rysunek pokazuje tylko jedna z mozliwych konfiguracji pél odpowiadajaca jednej
zréznych fal jakie moga rozchodzi¢ wzdluz kabla. Pola E i B sa do siebie prostopadle
w kazdym punkcie.

Innym przyktadem linii transmisyjnej (obok kabli koncentrycznych) sa tzw.

falowody ®, ktore stosuje si¢ do przesylania fal elektromagnetycznych w zakresie
mikrofal.
Falowody wykonywane sa w postaci pustych rur metalowych o réznych ksztattach
przekroju poprzecznego (bez przewodnika wewnetrznego). Sciany takiego falowodu maja
znikoma opornos$¢. Jezeli do konca falowodu przytozymy generator mikrofalowy (klistron)
to przez falowdd przechodzi fala elektromagnetyczna. Przyktadowy rozklad pol E, B takiej
fali jest pokazany na rysunku 27.4 dla falowodu, ktorego przekroj jest prostokatem. Fala
rozchodzi si¢ w kierunku zaznaczonym strzatka.
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widok z boku
‘JL !'Aui\ | g LJL C
44 E '“,J .‘rv" A4l [[ad '“;5 “v‘ AL—
vy . vy
< >
widok z gory

.

Rys. 27.4. Rozktad pdl magnetycznego i elektrycznego fali elektromagnetycznej w prostokatnym
falowodzie (dla polepszenia czytelno$ci na rysunku gornym
pominigto linie B a na dolnym linie E)

Typ transmisji czyli rozklad pol (typ fali) w falowodzie zalezy od jego rozmiaréw.
Zwr6éémy uwagge, ze rozktad pol nie musi by¢ sinusoidalnie zmienny.

Elektromagnetyczna linia transmisyjna moze by¢ zakonczona w sposob umozliwiajacy
wypromieniowanie energii elektromagnetycznej do otaczajacej przestrzeni. Przyktadem
takiego zakonczenia jest antena dipolowa umieszczona na koncu kabla koncentrycznego
pokazana na rysunku 27.5.

Rys. 27.5. Elektryczna antena dipolowa na koncu kabla koncentrycznego

Jezeli réznica potencjatow pomigdzy migdzy drutami zmienia si¢ sinusoidalnie to taka
antena zachowuje si¢ jak dipol elektryczny, ktorego moment dipolowy zmienia si¢ co do
wielkosci jak 1 kierunku.

Energia elektromagnetyczna przekazywana wzdtuz kabla jest wypromieniowywana przez
anteng tworzac falg elektromagnetyczna w o$rodku otaczajacym anteng. Na rysunku 27.6
pokazane jest pole E wytwarzane przez taki oscylujacy dipol (przez taka anteng) w dwu
przyktadowo wybranych chwilach. Rysunek przedstawia potozenie tadunkow dipola i pole
elektryczne wokot niego.
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\

[ /

Rys. 27.6. Fala elektromagnetyczna emitowana przez drgajacy dipol elektryczny
Zwroémy uwage na jeszcze jedna bardzo istotna cechg fal elektromagnetycznych. Fale
elektromagnetyczne mogq rozchodzi¢ sie w prozni w przeciwienstwie do fal
mechanicznych, na przyklad fal akustycznych, ktére wymagaja osrodka materialnego.
Predkos¢ fal elektromagnetycznych w prozni jest dana wzorem

c=Av (27.8)

lub

CcC =

LS

_E ,
B, (27.9)
gdzie v jest czgstotliwos$cia, 4 dlugos$cia fali, @ czgstoscia kotowa, a k liczba falowa.

27.4 Wektor Poyntinga

Fale elektromagnetyczne posiadaja zdolno$¢ do przenoszenia energii od punktu do
punktu. Szybkos$¢ przeptywu energii przez jednostkowa powierzchni¢ plaskiej fali
elektromagnetycznej opisujemy wektorem § zwanym wektorem Poyntinga ®_ Wektor §
definiujemy za pomoca iloczynu wektorowego

1
§=—ExB (27.10)

Hy
W uktadzie SI jest on wyrazony w W/m’, kierunek S pokazuje kierunek przenoszenia

energii. Wektory E 1 B sa chwilowymi warto§ciami pola elektromagnetycznego
w rozpatrywanym punkcie.
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=" Przyklad

Na zakonczenie rozpatrzmy radiostacj¢ o mocy Py =30 kW wysylajaca fale izotropowo
(jednakowo w kazdym kierunku). Obliczmy jakie natgzenie sygnatu (moc na jednostke
powierzchni) odbieramy w odleglosci » =10 km od nadajnika 1 jaka jest amplituda pola
elektrycznego i1 pola magnetycznego docierajacej fali elektromagnetyczne;.

Poniewaz moc emitowana jest we wszystkich kierunkach to znaczy jest rGwnomiernie
roztozona na powierzchni sfery wigc $rednia warto$¢ wektora Poyntinga w odlegtosci » od
zrodta ma warto$¢

5

A7y

§=-"° (27.11)

Podstawiajac dane otrzymujemy S = 24 £W/m’
Na podstawie wyrazenia (27.4) E = ¢B, wigc mozemy zapisa¢ $rednig wartos¢ wektora
Poyntinga w postaci

EB=—FE’ (27.12)

§=—0 = (27.13)
na tej podstawie

P
E, =1 [Hch (27.14)
r 27

Podstawiajac dane otrzymujemy £y = 0.13 V/m.
Wreszcie obliczamy pole By

B, =" (27.15)

Otrzymujemy warto$¢ By = 4-107"° T. Zauwazmy jak male jest pole magnetyczne.

Ten rozdzial konczy modut 6smy; mozesz teraz przejs¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Podsumowanie

Z prawa Faradaya wynika, sita elektromotoryczna indukcji zalezy od szybko$¢ zmian

49, . Prad indukcyjny obserwujemy gdy zZrédto pola
t

strumienia magnetycznego & = —

magnetycznego porusza si¢ wzgledem nieruchomej pgtli (obwodu), ale réwniez gdy
przewod w ksztalcie pgtli porusza si¢ w obszarze pola magnetycznego

Reguta Lenza stwierdza, Zze prad indukowany ma taki kierunek, ze wytwarzany przez
niego wlasny strumien magnetyczny przeciwdziala zmianom strumienia, ktore go

wywotaty.
W transformatorze stosunek napigcia w uzwojeniu pierwotnym do napigcia
. . . . - ., U, N,
w uzwojeniu wtornym jest rowny stosunkowi liczby zwojow ? = V .
1 1
. . o . d/ . .
Sita elektromotoryczna samoindukcji jest rowna gz—Ld—, gdzie L jest
t

wspotczynnikiem indukcji wlasne;.
2
Gestos¢ energii zgromadzonej w polu magnetycznym o indukcji B wynosi R
Hy
W obwodzie LC tadunek, nat¢zenie pradu i napigcie oscyluja sinusoidalnie
1
JLC

W obwodzie szeregowym RLC =zasilanym sinusoidalnie zmiennym napigciem

z czestotliwoscia @ =

V(t)=V,sinwt plynie prad I =1, sin(wt —¢) o amplitudzie /, = Vs -
\/ R*+ (a)L - 1)
oC
woL—
1 przesunigciu fazowym tge = Ta) Stala proporcjonalnosci Z pomigdzy Vy 1 Iy
1 2
nosi nazwe zawady obwodu Z = \/ R* + (coL - —C) .
®
. : . .= Wi, IR
Srednia moc wydzielona w obwodzie wynosi P = Tcosgp = 5 Cala moc
wydziela si¢ na oporze R, na kondensatorze i cewce nie ma strat mocy.
1

Predkos¢ fal elektromagnetycznych w prézni jest dana wyrazeniem ¢ = \/7
Ho€y

Roéwnanie falowe dla fali elektromagnetycznej rozchodzacej si¢ wzdtuz osi x ma postaé

A6*B. 1 O°B O’E. 1 0°E

z = Z lub (dla pola E L= 2 . Pola E i B sa do siebie
oxt  ¢* or ( P ) oxt ¢t ot R
prostopadte.

Szybkos§¢ przeptywu energii ptaskiej fali elektromagnetycznej opisujemy wektorem

Poyntinga § = LE xB.

Hy
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Réwnania Maxwella w postaci uog6lnionej

Prawo Réwnanie
1 prawo Gaussa dla elektrycznoS$ci fE dS =0/,
2 prawo Gaussa dla magnetyzmu §B ds=0
3 uogélnione prawo Faradaya §E dli(=¢)=- dd¢tB
4 uogoélnione prawo Ampere'a j; Bdl = pe, dd¢tE + ul

349



Modut VIII - Materiaty dodatkowe

Materiaty dodatkowe do Modutu Vi
VIIl. 1. Obwody RC i RL, state czasowe

Obwéd RC
Na rysunku ponizej pokazany jest obwdd ztozony z opornika R, pojemnosci C
i idealnego (bez oporu wewngtrznego) zrodta napigcia (SEM) e.

R
S5 B
b
= ——c
Obwod RC

Celem natadowania kondensatora zamykamy wytacznik do pozycji (a). Prad jaki poptynie
w obwodzie RC obliczamy korzystajac z prawa Kirchoffa, zgodnie z ktorym

e=U, +U, (VIIL1.1)
lub
e=IR+ Q (VIIL.1.2)
C
Poniewaz [ = dQ/dt wigc
do , 9
E=—R+= II1.1.
dt C v 3)

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja Q(¢) postaci
0 =Ce(1-e"'") (VIIL1.4)

Natomiast prad w obwodzie obliczamy z zaleznosci / = dQ/d¢

]:dnge—t/Rc

"R (VIIL1.5)

Obie zaleznosci zostaly pokazane na rysunku ponize;.

350



Modut VIII - Materiaty dodatkowe

.............. e/R

Ladowanie kondensatora: fadunek na kondensatorze i prad w obwodzie

Z przedstawionych wykresow wida¢, ze tadunek na kondensatorze narasta, a prad maleje
eksponencjalnie z czasem. Szybko$¢ tych zmian zalezy od wielko$¢ 7= RC, ktéra ma

wymiar czasu 1 jest nazywana stafq czasowq ® sbwodu.
Jezeli teraz w obwodzie przetaczymy wylacznik do pozycji (b) to bedziemy
roztadowywac¢ kondensator. Teraz w obwodzie nie ma zrédta SEM 1 prawo Kirchoffa dla

obwodu przyjmuje postac

Uy +U.=0
lub
IR—i—g =0
C
Poniewaz [ = dQ/dt wigc
d—QR+Q =0
dt C

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja Q() postaci

Q _ Q e—t/RC
-0

(VIIL1.6)

(VIIL1.7)

(VIIL1.8)

(VIIL1.9)

Natomiast prad w obwodzie obliczamy z zaleznos$ci / = dQ/d¢

;900 e
dt RC

(VIIL1.10)

Zardéwno tadunek jak i prad maleja eksponencjalnie ze stata czasowa 7 =RC.
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Obwéd RL
Analogicznie, jak w obwodzie RC, opoOznienie w narastaniu i zanikaniu pradu
obserwuje si¢ w obwodzie RL (rysunek) przy wiaczaniu lub wytaczaniu Zroédta SEM.

R
o

Obwod RL

Gdyby w obwodzie znajdowat si¢ tylko opornik R, to po ustawieniu wytacznika w pozycji
(a) prad osiagnatby natychmiast warto$¢ &/R. Obecno$¢ indukcyjnosci L w obwodzie
powoduje, ze pojawia si¢ dodatkowo SEM samoindukciji ¢, ktora zgodnie z regula Lenza
przeciwdziata wzrostowi pradu co oznacza, ze jej zwrot jest przeciwny do &.

Zgodnie z prawem Kirchoffa

e=U,-U, (VIIL1.11)
lub
drl
&= IR+LE (VIIIL.1.12)

Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja /(¢) postaci
2 —Rt
1:5(1—&“) (VIIL.1.13)

Prad w obwodzie narasta eksponencjalnie ze stala czasowa t =R/L. Podobnie ro$nie
napigcie na oporniku R

U, =IR=¢g(1-e™") (VIIL.1.14)

Natomiast napigcie na indukcyjnosci L maleje z ta sama stata czasowa

d/ ke
U, :—LE =—ge " (VIIL1.15)

Jezeli po ustaleniu si¢ pradu w obwodzie przestawimy przetacznik do pozycji (b) to

wylaczmy zrodto SEM i spowodujemy zanik pradu w obwodzie. Ponownie jednak
indukcyjno$¢ L powoduje, ze prad nie zanika natychmiastowo.
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Spadek pradu obliczamy ponownie na podstawie prawa Kirchoffa (rownanie VIII.1.12)
uwzgledniajac, ze ¢ =0

d/
IR+LE:0 (VIIL.1.16)
Rozwiazanie tego rownania ma postac
€ _RiL
I—E(B (VIIL1.17)

Obserwujemy zanik pradu, ponownie ze stata czasowa 7 =R/L.

VIIl. 2. Zawada w obwodzie RLC

W omawianym obwodzie RLC pomimo szeregowego potaczenia oporéw omowego,
pojemnosciowego 1 indukcyjnego opor zastgpczy (zawada) nie jest suma algebraiczng tych
oporow. Wynika to bezposrednio z wystepujacych w obwodzie przesunig¢ fazowych
pomigdzy pradem 1 napigciem, ktore trzeba uwzglednia¢ przy dodawaniu napigé
1 w konsekwencji przy liczeniu zawady.

Zeby to sprawdzié obliczmy napiecie wypadkowe w obwodzie RLC

U=U,+U.+U, (VIIL.2.1)

Po podstawieniu odpowiednich wyrazen i uwzglednieniu przesuni¢¢ fazowych pomigdzy
pradem 1 napig¢ciem dla poszczegdlnych elementow obwodu otrzymujemy

U =RI,sin(wt —p)— X .1, sin(wt —p+7/2)+
’ r . (VIIL.2.2)
+X 1, sin(wt —p —7/2)

lub
U =Rl sin(wt —@)— X .1, cos(wt — @)+ X, I, cos(wt — @) (VIIL.2.3)

Zwro¢my uwage, ze na kondensatorze napigcie U pozostaje za pradem /, a na cewce U
wyprzedza [.
Réwnanie (2b) mozna przeksztatci¢ do postaci

U .
;= Rsin(wt — @)+ (X, — X ) cos(wt — @) (VIIL.2.4)

0
Mamy wigc teraz doda¢ do siebie dwie funkcje, sinus i cosinus.
W tym celu skorzystamy z wyrazenia (25.17), zgodnie z ktorym (X, — X.)/R=tggp.

Relacja ta, pokazana na rysunku ponizej, przedstawia zwiazek migdzy reaktancjami X, X¢
oporem R oraz katem fazowym ¢.
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Zauwazmy, ze przeciwprostokatna trojkata na rysunku jest rowna zawadzie
Z=|R+(x,-x.).

Zwiazek migdzy reaktancjami Xz, X¢c oporem R, zawada Z oraz katem fazowym ¢

Dzielimy teraz obustronnie rownanie (VII.2.4) przez Z i otrzymujemy

;Z = gsin(a)t —-Q)+ (XL;XC) cos(wt — @) (VIIL.2.5)
Zgodnie z rysunkiem
L cose (VIIL.2.6)
oraz
K =X _ing (VIIL2.7)
Tak wigc ostatecznie
1 U . : .
ETO = cos g sin(wt — @) + sin @ cos(wt — @) = sin wt (VIIL.2.8)
Otrzymali$my ponownie relacjg
U =ZI,sinwt (VIIL.2.9)

z ktorej wynika, ze napigcie U wyprzedza prad I =/, sin(wt — @) o kat fazowy ¢ oraz, ze

zawada Z jest stala proporcjonalnosci pomigdzy U 1 /.
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VIIl. 3. Prad przesuniecia

Widzieli$my (rysunek 26.3), ze linie pola B maja taki sam ksztalt jak linie wytworzone
przez przewodnik z pradem. Zauwazmy ponadto, ze w uogdélnionym prawie Ampere'a

d
[BdI= e, d¢tE + 1,1 (VIIL3.1)

wyraz &,d¢, /d¢t ma wymiar pradu.

Mimo, ze nie mamy tu do czynienia z ruchem tadunkéw w obszarze pomiedzy oktadkami
kondensatora, to wyraz ten z przyczyn wymienionych powyzej nazywamy prqdem
przesuniecia @

Mowimy, ze pole B moze by¢ wytworzone przez prad przewodzenia [ lub przez prad
przesunigceia /,.

fBdl=u,(1,+1) (VIIL3.2)

Koncepcja pradu przesunigcia pozwala na zachowanie ciaglosci pradu w przestrzeni gdzie
nie jest przenoszony tadunek. Przyktadowo w trakcie tadowania kondensatora prad
doptywa do jednej oktadki i odptywa z drugiej wiec wygodnie jest przyjac, ze ptynie on
rowniez pomiedzy oktadkami tak aby byta zachowana ciagtos¢ pradu w obwodzie.

VIIl. 4. Rownania Maxwella

W przypadku statycznym (pola niezalezne od czasu) dwa réwnania Maxwella

fEdS =0/, (VIIL4.1)

fEdI=0 (VIIL4.2)

opisuja prawa elektrostatyki. Z pierwszego rownania wynika prawo Coulomba, ktore jest
stuszne tylko w przypadku statycznym bo nie opisuje oddziatywania pomigdzy tadunkami
w ruchu.

Rownanie (VIIL.4.2) pokazuje, ze gdy nie wystgpuje zmienny (W czasie) strumien
magnetyczny, to praca pola E wzdtuz dowolnej zamknigtej drogi jest rowna zeru - pole
elektrostatyczne jest polem zachowawczym i do jego opisu mozemy postuzy¢ si¢ pojgciem
potencjatu.

Natomiast w przypadku pol zaleznych od czasu réwnanie to ma postac

§Edl(= £) = —dff (VIIL4.3)

i pole E nie jest polem zachowawczym - nie mozemy go opisa¢ za pomoca potencjatu.
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Kolejne dwa réwnania Maxwella, w przypadku statycznym (pola niezalezne od czasu)
opisuja prawa magnetostatyki

fBds=o (VIIL4.4)

fBdI= 1 (VIIL4.5)

Pierwsze z tych rownan (VII1.4.4) moéwi, Ze nie istnieja tadunki magnetyczne (pojedyncze
bieguny) analogiczne do tadunkéw elektrycznych. Natomiast rownanie (VIIL.4.5)
pokazuje, ze zrédtem pola magnetostatycznego sa state prady elektryczne.

Natomiast w przypadku pol zaleznych od czasu rownanie to ma postaé
_ e 99
fBdl= e, e (VIIL4.6)

1 uwzglednia efekt zmieniajacych si¢ pol elektryczny.
Zauwazmy, ze w przypadku statycznym prawa opisujace pola elektryczne i magnetyczne

sa od siebie niezalezne natomiast w przypadku pdl zaleznych od czasu réwnania Maxwella
lacza ze soba pola elektryczne i magnetyczne.
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Rozwiagzania ¢wiczen z modutu Vi

Cwiczenie 24.1
Dane: d =5 cm, N =100 zwojoéw, a; = 0°, a0, = 180°, B=1T,t=0.1s.

Jezeli zmiana strumienia magnetycznego A¢gp nastapita w czasie ¢ to $rednia SEM jaka
wyindukuje si¢ wynosi zgodnie ze wzorem (24.1)

Agy
t

£=-

Jezeli mamy obwdd zlozony z N zwojow to powyzszy wzor przyjmuje postaé

Ag,
t

e=—-N

Zmiang strumienia obliczamy jako r6znicg strumienia koncowego i poczatkowego
A¢B = ¢2 - ¢1 = BS(COSOK2 — cosal)

Podstawiajac to wyrazenie do rownania na SEM otrzymujemy

A@, __N Bd*(cosa, —cosa,)
t t

E=—

gdzie uwzgledniono, ze S = d*.
Ostatecznie po podstawieniu danych otrzymujemy ¢ =5 V.

Cwiczenie 24.2
Dane: Pooir. =20MW, R=1Q, U; =100kV, U, =15kV.

Straty energii sa zwiazane z cieptem jakie wydziela si¢ podczas przeptywu pradu przez
opornik (lini¢ przesytowa)

P=1I°R

Poniewaz moc elektrowni
=Ul

elektr.

jest stata, wigc taczac powyzsze rownania otrzymujemy
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2
P — (Pelektr. j R
U

Podstawiajac dane otrzymujemy P; = 40 kW (dla U; = 100 kV) co stanowi 0.2% mocy
elektrowni oraz P, = 1.78 kW (dla U, = 15 kV) co stanowi 8.9% mocy elektrowni.

Cwiczenie 24.3
Dane: /=1cm,d=1cm, N=10, up= 47107 Tm/A.

Indukcyjnos$¢ cewki obliczamy ze wzoru (24.19)

Podstawiajac dane otrzymujemy L = 10 H=1 pH.

Cwiczenie 25.1
Energig jaka jest zgromadzona w dowolnej chwili # w kondensatorze obliczmy ze wzoru

2 2 2
W, :Qi _ 0, cos” wt
2C 2C

a w cewce indukcyjnej z wyrazenia

LI’ LI}sinwt

W =
L2 2

Catkowita energia jest suma energii Wci Wy

2 2 2 .2
W:WC+WL:Q° cos a)t+LIO sin” wt
2C 2

Korzystajac z zaleznoéci (25.11) Ll,w=LQO,0" = LQ, 19 oraz = b

ILC C JLC

mozemy przeksztatci¢ powyzsze rownanie do postaci

LI; cos’ wt N LI;sin* ot LI
2 2 2

W=W,+W, =

Catkowita energia jest stala (niezalezna od ¢).
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Cwiczenie 25.2
Dane: R=10Q, L=3 pH=3-10°H, C=1pF=1-10"2F, f= 100 MHz = 1-10° Hz.

Zawadg obwodu obliczamy z zalezno$ci Z = x/ R*+(X, -Xx.)
gdzie X . _ L oraz X, =wlL.
C

Podstawiajac dane i uwzgledniajac, ze w = 2zf otrzymujemy X; = 1885 Q, X¢ = 1591 Q
oraz Z=1294 Q.

Gdyby w obwodzie nie wystgpowaly reaktancje, a wytacznie oporniki omowe o takich
samych oporno$ciach to opér zastgpczy (wypadkowy) bytby suma tych opornosci rowna
Romowy = 3486 Q.

Cwiczenie 25.3
1
JLc

W warunkach rezonansu o = o, =

2
Podstawiajac t¢ warto$¢ do wyrazenia na zawadg Z = \/ R’ + (a)L - IC] otrzymujemy
1)

Z=R

Zawada w warunkach rezonansu (i przy matym tlumieniu) jest rdwna oporowi omowemu
obwodu.

Cwiczenie 25.4
Dane: R=10Q,L=1pH=110°H, Uy=100 uV =1-10"V, £ = 101 MHz = 1-10° Hz,
f»=96 MHz =9.6-10" Hz.

Pojemnos¢ C, przy ktorej odbiornik jest dostrojony do czgstotliwosci f obliczamy
z warunku rezonansu

Uwzgledniajac, ze @ = 2zf otrzymujemy

C= 12
Anf "L

Dla czestotliwosci fi pojemno$é C = 2.48-107"2 F = 2.48 pF.

Napigcie na kondensatorze przy czgstotliwosci rezonansowej (tj. gdy Z = R) wynosi

ol

R A
R w,C R
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Podstawiajac dane, dla czestotliwosci f; otrzymujemy napiecie Uce: = 6.35:107 V = 6.35
mV. Napigcie wyjsciowe jest wigc okoto 60 razy wigksze od sygnalu wejsciowego.

Natomiast gdy pozostawimy te same ustawieniach R, L, C, ale zmienimy czg¢stotliwo$¢ fto
wowczas nie jest spelniony warunek rezonansu i napigcie na kondensatorze obliczamy
z zaleznosci

U 14, 1
Z oC  Z 2zfC

Uc :IoXc

2
gdzie zawada Z = \/Rz + (a)L - lj
oC

Podstawiajac dane i uwzgledniajac, ze w = 2zf otrzymujemy dla cz¢stotliwosci f, napigeie
Uc=9.62-10" V = 0.96 mV. Niewielkie odstepstwo od rezonansu (zmiana czgstotliwosci
o okoto 5%) spowodowato spadek sygnatu wyjsciowego o rzad wielkosci.

Cwiczenie 25.5

Dane: Uy =230 V.

Warto$¢ skuteczna napigcia jest dana wyrazeniem U = T; .
Stad warto$¢ maksymalna napigcia U, =U S,(\E =325V.
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Test VIl

1.

Jaka sita elektromotoryczna indukuje si¢ w metalowym precie o dlugosci /=20 cm,
jezeli przewodnik ten obraca si¢ w polu magnetycznym o indukcji B=0.5 T,
w plaszczyznie prostopadtej do kierunku pola magnetycznego wokot osi przechodzace;j
przez koniec preta. Pret wykonuje 60 obrotoéw w ciagu sekundy.

W cewce o wspotczynniku samoindukceji L = 0.1 H natgzenie pradu maleje jednostajnie
od wartosci / =0.5 A do zera w czasie 0.01 s. Jaka sita elektromotoryczna indukcji
powstaje podczas wytaczania pradu?

W kotowej petli o srednicy 10 cm ptynie prad 100 A. Jaka jest ggstos¢ energii
w $rodku tej petli?

Transformator osiedlowy dostarcza srednio 100 kW mocy przy napigciu skutecznym
220 V. Napiecie skuteczne po stronie pierwotnej transformatora wynosi 10 kV. Jaki
jest stosunek zwojow Ni/N, w transformatorze 1 jaki jest wypadkowy opor obcigzenia
w uzwojeniu wtornym? Zaktadamy, ze transformator jest idealny, a obciazenie czysto
opornosciowe.

Obwodd drgajacy sktada si¢ z kondensatora o pojemnosci C =1pF oraz cewki
o wspotczynniku samoindukcji L =1 puH. Jaki jest okres, czestotliwo$¢ 1 czestose
oscylacji w  obwodzie? Jaka jest dlugos¢ fali  elektromagnetycznej
wypromieniowywanej przez ten obwod 1 z jakiego pasma pochodzi?

Obwad sktada sig z polaczonych szeregowo oporu R = 10 Q, cewki o wspdtczynniku
samoindukcji L = 1 H 1 kondensatora o pojemnosci C = 10 pF. Przy jakiej czgstosci @
napigcia zasilajacego wystapi rezonans, a przy jakiej prad w obwodzie wyniesie
polowe warto$ci maksymalnej?

Napigcie skuteczne w obwodzie pradu zmiennego o czgstotliwosci f= 50 Hz wynosi
220 V. Natezenie skuteczne /=1 A, a moc $rednia P = 110 W. Jakie jest przesunigcie
w fazie pomigdzy pradem i napigciem w tym obwodzie?

Przedstaw rownania Maxwella w postaci uogdlnionej. Omow fakty doswiadczalne
zwiazane z tymi prawami.

W  jakim zakresie widma promieniowania elektromagnetycznego leza fale
o dhugosciach 1m, Icm, 0.5 pm, 1071 m?
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Modut IX- Optyka geometryczna i falowa

28 Optyka geometryczna i falowa
28.1 Wstep

Promieniowanie $wietlne, o ktérym bedziemy méwi¢ w ponizszych rozdziatach jest
pewnym, niewielkim wycinkiem widma elektromagnetycznego wyrdznionym przez fakt,
ze oko ludzkie reaguje na ten zakres promieniowania.

@ Cwiczenie 28.1

Sprobuj poda¢ zakres diugosci fal jaki obejmuje $wiatlo widzialne. Jakim barwom
odpowiadaja rozne dtugosci fal z tego zakresu?

==

Jezeli rozwiazale§ powyzsze ¢wiczenie mozesz porownac ten wynik z przedstawiona na
rysunku 28.1 wzgledna czulo$cia oka ludzkiego.

100

a0

&0

wzgledna czuto 5

20 4

400 450 s00 550 G000 G50 700

diugost fali (nrm)

Rys. 28.1. Wzgledna czuto$¢ oka ludzkiego

Maksimum czuto$ci oka ludzkiego przypada dla barwy zielono-zoéttej dla 4 = 550 nm.
‘o . . . .
@’ Wigcej o widzeniu barwnym mozesz przeczyta¢ w Dodatku 1, na koncu modutu IX.

W kolejnych rozdziatach omowione zostana zjawiska zwiazane ze §wiattem widzialnym.
Powinnismy jednak pamigta¢, ze wszystkie przedstawione fakty sa rowniez stuszne
w odniesieniu do pozostatych czgsci widma fal elektromagnetycznych.
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28.2 Odbicie i zatamanie

28.2.1 Wspoétczynnik zatamania, droga optyczna, dyspersja swiatta

Wiemy juz, ze $wiatlo rozchodzi si¢ w prézni z predkoscia c. Natomiast, jak pokazuja
wyniki doswiadczen, w os$rodkach materialnych predko$¢ $wiatla jest mniejsza. Jezeli
w jednorodnym o$rodku $wiatlo przebedzie w czasie ¢ droge /; = vt to droga / jaka w tym
samym czasie §wiatlo przebyloby w prézni wynosi

/
[=ct=c-'=nl
L= (28.1)

gdzie

n=

< (28.2)
v .
nosi nazwe bezwzglednego wspoiczynnika zatamania ® Natomiast iloczyn drogi

geometrycznej 1y 1 wspotczynnika zalamania n nosi nazwe drogi optycznej ®. Ponizej
w tabeli 28.1 podane zostaly bezwzgledne wspdtczynniki zatamania wybranych substancji.

Tab. 26.1 Bezwzgledne wspodtczynniki zatamania wybranych osrodkow
(dla 4 = 589 nm - z6tte $wiatlo sodu)

Oérodek Wsp(')’fczyr}nik
zalamania

powietrze 1.003
woda 1.33
alkohol etylowy 1.36
kwarc topiony 1.46
szklo zwykte 1.52
szafir 1.77
diament 2.42

W nagtowku powyzszej tabeli podano dla jakiej fali zostalty wyznaczone wspotczynniki
zatlamania. Jest to wazna informacja bo, jak pokazuje do$wiadczenie, predkos¢ fali
przechodzacej przez osrodek zalezy od czestotliwosci §wiatla. Zjawisko to nazywamy
dyspersjq swiatla ® Dla wigkszosci materialow obserwujemy, ze wraz ze wzrostem
czgstotliwosci fali $wietlnej maleje jej predkos¢ czyli rosnie wspolczynnik zatamania (rys.
28.2).

28.2.2 Prawo odbicia i prawo zalamania

Jezeli $wiatlo pada na granicg dwoch osrodkéw to ulega zaréwno odbiciu na
powierzchni granicznej jak 1 zatamaniu przy przejsciu do drugiego osrodka tak jak
pokazano to na rysunku 28.2 dla powierzchni ptaskie;.
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Na rysunku pokazana jest tez dyspersja §wiatta; promien niebieski jest bardziej zalamany
niz czerwony. Swiatlo biate, zlozone z fal o wszystkich dhugosciach z zakresu widzialnego,
uleglo rozszczepieniu ® 1o jest rozdzieleniu na barwy skladowe. Na rysunku pokazano
promienie $wietlne tylko dla dwu skrajnych barw niebieskiej i czerwone;.

normalna
padajace l odbite
Swiatto biate | Swiatto biate
\‘ I
I
I
@ n,
n 2
Swiatto
zatamane

Rys. 28.2. Odbicie i zatamanie §wiatta bialego na granicy dwoch osrodkoéw (n, > ny)

Odbiciem i zalamaniem rzadza dwa nastgpujace prawa:

(3, Prawo, zasada, twierdzenie

=29 Prawo odbicia: Promier padajqcy, promier odbity i normalna do powierzchni
granicznej wystawiona w punkcie padania promienia lezq w jednej ptaszczyznie i kqt
padania rowna sie kqtowi odbicia o; = a.

Prawo, zasada, twierdzenie

Prawo zatamania: Stosunek sinusa kata padania do sinusa kqta zalamania jest
rowny stosunkowi bezwzglednego wspotczynnika zatamania osrodka drugiego n; do
bezwzglednego  wspodtczynnika  zalamania osrodka pierwszego n; czyli

wspotczynnikowi wzglednemu(gj zalamania swiatta osrodka drugiego wzgledem
plerwszego.

sin :&:n (283)
sinff  n ! ’

lub

sina _n, V,

sinff  n - z (28:4)

gdzie skorzystali$my z definicji bezwzglednego wspotczynnika zatamania n=c/v .

Powyzsze prawa dotyczace fal elektromagnetycznych mozna wyprowadzi¢ z rdéwnan
Maxwella, ale jest to matematycznie trudne. Mozna tez skorzysta¢ z prostej (ale waznej)
zasady odkrytej w XVII w. przez Fermata.
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L3+
@’ Wigcej o zasadzie Fermata mozesz przeczyta¢ w Dodatku 2, na koncu modutu IX.

@ Cwiczenie 28.2

Sprobuj teraz przesledzi¢ bieg promienia $wietlnego padajacego pod katem o na
umieszczona W powietrzu prostopadloscienna szklana plytke wykonana ze szkla
0 wspotczynniku zatamania »n tak jak pokazano na rysunku ponizej. Korzystajac z prawa
zatamania oblicz kat y pod jakim promien opuszcza plytkg. Wynik zapisz ponize;j.

n

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu
modutu.

@ Cwiczenie 28.3

Podobnie jak w poprzednim ¢wiczeniu, promien $wiatlta zalamuje si¢ dwukrotnie tym
razem przechodzacy przez rownoboczny pryzmat, pokazany na rysunku obok. Promien
biegnie poczatkowo rownolegle do podstawy pryzmatu, a opuszcza go pod katem yp .
Oblicz ten kat wiedzac, ze pryzmat jest wykonany z materiatu o wspotczynniku zatamania
n = 1.5. Wynik zapisz ponize;j.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu
modutu.

Omawiajac odbicie 1 zatamanie ograniczyliSmy si¢ do fal plaskich 1 do plaskich
powierzchni. Uzyskane wyniki stosuja si¢ jednak do bardziej ogdélnego przypadku fal
kulistych. Stosuja si¢ rowniez do kulistych powierzchni odbijajacych - zwierciadet
kulistych ® kulistych powierzchni zalamujacych —soczewek ®  Te ostatnie maja
szczegodlne znaczenie ze wzgledu na to, ze stanowia czg$¢ uktadu optycznego oka i wielu
przyrzadow optycznych takich jak np. lupa, teleskop, mikroskop.
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28.2.3 Soczewki

Soczewkami nazywamy ciala przezroczyste ograniczone dwoma powierzchniami
o promieniach krzywizn R, 1 R».

Nasze rozwazania wtasnosci optycznych soczewek ograniczymy do soczewek cienkich
to znaczy takich, ktérych grubo$¢ jest znacznie mniejsza od promieni krzywizn R; 1 R;
powierzchni ograniczajacych soczewke. Ponadto zakladamy, ze promienie $wietlne
padajace na soczewke tworza mate katy z osia soczewki to jest prosta przechodzaca przez
srodki krzywizn obu powierzchni. Takie promienie (prawie prostopadie do powierzchni
soczewki) lezace w poblizu osi soczewki nazywamy promieniami trzyosiowymi D
Z wyjatkiem promienia biegnacego wzdluz osi soczewki, kazdy promien przechodzacy
przez soczewke ulega dwukrotnemu zatamaniu na obu powierzchniach soczewki.

Jezeli przy przejSciu przez soczewke promienie réwnoleglte do osi soczewki zostaja
odchylone w strone tej osi to soczewke nazywamy skupiajqcq @, a jezeli odchylaja sig od
osi, soczewka jest rozpraszajqca ® Soczewka skupiajaca odchyla promienie rownolegte
w taki sposob, ze sa one skupiane w punkcie F, w odlegtosci f od soczewki. Punkt F nosi
nazwe ogniska ®, a odleglo$¢ f nazywamy ogniskowq soczewki ®.

Na rysunku 28.3 pokazany jest sposob wyznaczania polozenia obrazu przedmiotu
rozciaglego (strzatki). W celu jego wyznaczenia rysujemy promien réwnolegly do osi
soczewki. Promien ten po przejsciu przez soczewke przechodzi przez ognisko F. Drugi
promien przechodzi przez srodek soczewki 1 nie zmienia swojego kierunku. Jezeli obraz
powstaje w wyniku przecigcia si¢ tych promieni, to taki obraz nazywamy rzeczywistym ®
(rysunek 28.3a). Natomiast gdy promienie po przej$ciu przez soczewkg sa rozbiezne to
obraz otrzymujemy z przecigcia si¢ promieni przedtuzonych itaki obraz nazywamy
pozornym ® (rysunek 26.3 b).

I
I
I
|
I
I
I
I
:“_

Rys. 28.3. Powstawanie obrazu w soczewce skupiajacej: a) rzeczywistego, b) pozornego

Bieg promienia $wietlnego w soczewce zalezy od ksztattu soczewki tzn. od R; i R,, od
wspotczynnika zatamania » materialu z jakiego wykonano soczewke¢ oraz od
wspotczynnika zalamania n, osrodka, w ktorym umieszczono soczewkg. Ogniskowa
soczewki jest dana rGwnaniem

1 n 1 1
fz(n_lJ(Rl+&J (280
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Przy opisie soczewek przyjmujemy konwencje, ze promienie krzywizn wypuktych
powierzchni sa wielkosciami dodatnimi, a promienie krzywizn wklgstych powierzchni sa
wielkosciami ujemnymi; powierzchni ptaskiej przypisujemy nieskonczony promien
krzywizny.

Gdy ogniskowa jest dodatnia > 0 to soczewka jest skupiajaca, a gdy /< 0 to soczewka jest
rozpraszajaca.

Odlegtos¢ x przedmiotu od soczewki i odleglo$¢ y obrazu od soczewki (rysunek 28.3) sa
powiazane rownaniem dla cienkich soczewek

! + ! (28.7)
x y f '
a powigkszenie liniowe obrazu jest dane wyrazeniem
h |y
P=—==
Pl (28.8)

Przyjmuje si¢ umowg, ze odlegtosci obrazow pozornych od soczewki sa ujemne.
Odwrotno$¢ ogniskowej soczewki D = 1/f nazywa si¢ zdolnosciq zbierajqacq soczewki ®

{3 Jednostki
=9 Jednostka zdolnoSci zbierajacej soczewki jest dioptria (D); 1 D = 1/m.

Dla uktadu blisko siebie lezacych soczewek ich zdolnosci skupiajace dodaja si¢
D=D,+D, (28.9)

Wszystkie powyzej podane zwiazki sa prawdziwe dla cienkich soczewek i dla promieni
przyosiowych.

Tymczasem dla soczewek w rzeczywistych uktadach optycznych mamy do czynienia
z aberracjami to jest ze zjawiskami znieksztalcajacymi obrazy i pogarszajacymi ich
ostrosc.

Przyktadem takiego zjawiska jest aberracja sferyczna D Polega ona na tym, ze w miare
oddalania si¢ od osi zwierciadla promienie zaczynaja odchyla¢ si¢ od ogniska. W ten
sposob zamiast otrzymac¢ obraz punktowy (jak dla promieni przyosiowych) otrzymujemy
obraz rozciagly (plamkg). Inna wada soczewek jest aberracja chromatyczna ® Jest ona
zwiazana ze zjawiskiem dyspersji. Swiatto o réznych barwach (réznych czestotliwosciach)
ma rézne predkosci, wige 1 rozne wspotczynniki zalamania w szkle, z ktérego zrobiono
soczewke. W konsekwencji rézne barwy sa réznie ogniskowane i obraz bialego punktu jest
barwny.

Te jak i jeszcze inne wady soczewek mozna korygowaé stosujac zestawy soczewek oraz
wykonujac soczewki o odpowiednich krzywiznach 1 z materialtu o odpowiednim
wspotczynniku zatamania.
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28.3 Warunki stosowalnosci optyki geometrycznej

Omawiajac odbicie i zatamanie fal zaktadali$my, Zze energia $wietlna rozprzestrzenia sig
wzdtuz linii prostych. Postugiwanie si¢ pojeciem promienia $wietlnego byto przydatne do
opisu tych zjawisk ale nie mozemy si¢ nim poshuzyé przy opisie ugiecia §wiatta. Zeby to
sprawdzi¢ przesledzmy zachowanie fali ptaskiej padajacej na szczeliny o rdznej
szerokosci. To zachowanie jest przedstawione schematycznie na rysunku ponizej dla
szczelin o szeroko$ci a =54, a= 31 oraza = A.

&”4— a=9\ zL>||<— a=3A\ ZL>||<— a=A

)

L J
L J
L J

Rys. 28.4. Ugigcie fali na szczelinach o rdznej szeroko$ci

Widzimy, ze §wiatto padajace na szczeling ulega ugieciu. Wiazka staje si¢ rozbiezna i nie
mozemy wydzieli¢ z niej pojedynczego promienia metoda zmniejszania szeroko$ci
szczeliny tym bardziej, ze ugigcie staje si¢ coraz bardziej wyrazne gdy szczelina staje si¢
coraz wezsza (a/l — 0). W tym zjawisku ujawnia si¢ falowa natura swiatta™>. To ugigcie
jest charakterystyczne dla wszystkich rodzajow fal. Dzigki temu mozemy np. stysze¢
rozmowg (fale gtosowe) znajdujac si¢ za zatomem muru. Ugigcie fal na szczelinie (albo na
przeszkodzie) wynika z zasady Huygensa.

28.3.1 Zasada Huygensa

Huygens podal swoja teori¢ rozchodzenia si¢ $§wiatta w XVII w., znacznie przed
sformutowaniem teorii Maxwella.. Nie znal wigc elektromagnetycznego charakteru §wiatla
ale zatozyt, ze Swiatto jest fala. Teoria Huygensa oparta jest na konstrukcji geometryczne;j
(zwanej zasada Huygensa), ktora pozwala przewidzie¢ polozenie czota fali w dowolnej
chwili w przysztosci, jezeli znamy jego obecne polozenie.

[ Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Zasada Huygensa moéwi, ze wszystkie punkty czola fali mozna uwazaé za Zrédla
nowych fal kulistych. Polozenie czola fali po czasie t bedzie dane przez powierzchnie

stycznq do tych fal kulistych.

Jako przyktad przesledzmy jak za pomoca elementarnych fal Huygensa mozna przedstawi¢
rozchodzenie sig fali ptaskiej w prozni.
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Na rysunku 28.5 widzimy czoto fali plaskiej rozchodzacej si¢ w prozni. Fala na rysunku
biegnie w stron¢ prawa. Zgodnie z zasada Huygensa kilka dowolnie wybranych punktow
na tej powierzchni traktujemy jako zrodia fal kulistych. Poniewaz fala w prézni rozchodzi
si¢ z predkoscia ¢ to po czasie ¢ promienie tych kul beda rowne ct. Powierzchnia styczna
do tych kul po czasie ¢ jest nowa powierzchnia falowa. Oczywiscie powierzchnia falowa
fali ptaskiej jest ptaszczyzna rozchodzaca si¢ z predkoscia c.

czoto fali po czasie t

4 4 & @ @ @

czoto fali w chwili t=0

Rys. 28.5. Elementarne fale Huygensa daja w wyniku falg ptaska

Zauwazmy, ze W oparciu o t¢ zasad¢ mozna by oczekiwac, ze fala Huygensa moze si¢
rozchodzi¢ zaré6wno do tytu jak i do przodu. Tg ,niezgodno$¢” modelu z obserwacja
eliminuje si¢ poprzez zatozenie, Ze natgzenie fal kulistych Huygensa zmienia si¢ w sposdb
ciagly od maksymalnego dla kierunku "do przodu" do zera dla kierunku "do tytu”.

Metoda Huygensa daje si¢ zastosowacé jakosciowo do wszelkich zjawisk falowych.

Mozna przedstawi¢ za pomoca elementarnych fal Huygensa zaréwno odbicie fal jak i ich
zalamanie. My zastosujemy je do wyjasnienia ugigcia fal na szczelinie (lub przeszkodzie)
pokazanych wcze$niej na rysunku 28.4.
Rozpatrzmy czoto fali dochodzacej do szczeliny. Kazdy jej punkt mozemy potraktowac
jako zrodto fal kulistych Huygensa. Jednak przez szczeling przechodzi tylko czg$¢ fal. Fale
lezace poza brzegami szczeliny zostaja wyeliminowane 1 nie daja fali ptaskiej razem
z falami przechodzacymi. Z tym wlasnie zwiazane jest zaginanie wiazki.

Szczegdty dotyczace fal ugigtych zostana przedstawione doktadnie w dalszych

rozdziatach. Tutaj zwro¢my jedynie uwage na to, ze gdy szerokos¢ szczeliny staje sig¢ duza
w stosunku do dtugosci fali a >> 4 to ugigcie mozna zaniedba¢. Mozemy przyja¢ wowczas,
ze $wiatlo rozchodzi si¢ po liniach prostych (zwanych promieniami) podlegajacych
prawom odbicia i zatamania. Méwimy, ze stosujemy optyke geometryczng ® Warunkiem
stosowalnosci optyki geometrycznej jest wigc aby wymiary liniowe wszystkich obiektow
(soczewek, pryzmatoéw, szczelin itp.) byly o wiele wigksze od dtugosci fali.
Jezeli tak nie jest to nie mozemy przy opisie §wiatta postugiwaé si¢ promieniami, lecz
trzeba wzia¢ pod uwage falowy charakter $wiatla. Wida¢ jak znaczace jest ugiecie fali gdy
szczelina ma rozmiar porownywalny z dtugoscia fali. Mowimy wtedy, ze stosujemy optyke
falowq © Optyka geometryczna jest szczegdlnym (granicznym) przypadkiem optyki
falowej. W kolejnych rozdziatach zajmiemy si¢ wlasnie optyka falowa.
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29 Interferencja

29.1 Doswiadczenie Younga

W rozdziale dotyczacym fal w o$rodkach sprezystych omawialiSmy naktadanie si¢
(interferencje¢) fal. Doswiadczenie wykonane, przez Younga (w 1801 r.) wykazalo istnienie
takiej interferencji dla $wiatta. Byl to pierwszy eksperyment wskazujacy na falowy
charakter swiatla.

W swoim dos$wiadczeniu, Young oswietlit $wiattem stonecznym ekran, w ktérym byt
zrobiony maty otwor Sy. Przechodzace swiatlo padato nastgpnie na drugi ekran z dwoma
szczelinami S 1 S, 1 dalej rozchodzily si¢ dwie, naktadajace si¢ na siebie fale kuliste tak
jak na rysunku 29.1.

Warunki stosowalno$ci optyki geometrycznej nie sa spetnione i na szczelinach nastgpuje
ugiecie fal. Mamy do czynienia z optyka falowa.

Jezeli umie$cimy ekran w jakimkolwiek miejscu, tak aby przecinat on nakladajace si¢
na siebie fale to mozemy oczekiwa¢ pojawienia si¢ na nim miejsc ciemnych i jasnych
nast¢pujacych po sobie kolejno w zaleznosci od wyniku naktadania si¢ fal (rysunek 29.1).
Migjsca ciemne powstaja w wyniku wygaszania si¢ interferujacych fal, a jasne w wyniku
ich wzajemnego wzmocnienia. Obserwujemy tak zwane prqzki interferencyjne ® (rysunek

)

A

Rys. 29.1. Schemat do§wiadczenia Younga

Przeanalizujemy teraz do$wiadczenie Younga ilosciowo. Zakladamy, ze $wiatto
padajace zawiera tylko jedna dlugos¢ fali (jest monochromatyczne). Na rysunku 29.2
ponizej punkt P jest dowolnym punktem na ekranie, odleglym o 7| 1 r» od waskich szczelin
S118,.
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Rys. 29.2. Interferencja, w punkcie P, fal wychodzacych ze szczelin S 1.5,

Linia $,B zostata poprowadzona tak, aby PS, = PB. Zwrdci¢ uwagg, ze dla przejrzystosci
na rysunku nie zachowano proporcji d/D. Naprawde d << D i wtedy kat S15,B jest rowny 6
z duza doktadnoscia.
Oba promienie wychodzace ze szczelin S 1 S, sa zgodne w fazie, gdyz pochodza z tego
samego czota fali ptaskiej. Jednak drogi, po ktorych docieraja do punktu P sa rozne wigc
iich fazy w punkcie P moga by¢ rézne. Odcinki PB 1 PS, sa identyczne (tak to
skonstruowali$my) wigc o r6znicy faz decyduje roznica drég optycznych tj. odcinek S B.
Aby w punkcie P wystapilo maksimum natgzenia $wiatta, odcinek S;B musi zawieraé
catkowita liczbg dtugosci fal. Jest tak dlatego, Zze po przebyciu odcinka rownego 4 faza fali
powtarza si¢ wigc po przebyciu drogi rownej mA (m - liczba catkowita) fala ma fazg taka
jak na poczatku tej drogi. Odcinek S8 nie wptywa na réznicg faz, a poniewaz fale byly
zgodne w zrodle wige beda zgodne w fazie w punkcie P.
Warunek na maksimum mozemy zatem zapisa¢ w postaci

S,B=mA, m=0,1,2,... (29.1)
Zgodnie z rysunkiem 29.2, S,B =d sinf wigc
dsinf =mA, m=1,2,.....(maksima) (29.2)
Zauwazmy, ze kazdemu maksimum powyzej srodkowego punktu O odpowiada potozone
symetrycznie maksimum ponizej punktu O. Istnieje tez centralne maksimum opisywane
przez m = 0.

Dla uzyskania minimum natgzenia $§wiatla w punkcie P, odcinek S8 musi zawieraé
potowkowa liczbe dtugosci fal, to jest
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&B:(m+;j& m=0,1,2,.. (29.3)
czyli
dsind = (m + ;Jﬂ,, m=1,2,.....(minima) (29.4)
lub inaczej
: A ..
dsin@ =(2m+ 1)5, m=1,2,.....(minima) (29.5)

Mozesz przesledzi¢ wynik interferencji dwoch spdjnych fal §wietlnych powstatych
—=# w wyniku przejécia ptaskiej fali $wietlnej przez przestong z dwoma punktowymi

szczelinami (do$wiadczenie Younga) korzystajac z darmowego programu

komputerowego ,,Interferencja” dostgpnego na stronie WWW autora.

=~ Przyklad

Jako przyklad rozpatrzmy dwie szczeliny odleglte od siebie o 1 mm o$wietlono zottym
swiattem sodu o dtugosci 4 = 589 nm. Obliczymy odleglto$¢ migdzy sasiednimi prazkami
interferencyjnymi obserwowanymi na ekranie umieszczonym w odleglosci 1 m od
szczelin.

Najpierw sprawdzamy polozenie katowe pierwszego maksimum. Dla m =1 ze wzoru
(29.2) otrzymujemy

dsinf =1 (29.6)
skad
-9
sing = A/d =22 107M _ 6 000589 (29.7)
10" m

co daje 6~ 0.03°.
Dla tak matych katéw dobrym przyblizeniem jest

sinfd =tgd =60 (29.8)

Z rysunku 29.2 wynika, ze tgf = y/D. Podstawiajac to wyrazenie zamiast sinf do rOwnania
(29.2) na maksimum interferencyjne otrzymujemy dla m-tego prazka

AD
VYV = m7 (29.9)
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a dla nastepnego kolejnego
AD
Vst =(m+ 1)7 (29.10)

Odlegto$¢ migdzy nimi wynosi

AD  (589-107m)(1m)
A = — = — =
y ym+1 ym d 1073m

= 0.589mm (29.11)

Jezeli O jest mate to odlegto§¢ miedzy prazkami nie zalezy od m, prazki sa rozmieszczone
na ekranie rownomiernie. Jezeli natomiast mamy fale o r6znych dtugosciach 4 to powstana
oddzielne uktady prazkéw (dla kazdej z dtugosci fal) o r6znym odstepie migdzy prazkami.

@ Cwiczenie 29.1

Rozpatrzmy uktad dwoch punktowych szczelin, odlegltych od siebie o 2 mm, o$wietlony
Swiattem biatym. Oblicz jak oddalone od siebie sa prazki odpowiadajace pierwszemu
maksimum dla §wiatta czerwonego (4 = 700 nm) i fioletowego (1 =400 nm) tj. skrajnych
dhugos$ci fal w widmie $wiatla biatego. Prazki sa obserwowane na ekranie odlegtym o 1 m
od szczeliny. Wynik zapisz ponizej.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Roéwnanie (29.2) opisujace polozenie katowe maksimow interferencyjnych moze postuzy¢
do wyznaczenia dtugosci fali

_dsinf
m

A (29.12)

Tak wlasnie Young wyznaczyt dtugos$ci fal Swiatla widzialnego.

29.2 Spojnosé (koherencja) fal Swietinych

Podstawowym warunkiem powstania dobrze okreslonego obrazu interferencyjnego jest,
aby interferujace fale $wietlne miaty dokladnie okreslonq roznice faz ¢ stalq w czasie.
Przypomnijmy, ze faza okre$la stan fali w danym miejscu i czasie. Przyktadowo, jezeli
w jakim$§ miejscu na ekranie r6éznica faz interferujacych fal wynosi 7 to oznacza fizycznie,
ze fale docierajace tam wygaszaja si¢ (przy zatozeniu rownych amplitud); mamy ciemny
prazek. I tak jest przez caly czas o ile réznica faz nie zmieni si¢. Gdyby taka zmiana
nastapifa to w tym miejscu natgzenie §wiatla nie bgdzie juz dluzej rowne zeru. Widzimy,
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ze warunkiem stabilno$ci obrazu jest stafos¢ w czasie roznicy faz fal wychodzacych ze
zrddet S; 1 S,. Mowimy, ze te zrodta sa koherentne czyli spojne ®

Jezeli szczeliny S 1 S, zastapimy przez dwa niezalezne zrédta fal (np. zaréwki) to nie
otrzymamy prazkoéw interferencyjnych, ekran bedzie o$wietlony prawie réwnomiernie.
Interpretujemy to w ten sposéb, ze rdznica faz dla fal pochodzacych z niezaleznych zrédet
zmienia si¢ w czasie w sposob nieuporzadkowany. W jednej chwili sa spetnione warunki
dla maksimum za moment warunki posrednie, a jeszcze za chwilg warunki dla minimum.
I tak dla kazdego punktu na ekranie wypadkowe natezenie swiatla jest sumq natezen od
poszczegolnych zrodet. Moéwimy, ze te zrodia sa niespojne, niekoherentne.

Wynika z tego wazny wniosek, ze

e Dla fal spdjnych najpierw dodajemy amplitudy (uwzgledniajac stala rdéznice faz),
a potem celem obliczenia natgzenia podnosimy otrzymana amplitud¢ wypadkowa do
kwadratu. (przypomnijmy sobie, ze dla drgan harmonicznych i fal energia ~ 4%).

e Dla fal niespdjnych najpierw podnosimy do kwadratu amplitudy, zeby obliczy¢
natgzenia poszczegOlnych fal, a dopiero potem sumujemy te natgzenia celem
otrzymania natg¢zenia wypadkowego.

Na zakonczenie zapamigtajmy, ze zwykle Zzrodla swiatla takie jak zarowki (zarzace sig

wtokna) daja $wiatlo niespojne bo emitujace $wiatlo atomy dziataja zupetnie niezaleznie.

Natomiast wspolczesnie szeroko stosowanymi zrodlami $wiatta spojnego sa lasery.

Szczegdty dotyczace emisji $wiatta przez lasery jak i zasada dzialania lasera sa oméwione

w dalszych rozdziatach.

29.3 Natezenie swiatla w doswiadczeniu Younga

W tym punkcie okreslimy iloSciowo wypadkowe natezenie interferujacych fal
spojnych. Opisujac interferencjg fal elektromagnetycznych zajmiemy si¢ wytacznie opisem
pola elektrycznego E tych fal poniewaz dziatanie pola B na detektory $wiatta (w tym oko
ludzkie) jest znikomo mate.

Zatozmy, ze sktadowe pola elektrycznego obu fal w punkcie P, w ktorym rozpatrujemy
wynik interferencji (rysunek 29.2) zmieniaja si¢ nastgpujaco

E, = E,sinwt (29.13)
oraz
E, = E,sin(wt + @) (29.14)
gdzie w = 2zv jest czgstoscia kolowa fal, a ¢ rdznicq faz miedzy nimi.
Zauwazmy, ze roznica faz w punkcie P zalezy od potozenia tego punktu na ekranie, a tym
samym od kata 6. Przyjmijmy natomiast, ze amplituda Ey nie zalezy od kata 6. Jezeli

wektory E interferujacych fal sa do siebie rownolegle to wypadkowe pole elektryczne
w punkcie P obliczmy jako sumg algebraiczna poszczegdlnych zaburzen

E=E, +E, (29.15)
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Podstawiajac rownania obu fal obliczamy pole wypadkowe

E = E,sinwt + E, sin(wt + ¢) = 2E, cos % sin(a)t + ;’) (29.16)

lub

E =E,sin(wt + ) (29.17)
gdzie = ¢/2 oraz Ey = 2Ecosf = E,cosp.
Energia drgan harmonicznych jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy wigc nat¢zenie
fali wypadkowej

1, ~E? (29.18)

Obliczmy teraz stosunek natgzen fali wypadkowej do fali pojedyncze;j

2
I, (E
—f = (HJ (29.19)
10 EO
czyli
I,=4I,cos’ B =1, cos’ (29.20)

Zgodnie z tym wyrazeniem natgzenie wypadkowe zmienia si¢ od zera, dla punktow,
w ktoérych rdéznica faz ¢ =2 =z, do maksymalnego, dla punktow, w ktorych réznica faz
p=2p=0.

Réznica faz wiaze sig z roznica drog poprzez prosta relacje

roznica faz  réznica drog

. P (29.21)
czyli dla sytuacji pokazanej na rysunku 29.2
@ _dsiné 29.22
2 A (29.22)
skad
2r ., .
0= (dsind) (29.23)
o md .
=—=—sind
B ) (29.24)
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To réwnanie wyraza zalezno$¢ przesunigcia fazowego, a tym samym 1 natgzenia fali
wypadkowej od kata 6 (miejsca na ekranie). Ponizej, na rysunku 29.3 wykreslony zostat
rozktad natgzen otrzymany w wyniku interferencji $wiatla spdjnego wychodzacego
zdwoch szczelin w pordwnaniu z wynikiem dla zrodet niespojnych (réwnomierne
oswietlenie ekranu) jak i dla pojedynczego zrodta.

natezenie

dwa zrodta spdjne
=4l

dwa zrédta niespajne
I=2l B -
jedno zrédto

0

23d ad 0 ad  2/d

sind

Rys. 29.3. Rozktad nat¢zen w obrazie interferencyjnym dwoch punktowych szczelin

Mozesz przesledzi¢ rozklad natgzen w obrazie interferencyjnym dwoéch spojnych fal
swietlnych powstatych w wyniku przej$cia ptaskiej fali §wietlnej przez przestong z

dwoma punktowymi szczelinami (do§wiadczenie Younga) korzystajac z darmowego

programu komputerowego ,,Interferencja” dostgpnego na stronie WWW autora.

29.4 Interferencja w cienkich warstwach

Dobrze nam znane tgczowe zabarwienie cienkich warstewek, np. baniek mydlanych czy
plam oleju na wodzie jest wynikiem interferencji. Na rysunku 29.4 pokazana jest warstwa
o grubosci d 1 wspotczynniku zalamania .

S oko

powietrze
warstwa

n

Rys. 29.4. Interferencja $wiatla w cienkiej warstwie
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Warstwa jest o$wietlona przez rozciagle zrodlo S$wiatla monochromatycznego. Dwa
promienie wychodzace z punktu S zrédla docieraja do oka po przejsciu przez punkt P.
Promienie te przebiegaja rozne drogi gdyz jeden odbija si¢ od gornej, a drugi od dolnej
powierzchni btonki. To czy punkt P widzimy jako jasny czy ciemny zalezy od wyniku
interferencji fal w tym punkcie.

Fale te sa spojne, bo pochodza z tego samego punktu zrodia §wiatta. Jezeli $wiatlo pada
prawie prostopadle to geometryczna rdéznica drog pomig¢dzy obu promieniami wynosi
z dobrym przyblizeniem 2d. Mozna by wigc oczekiwaé, ze maksimum interferencyjne
(punkt P jasny) wystapi gdy odlegtos¢ 2d bedzie catkowita wielokrotnoscia dtugosci fali.
Tymczasem wynik do§wiadczenia jest inny.

Dzieje si¢ tak z dwdoch powoddw:
e Dlugos¢ fali w warstwie 4, jest r6zna od jej dtugosci w powietrzu A

l:

n

A
= (29.25)
n

e Okazuje si¢ ponadto, ze fala odbijajac si¢ od o$rodka optycznie ggstszego (o wigkszym
wspotczynniku zatamania n) zmienia swojq faze o m. Natomiast gdy odbicie zachodzi
od powierzchni osrodka rzadszego optycznie fala odbija si¢ bez zmiany fazy. Oznacza
to, ze promien odbity od gornej powierzchni btonki zmienia fazg, a promien odbity od
dolnej granicy nie. Oznacza to, ze musimy rozwaza¢ drogi optyczne, a nie
geometryczne.

Chcemy teraz uwzgledni¢ oba czynniki to jest rdéznice drég optycznych oraz zmiany
fazy przy odbiciu. Dla dwodch promieni pokazanych na rysunku 29.4 warunek na
maksimum ma wigc postac

2d =mA, + ’12 . m=0,1,2,... (29.26)

n

Czynnik 4,/2 opisuje zmiang fazy przy odbiciu (od gornej powierzchni) bo zmiana fazy
0 180° (7) jest rownowazna, zgodnie z réwnaniem (29.21), réznicy drog rownej polowie
dlugosci fali. Poniewaz 4, = A/n otrzymujemy ostatecznie

2dn = (m + ;}1, m=0,1,2,.....(maksima) (29.27)

Analogiczny warunek na minimum ma postac

2dn=mA, m=0,1,2,. .. (minima) (29.28)

@ Cwiczenie 29.2

Rozpatrzmy teraz bank¢ mydlana (n=1.33) o grubosci 320 nm znajdujaca si¢
w powietrzu. Napisz ponizej, jaki kolor ma $wiatto odbite, gdy banka jest o§wietlona
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$wiatlem biatym padajacym prostopadle do jej powierzchni?
Wskazéwka: Sprawdz dla jakiej dlugosci fali z zakresu widzialnego (400 + 700 nm)
spetniony jest warunek maksimum interferencyjnego.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

29.5 Interferencja fal z wielu zrédel, siatka dyfrakcyjna

Roéwnanie (29.2) opisujace polozenie katowe maksimow interferencyjnych
w doswiadczeniu Younga z dwoma punktowymi szczelinami moze poshuzy¢é do
wyznaczenia dtugosci fali $wiatta monochromatycznego. W praktyce jest to jednak trudne,
bo ze wzgledu na mate natezenia $wiatla nie mozna w sposéb dokladny wyznaczy¢
polozenia maksimow interferencyjnych. Dlatego do wyznaczenia dtugosci fali swietlnej
stosuje si¢ uktad wielu rownoleglych do siebie szczelin czyli siatke dyfrakcyjng.
Na rysunku 29.5 pokazany jest uktad N szczelin odlegtych od siebie o d. Odleglosc
d nazywamy stalq siatki dyfrakcyjnej D,

v

v

v
/‘1

v

Rys. 29.5. Siatka dyfrakcyjna

Obraz powstaly przy os$wietleniu siatki dyfrakcyjnej sklada si¢ z serii prazkow
interferencyjnych podobnie jak dla dwodch szczelin. Na rysunku 29.6 ponizej rozkiad
natezen dla N = 5 szczelin jest poréwnany z wynikiem uzyskanym w doswiadczeniu
Younga dla dwoch szczelin.

Z tego pordwnania wynika, ze nie zmienia si¢ odleglosci pomigdzy gtéwnymi maksimami
(przy zachowaniu odlegtos$ci migdzy szczelinami d i dtugosci fali 4). Potozenia maksimow
gléwnych nie zaleza wigc od N. Nastapil natomiast bardzo wyrazny wzrost natezenia
maksimow glownych, ich zwezenie oraz pojawily si¢ wtorne maksima pomigdzy nimi.
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natezenie

-2)/d -Ad 0 A/d 2nd

Rys. 29.6. Rozklad natezenia Swiatta uzyskany dla siatki dyfrakcyjnej o N = 5 szczelinach

Maksima gléwne wystepuja gdy roznica droég optycznych promieni wychodzacych
z sasiednich szczelin (rysunek 29.5) zawiera catkowita liczbe dhugosci fal 4 czyli gdy
spetniony jest warunek

dsin@=mA, m=1,2,....(gtdbwne maksima) (29.29)

Wzor ten jest identyczny jak rownanie (29.2) opisujace potozenie katowe maksimow
interferencyjnych dla dwoch szczelin. Tym razem jednak $ciste okreslenie potozenia
maksimow interferencyjnych jest latwiejsze ze wzgledu na ich wigksze natgzenie
1 mniejsza szerokos$c¢.

W miar¢ wzrostu liczby szczelin siatki maksima glowne staja si¢ coraz wezsze,
a maksima wtorne zanikaja i dlatego w praktyce stosuje si¢ siatki dyfrakcyjne zawierajace
nawet kilka tysigcy szczeling, w ktorych odlegtos¢ miedzy szczelinami jest rzedy
tysigcznych czeéci milimetra. NatgZzenie maksiméw glownych ma wartos¢ [ = I N’ czyli

N razy wieksze niz dla pojedynczego zrodta.

<" Przyklad

Jako przyklad rozpatrzmy siatke dyfrakcyjna, ktora ma 4000 nacig¢ na 1 cm. Pada na nig
prostopadle $wiatto zotte z lampy sodowej (stosowanej w oswietleniu ulic). W Swietle tym
wystepuja dwie fale o dlugosciach 589.00 i 589.59 nm. Obliczmy odlegtos¢ katowa
pomigdzy maksimami pierwszego rz¢du dla tych linii.

Potozenie katowe maksimum pierwszego rzedu otrzymujemy z warunku (29.29) dlam = 1

. A
sind = 7 (29.30)

gdzie stala siatki dyfrakcyjnej d = 1cm/4000 = 2.5 um.
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Wykonujemy teraz obliczenia kata 0 kolejno dla obu dtugosci fal, a nastgpnie obliczamy
ich réznicg. Otrzymujemy kolejno 6= 13.6270° (dla 4 =589.00 nm) i , = 13.6409° (dla
A=589.59 nm).
Stad

AG=0.0139°

@ Cwiczenie 29.3

Ocen czy ta odlegtos¢ katowa jest wystarczajaca, zeby rozr6zni¢ te dwie linie na ekranie
odleglym o D =1 m od siatki? W jakiej odlegtosci D' trzeba ustawi¢ ekran, zeby odleglos¢
migdzy tymi prazkami wyniosta Ay' = 1mm? Wynik zapisz ponize;.

Wskazowka: Polozenie y linii na ekranie mozemy obliczy¢ ze zwiazku tgd = y/D.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Mozliwos$¢ rozroznienia maksimow obrazow dyfrakcyjnych dla dwoch fal o niewiele
rozniacych si¢ dtugosciach decyduje o jakosci siatki dyfrakcyjnej. Mowimy, ze siatka
powinna mie¢ duza zdolnos¢ rozdzielczq ®, ktora definiujemy jako

, Definicja

2
R="
o (29.31)

gdzie 4 jest $rednia dtugoscia fali dwoch linii ledwie rozréznialnych, a A4 roznica dtugosci
fal miedzy nimi. Wida¢, ze im mniejsza A4 tym lepsza zdolno$¢ rozdzielcza.
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30 Dyfrakcja
30.1 Wstep

W doswiadczeniu Younga i doswiadczeniu z siatka dyfrakcyjna mamy do czynienia
z interferencja fal ugigtych na dwoéch i wielu szczelinach (przeszkodach). Doswiadczenia
te stanowia wigc dowod nie tylko interferencji, ale takze dyfrakcji czyli ugiecia swiatta ®.
O zjawisku ugigcia promieni $wietlnych przechodzacych w poblizu przeszkody (np. brzeg
szczeliny) méwiliSmy juz w poprzednim rozdziale podajac jakosciowe wyjasnienie tego
zjawiska w oparciu o zasad¢ Huygensa.
Na rysunku 30.1a pokazano na czym polega dyfrakcja. Fala ze zrodta S przechodzi przez
otwor w przestonie i1 pada na ekran. Nat¢zenie w punkcie P na ekranie mozna obliczy¢
dodajac do siebie wszystkie zaburzenia falowe (wektory pola elektrycznego E) docierajace
z roznych punktéw szczeliny. Nie jest to latwe bo te elementarne fale maja rdzne
amplitudy i fazy. Wynika to z tego ze:
e Elementarne zrédta Huygensa (punkty w szczelinie) sa w réznych odleglosciach od
punktu P na ekranie.
e Swiatlo opuszcza te punkty pod réznymi katami.

Taka sytuacja, gdy fale opuszczajace otwor nie sa plaskie, (promienie nie sa rownolegle)
pojawia si¢ gdy zrdédlo fal i ekran, na ktorym powstaje obraz znajduja si¢ w skonczonej
odlegtosci od przestony ze szczelina. Taki przypadek nosi nazwe dyfrakcji Fresnela ®.

Catos¢ upraszcza sig, gdy zrodto S i ekran odsuniemy na bardzo duze odlegtosci od
otworu uginajacego. Ten graniczny przypadek nazywamy dyfrakcjq Fraunhofera ©
Czota fal padajacych jak i1 ugietych sa ptaszczyznami (promienie sa rownolegte) tak jak na
rysunku 30.1b.

a) b)

na oddalony
ﬁ z oddalonego ekran

zrodta

Rys. 30.1. Dyfrakcja Fresnela (a) i dyfrakcja Fraunhofera (b)

Dyfrakcje Fraunhofera mozna zrealizowa¢ w laboratorium za pomoca dwu soczewek
skupiajacych. Pierwsza soczewka zmienia fal¢ rozbiezna w réwnolegla, a druga skupia,
w punkcie P, fale ptaskie opuszczajace otwor w przestonie. W dalszej czg$ci bedziemy
zajmowac si¢ tylko dyfrakcja Fraunhofera.
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30.2 Dyfrakcja na pojedynczej szczelinie

Rozpatrzmy falg ptaska padajaca prostopadle na szczeling tak jak na rysunku 30.2.
Zacznijmy od najprostszego przypadku tj. rozpatrzenia punktu srodkowego O na ekranie.
W tym punkcie sa skupiane przez soczewkeg S rownolegle promienie wychodzace ze
szczeliny. Te rownolegle promienie przebywaja do tego punktu te same drogi optyczne
(cho¢ rézne geometryczne) tzn. promienie zawieraja t¢ sama ilos¢ dtugosci fal. Poniewaz
w szczelinie promienie sa zgodne w fazie to po przebyciu takich samych drog optycznych
nadal pozostaja zgodne w fazie. Dlatego w srodkowym punkcie O bgdziemy obserwowac
maksimum.

Rozpatrzmy teraz inny punkt P na ekranie pokazany na rysunku 30.2. Promienie
docierajace do P wychodza ze szczeliny o szerokosci a pod katem 6. Jeden promien ma
poczatek u gory szczeliny, a drugi w jej $rodku. Dodatkowo pokazany jest (linia
przerywang) promien przechodzacy przez srodek soczewki. Promien ten nie jest odchylany
i dlatego okresla kat 6.

S

Rys. 30.2. Powstawanie obrazu dyfrakcyjnego (dyfrakcja Fraunhofera)

Jezeli wybierzemy punkt P tak, zeby roznica droég BB' wynosita A/2 to promienie, ktore
maja zgodne fazy w szczelinie beda miaty w punkcie P fazy przeciwne i wygasza sig.
Podobnie kazdy inny promien wychodzacy z gornej potowy szczeliny bedzie si¢ wygaszat
z odpowiednim promieniem z dolnej potowki lezacym w odleglosci a/2 ponizej. Punkt P
bedzie miat natgzenie zerowe (pierwsze minimum dyfrakcyjne). Warunek opisujacy to
minimum ma nastgpujaca postaé

1 1
Lasino=14
5 asin 5 (30.1)

Zauwazmy, ze gdyby szeroko$¢ szczeliny byla rowna 1 wtedy pierwsze minimum
pojawitoby si¢ dla & = 90° czyli srodkowe maksimum wypetnitoby caty ekran.

Podobne rozwazania mozemy powtdrzy¢ dla wielu punktow szczeliny i otrzymamy
ogolne wyrazenie dla minimow obrazu dyfrakcyjnego w postaci
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asinf =mA, m=1,2,....(minima) (30.2)

Mniej wigcej w potowie migdzy kazda para sasiednich miniméw wystepuja oczywiscie
maksima nat¢zenia okreslone przez warunek

asing = (2m+ 1)’21, m=1,2,....(maksima) (30.3)

Mozesz przesledzi¢ wynik dyfrakcji fali ptaskiej na pojedynczej szczelinie
—=# korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Dyfrakcja 1” dostgpnego na
stronie WWW autora.

30.3 Natezenie Swiatfa w obrazie dyfrakcyjnym

Chcemy teraz znalez¢ wyrazenie na rozklad natezenia w calym ekranie w funkcji kata
0. Szczeling dzielimy na N odcinkoéw 1 kazdy z nich traktujemy jak Zrédlo zaburzenia
falowego. Zaktadamy, ze dla matych katow @ zaburzenia falowe docierajace do punktu P
z roznych miejsc szczeliny maja jednakowe amplitudy Ey. Wtedy w punkcie P dodaje si¢
N wektoréw natgzenia pola elektrycznego E o tej samej amplitudzie Ey 1 tej samej
czgsto$ci. Roznica faz migdzy falami pochodzacymi z sasiednich odcinkéw szczeliny
wynosi ¢. Szukamy zatem zaburzenia wypadkowego dla roznych punktéw P, to jest dla
roznych katow 6, co réwnoczes$nie odpowiada roznym warto§ciom ¢.

Skorzystamy tu z graficznej metody dodawania amplitud zaburzen falowych. W tej
metodzie kazdej fali odpowiada wektor (nazywany wskazem), ktorego dlugos¢
reprezentuje amplitude fali, a kat wzgledem osi x fazg. Amplitude wypadkowa fali
znajdujemy jako sumeg wektorow amplitud (wskazow) uwzgledniajac tym samym
amplitudy fal sktadowych jak 1 r6znice faz miedzy falami.

Na rysunku 30.3 ponizej jest przedstawiona konstrukcja geometryczna, za pomoca
ktérej obliczymy natezenie $wiatta w przypadku dyfrakcji na jednej szczelinie.

Rys. 30.3. Graficzne dodawanie wektorow amplitud w przypadku dyfrakcji na jednej szczelinie
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Luk okrggu jest utworzony z wektoréw amplitud fal pochodzacych z N elementarnych
zrédet w szczelinie. Dhugos¢ tuku wynosi £, czyli jest rdwna maksymalnej amplitudzie
w $rodku obrazu dyfrakcyjnego (linia prosta strzatek). Kat ¢ w dolnej czgéci rysunku
przedstawia réznicg fazy migdzy skrajnymi wektorami w tuku to znaczy ¢ jest r6znica faz
pomigdzy promieniami wychodzacymi z gory 1 dotu szczeliny.

Z rysunku 30.3 widaé, ze zachodzi zwiazek

£y
2 _n? (30.4)
R 2
skad
E, =2Rsin ¢
0= ) (30.5)
W mierze lukowej kat ¢ = E, /R wigc
E
R=—" (30.6)
¢
Podstawiajac tg¢ zalezno$¢ do rownania (30.5) otrzymujemy
¢
E. =—"mgin™
"T g (30.7)
2
lub
E, .
E,=—"sina (30.8)
a
gdzie a = @ /2.

Wektory na rysunku 30.3 odpowiadaja amplitudom pola elektrycznego. Zeby otrzymaé
natgzenie $wiatla trzeba amplitudy podnies¢ do kwadratu, wigc na podstawie rownania
(30.8) otrzymujemy

. 2
iy = Im(sm‘)‘) (30.9)

Jak widzimy, w przeciwienstwie do obrazu interferencyjnego, natgzenia kolejnych
maksimow dyfrakcyjnych nie sq jednakowe.
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Poniewaz ¢ jest roznica faz dla promieni wychodzacych z brzegdéw szczeliny o szerokosci
a, wige roznica drog jakie przebywaja te promienie do punktu P wynosi asinf. Korzystajac
z relacji

roznicafaz  rdznicadrog
2r A

(30.10)

otrzymujemy

azﬁz’;"sine (30.11)

Laczac rownania (30.9) i (30.12) mozemy obliczy¢ natgzenie S$wiatla dla obrazu
dyfrakcyjnego otrzymanego dla pojedynczej szczeliny. Widzimy, ze natezenie Iy
przyjmuje wartosci minimalne dla

a=mr, m=1,273,.. (30.12)
Podstawiajac t¢ zalezno$¢ do réwnania (30.11) otrzymujemy wynik zgodny z uzyskana

poprzednio zaleznoscia (30.2).
Podobnie jest z warto§ciami maksymalnymi natgzenia, ktére otrzymujemy dla

a :(W;)ﬂ’ m=1,2,3... (30.13)

Na rysunku 30.4 ponizej przedstawiono rozktad natg¢zenia $wiatta (krzywe Ip) w funkcji

polozenia na ekranie (kata #) dla roznych szerokos$ci szczeliny (w stosunku do dtugosci
fali 4).

wzgledne natezenie

0 (deg)

Rys. 30.4. Natezenie Swiatta w obrazie dyfrakcyjnym pojedynczej szczeliny
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Mozesz przesledzi¢ rozklad natgezenia $wiatta dla obrazu dyfrakcyjnego
otrzymanego dla pojedynczej szczeliny. korzystajac z darmowego programu
komputerowego ,,Dyfrakcja 1 dostgpnego na stronie WWW autora.

@ Cwiczenie 30.1

Jak widzieliSmy na rysunku 30.4 nat¢zenia kolejnych maksiméw w obrazie dyfrakcyjnym
nie sa jednakowe. Oblicz stosunek nat¢zen trzech kolejnych maksimow do nat¢zenia
maksimum $srodkowego w obrazie dyfrakcyjnym dla pojedynczej szczeliny. Wynik zapisz
ponizej. Wskazdéwka: Skorzystaj z warunku na maksimum (dla m = 1, 2, 3) 1 wyrazenia
(30.9) na natgzenie Swiatla.

Lo/

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

30.4 Interferencja i dyfrakcja na dwdéch szczelinach

W doswiadczeniu Younga przyjmowalismy, ze szczeliny sa punktowe tj. a <<4i. W
wyniku interferencji fal spojnych ugietych na takich szczelinach otrzymywalismy prazki
interferencyjne o jednakowym natgzeniu. Dla realnych szczelin trudno jest zrealizowac
warunek a << 1. Oznacza to, ze pojedyncza szczelina bedzie dawata obraz dyfrakcyjny i w
wyniku interferencji fal z dwoch szczelin otrzymamy obraz, w ktorym natgzenia prazkow
nie beda state (jak w doswiadczeniu Younga) ale zalezne od tego obrazu dyfrakcyjnego.
Przypomnijmy, ze natezenie §wiatla w obrazie interferencyjnym dla dwoch punktowych
szczelin dane jest wyrazeniem

Ly =1, cOS* B (30.14)
oraz

.
p= 7s1nl9 (30.15)

gdzie d jest odlegtoscia migdzy szczelinami.

Natomiast nat¢zenie fali ugigtej na szczelinie jest dane rdwnaniem

0 2
sSiIno
Loy =1m,dyf(a ] (30.16)
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oraz

na .
o= 7311'10 (3017)

gdzie a jest szeroko$cia szczeliny.

Teraz chcemy otrzymaé taczny efekt. Dlatego w réwnaniu (30.14) stata amplitude
obrazu interferencyjnego (dla waskich szczelin) zastgpujemy realnym natgzeniem
dyfrakcyjnym (30.16). Otrzymujemy

I, =1 (cos ﬂ)z(sm“j (30.18)

o

Ten wynik opisuje nastepujace fakty. W danym punkcie na ekranie nat¢zenie $wiatla,
z kazdej szczeliny osobno, jest dane przez obraz dyfrakcyjny tej szczeliny. Obrazy
dyfrakcyjne dwoch szczelin rozpatrywanych oddzielnie naktadaja sig, fale interferuja.

Na rysunku 30.5 pokazany jest ten wynik dla d =504 i trzech wartosci stosunku a/A.
Widzimy, Ze im szersze szczeliny tym wplyw dyfrakcji jest silniejszy (natgzenia prazkow
sa bardziej zmienione). Uzyskany obraz jest zgodnie z réwnaniem (30.18) iloczynem
czynnika interferencyjnego i dyfrakcyjnego.

1-0_ a=?\-

0.5}

1.0¢

0.5 a = ok

1.0F ' 1

wzgledne natezenie

0_5: il ﬂ \
_ |

0 0L

0 (deg)

Rys. 30.5 Prazki interferencyjne dla dwoch szczelin o skonczonej szerokosci
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To naktadanie si¢ czynnika interferencyjnego 1 dyfrakcyjnego jest jeszcze lepiej widoczne
na rysunku 30.6. Czynnik interferencyjny ~cos’f jest pokazany na gérnym wykresie,
czynnik dyfrakcyjny ~(sina/a)* na $rodkowym, a ich iloczyn na dolnym. Widzimy, ze
obwiednie prazkéw interferencyjnych pokrywaja si¢ doktadnie z obrazem dyfrakcyjnym.

1.0t

0.5}

1.0¢

0.5}

1.0t

wzgledne natezenie

0.5}

0.0

h:lol

0 (deg)

Rys. 30.6 Obraz interferencyjny dwoch punktowych szczelin, obraz dyfrakcyjny pojedynczej
szczeliny i ich iloczyn

Mozesz przesledzi¢ wynik interferencji dla dwoch szczelin o skonczonej szerokosci
=9 korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Dyfrakcja 2” dostgpnego na
stronie WWW autora.

30.5 Dyfrakcja promieni Roentgena (promieni X)

W krystalicznych ciatach statych atomy ulozone sa w przestrzeni w sposob regularny
tworzac tzw. sie¢ krystaliczna. Na rysunku 30.7 pokazane jest rozmieszczenie atomoéw w
krysztale NaCl. Mate kule przedstawiaja atomy (jony) sodu, a duze jony chloru. Na
rysunku pokazana jest tzw. komorka elementarna ® . Jest to najmniejsza jednostka
(cegietka), z ktorej mozna zbudowac krysztat.

Takie ulozenie atoméw w powtarzajacy si¢ regularny wzor powoduje, ze krystaliczne ciato
state stanowi naturalny, tréjwymiarowy uktad szczelin (przeszkod) czyli trojwymiarowa
siatke dyfrakcyjna.
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o
X
A=t

o
\J\

IS

Rys. 30.7. Rozmieszczenie jondéw w komorce elementarnej NaCl

Takie ulozenie atoméw w powtarzajacy si¢ regularny wzor powoduje, ze krystaliczne ciato
state stanowi naturalny, tréjwymiarowy uktad szczelin (przeszkod) czyli trojwymiarowa
siatke dyfrakcyjna.

Jednak w tym przypadku $wiatlo widzialne jest bezuzyteczne bo dlugos¢ jego fal jest duzo
wigksza od odleglo$ci migdzy atomami A >>a. Przykladowo, Swiatlo zotte ma dlugose
réowna 589 nm, a odleglto$¢ migdzy najblizszymi atomami w krysztale NaCl wynosi
a~0.281 nm.

Musimy wigc postuzy¢ si¢ promieniowaniem X (promieniowanie rentgenowskie). Wigcej
o promieniowaniu rentgenowskim dowiemy si¢ w dalszych rozdziatach, teraz
zapamigtajmy jedynie, ze jest to promieniowanie elektromagnetyczne o dlugosciach fal
rzedu 0.1 nm, to jest tego samego rzedu co odlegtosci miedzyatomowe w krysztatach. Na
rysunku 30.8 ponizej pokazana jest wiazka promieni X padajaca na krysztal. Wiazki fal
ugictych na atomach padaja na klisze¢ tworzac na niej w wyniku interferencji
charakterystyczny obraz (uktad punktéw) zwany od nazwiska niemieckiego fizyka
odkrywcy tej metody obrazem Lauego P,

obraz
wigzkKi ¢ Lauego
ugiete 7
promieniowanie X —> 4 0
——.

krysztat

Rys. 30.8. Ugigcie wiazki promieni X na krysztale
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Natgzenia linii w obrazie dyfrakcyjnym zaleza od geometrii pojedynczej szczeliny.
W idealnym przypadku zaleza od szeroko$ci szczeliny. Tak samo nat¢zenia wiazek
rozproszonych na krysztale zaleza od geometrii pojedynczej rozpraszajacej komorki
elementarnej. Analiza polozen i natezen tych punktow pozwala na okreslenie struktury
krysztatu.

Kierunki (katy 6), dla ktorych otrzymujemy wzmocnienie promieni X ugig¢tych na
krysztale, okresla prawo Bragga

Prawo, zasada, twierdzenie
2dsin@=mA, m=1,2,3,...(maksima) (30.19)

gdzie d jest odleglo$cia migedzy sasiednimi ptaszczyznami zawierajacymi atomy, a 6 katem
pomigdzy tymi plaszczyznami i padajacym promieniowaniem.

L3+
@’ Wigcej o prawie Bragga mozesz przeczyta¢ w Dodatku 3, na koncu modutu IX.

Widzimy, ze znajac dlugos¢ fali 4 mozemy z prawa Bragga wyznaczy¢ odlegtosci
migdzyatomowe. Dyfrakcja promieni X jest wazng metoda doswiadczalng w badaniu ciata
statego.
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31 Polaryzacja
31.1 Wstep

Teoria Maxwella przewiduje, ze $wiatlo jest fala poprzeczna tzn. kierunki drgan
wektorow E 1 B sa prostopadte do kierunku rozchodzenia sig fali.

Na rysunku 31.1 ponizej przedstawiono fale elektromagnetyczna, ktora wyrdznia sig
tym, ze wektory E sa do siebie rownoleglte we wszystkich punktach fali. Dotyczy to
rowniez wektorow B. O takiej fali mowimy, ze jest plasko spolaryzowana P ub
spolaryzowana liniowo ®. Wektory E tworza z kierunkiem ruchu fali ptaszczyzng zwana
ptaszczyzna drgan.

E

Rys. 31.1. Fala elektromagnetyczna ptasko spolaryzowana (spolaryzowana liniowo)

Przyktadem fal spolaryzowanych liniowo sa fale elektromagnetyczne radiowe emitowane
przez anteng dipolowa omawiane w rozdziale 27 (modut 8).

W duzej odleglosci od dipola, wektor pola elektrycznego jest rownoleglty do osi dipola,
anteny (rysunek 27.5). Emitowana fala jest wigc spolaryzowana liniowo. Kiedy taka fala
pada na anteng odbiorcza wowczas zmienne pole elektryczne (zmienny wektor E fali)
wywotuje w antenie odbiorczej drgania elektronow w gor¢ i w dot. W efekcie prad
zmienny poptynie w uktadzie wejsciowym odbiornika. Jezeli jednak obrdcimy anteng
0 90° wokot kierunku padania fali, to wektor E bedzie prostopadty do anteny i nie wywola
ruchu elektron6w (antena nie odbiera sygnatu).

Zrédha $wiatta widzialnego réznia si¢ od zrédet fal radiowych miedzy innymi tym, ze
atomy (czasteczki) emitujace $§wiatto dzialaja niezaleznie. W konsekwencji rozchodzace
si¢ $wiatlo sktada si¢ z niezaleznych ciqgow fal, ktérych plaszczyzny drgan zorientowane
sa przypadkowo wokoét kierunku ruchu fali. Takie swiatto chociaz jest fala poprzeczna jest
niespolaryzowane ®

Na rysunku 31.2 pokazana jest schematycznie roznica migdzy fala poprzeczna
spolaryzowana liniowo (a) i fala poprzeczna niespolaryzowana (b). Na rysunku (a) wektor
E drga w jednej ptaszczyznie, podczas gdy w sytuacji pokazanej na rysunku (b)
ptaszczyzny drgan wektora E zorientowane sa przypadkowo.
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Rysunek (c) przedstawia inny rownowazny opis niespolaryzowanej fali poprzecznej:
traktujemy ja jako ztozenie dwoch spolaryzowanych liniowo fal o przypadkowo zmiennej
roéznicy faz. Oznacza to, ze wypadkowy wektor E ma zmienng (ale prostopadta) orientacje
wzgledem kierunku rozchodzenia si¢ fali. Orientacja kierunkow drgan sktadowych pol E

jest tez przypadkowa chociaz zawsze prostopadta wzgledem kierunku rozchodzenia si¢
fali.

a) b) C)

A
v
A
v

v v v

E = E

Rys. 31.2. Orientacja wektora elektrycznego E (a) w fali spolaryzowanej liniowo (b) w fali
niespolaryzowanej (c) rownowazny opis fali niespolaryzowane;j

Z dotychczas omawianych doswiadczen z interferencja 1 dyfrakcja nie wynika
poprzeczny charakter fal §wietlnych bo fale podluzne tez interferuja i ulegaja ugigciu.
Natomiast zjawisko polaryzacji jest charakterystyczne dla fal poprzecznych. Jednak, aby
moéc odrézni¢ od siebie rozne fale poprzeczne biegnace w tym samym kierunku potrzebna
jest metoda, ktéra pozwolitaby rozdzieli¢ fale o réznych ptaszczyznach drgan. Dotyczy to
réwniez badania fal $wietlnych niespolaryzowanych.

31.2 Ptytki polaryzujace

Na rys. 31.3 pokazana jest niespolaryzowana fala S$wietlna padajaca na plytke
z materiatu polaryzujacego, zwanego polaroidem ®.

Piytka
polaryzujgca E

Rys. 31.3. Przechodzenie $wiatta przez polaroid

W  plytce istnieje pewien charakterystyczny kierunek polaryzacji zaznaczony
rownolegtymi liniami przerywanymi. Kierunek polaryzacji polaroidu ustala si¢ w procesie
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produkcji. Czasteczki o strukturze fancuchowej osadza si¢ na elastycznej warstwie
plastycznej, a nastepnie warstwg rozciaga si¢ co powoduje rownolegte utozenie czasteczek.
Ptytka przepuszcza tylko te fale, dla ktorych kierunki drgan wektora elektrycznego sa
réwnolegle do kierunku polaryzacji, a pochtania te fale, w ktorych kierunki te sa
prostopadte. Jezeli wektor E wyznaczajacy plaszczyzng drgan tworzy kat 6 z kierunkiem
polaryzacji plytki to przepuszczana jest sktadowa réwnolegla E = Ecos@ podczas gdy

skladowa prostopadta £, = Esin@ jest pochlaniana (rysunek 31.4).

Rys. 31.4. Polaroid

Jezeli wigc oprocz ptytki polaryzujacej (polaryzatora @) ustawimy na drodze $wiatla
druga taka ptytke (nazywana analizatorem ®) to obracajac analizator wokot kierunku
padania $wiatta mozemy zmienia¢ natezenie $wiatta przechodzacego przez obie plytki.
Jezeli amplituda pola elektrycznego fali padajacej na analizator jest rowna Ey to amplituda
fali wychodzacej z analizatora wynosi E, cos@, gdzie 6 jest katem pomigdzy kierunkami
polaryzacji obu ptytek.

Poniewaz natg¢zenie $§wiatla jest proporcjonalne do kwadratu amplitudy wigc

Prawo, zasada, twierdzenie

I=1,cos’0 (31.1)

Roéwnanie (31.1) nazywane jest prawem Malusa.

Zauwazmy, ze natgzenie Swiatla osigga maksimum dla =0° lub 6= 180° to jest dla
réwnoleglych kierunkow polaryzacji, a minimum dla 8=90° lub 8=270° to jest dla
prostopadtych kierunkéw polaryzacji.

@ Cwiczenie 31.1

Sprobuj odpowiedzie¢ jaka czg$¢ energii wiazki §wiatla niespolaryzowanego padajacego
na polaroid jest w nim pochtaniana, a jaka przepuszczana?

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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31.3 Polaryzacja przez odbicie

Innym sposobem, w jaki §wiatlo moze by¢ spolaryzowane, czg¢sciowo lub catkowicie,
jest odbicie od powierzchni dielektryka (np. szkta). Na rysunku 31.5 pokazana jest wiazka
niespolaryzowana padajaca na powierzchnig szkla.

fala padajaca

niespolaryzowana
potary fala odbita

-————

sktadowa o
sktadowa 1

fala zatamana

Rys. 31.5. Polaryzacja $wiatla przez odbicie

Doswiadczalnie stwierdzono, ze istnieje pewien kat padania, nazywany kqtem catkowitej
polaryzacji a, ®, dla ktorego wiazka odbita jest catkowicie spolaryzowana liniowo
w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny padania. Oznacza to, ze odbiciu ulega tylko
sktadowa ¢ prostopadta do ptaszczyzny padania (ptaszczyzny rysunku 31.5) natomiast
wspotczynnik odbicia sktadowej = lezacej w plaszczyznie padania jest rowny zeru.
Natomiast wigzka przechodzaca jest tylko czgsciowo spolaryzowana (sktadowa m jest
catkowicie zatamana, a sktadowa ¢ tylko czgsciowo).

Doswiadczalnie stwierdzono, ze gdy kat padania jest rowny katowi catkowitej polaryzacji
to wowczas wiazka odbita i zatamana tworza kat prosty czyli

a+ =90 (31.2)
Poniewaz zgodnie z prawem zalamania
n,sina = n, sin (31.3)
wigc taczac oba te rOwnania otrzymujemy
n,sina = n, sin(90° —a) = n, cosa (31.4)
lub
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Prawo, zasada, twierdzenie

n,
tga=-—=n,, (31.5)

n,

To ostatnie rdwnanie jest nazywane prawem Brewstera. Prawo to zostalo znalezione
doswiadczalnie ale mozna je wyprowadzi¢ §cisle przy pomocy rownan Maxwella.

@ Cwiczenie 31.2

Oblicz jaki jest kat catkowitej polaryzacji dla ptytki wykonanej z materiatu
o wspotczynniku zatamania n = 1.5. Oblicz tez kat zatamania. Wynik zapisz ponize;.

a, =
B=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

31.4 Dwéjtomnosé

Swiatlo spolaryzowane mozna réowniez uzyskaé wykorzystujac, wystepujaca
w pewnych krysztatach, zalezno$¢ wspotczynnika zatamania $wiatla od kierunku
polaryzacji. Dotychczas zaktadali§my, ze wspolczynnik zatamania, nie zalezy od kierunku
rozchodzenia si¢ $wiatta w o$rodku ani od jego polaryzacji. Ciata speiniajace te warunki
nazywamy cialami optycznie izotropowymi % . lIstnieje jednak szereg ciat
anizotropowych ® dotyczy to nie tylko wilasnosci optycznych ale wielu innych. Na
przyktad pewne krysztaly tamia si¢ tatwo tylko w jednej ptaszczyznie, a opor elektryczny
mierzony w roznych kierunkach jest rézny, niektore krysztaty latwiej magnesuje sig
w jednym kierunku niz innych itd.

Na rysunku 31.6 ponizej pokazana jest niespolaryzowana wiazka §wiatla padajaca na
krysztat kalcytu (CaCOs) prostopadle do jednej z jego Scian.

krysztat
kalcytu €

wigzka
padajaca

Rys. 31.6. Podwdjne zatamanie w krysztale kalcytu
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Pojedyncza wiazka $wiatla rozszczepia sig, przechodzac przez krysztat, na dwa promienie.
Mamy do czynienia z dwdjtomnoscia czyli podwdjnym zatamaniem .

Jezeli zbadamy obie wychodzace wiazki za pomoca ptytki polaryzujacej to okaze sig, ze
obie wiazki sa spolaryzowane liniowo, przy czym ich plaszczyzny drgan sa wzajemnie
prostopadte. Wiazki te nosza odpowiednio nazwy promienia zwyczajnego (0)

1 promienia nadzwyczajnego (e) ® Ponadto okazuje sig, ze promien zwyczajny spelnia
prawo zalamania (tak jak dla osrodka izotropowego), a promien nadzwyczajny tego prawa
nie spetnia.

Zjawisko to tlumaczy si¢ tym, ze promien o przechodzi przez krysztal z jednakowa
predkoscia we wszystkich kierunkach (ma jeden wspoétczynnik zatamania n,) tak jak
izotropowe ciato stale, natomiast predkos¢ promienia e zalezy od kierunku w krysztale
i zmienia si¢ od wartosci V, do V., a wspolczynnik zatamania od n, do n.. Dla kalcytu
n,=1.486, a n.,=1.658. Wielkosci n, 1 n, nazywamy glownymi wspotczynnikami
zatamania ® krysztatu.

Niektore podwojnie zatamujace krysztaly wykazuja ponadto wiasno$¢ nazywana
dichroizmem ®©. Krysztaty te pochtaniaja jeden z promieni (o lub e) silniej niz drugi. Na
wykorzystaniu tego zjawiska opiera si¢ dziatanie szeroko stosowanych polaroidéw.

Ten rozdziat konczy modul dziewiaty; mozesz teraz przej$¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Podsumowanie

Optyka geometryczna opiera si¢ na: 1) Prawie odbicia: promien padajacy, promien
odbity i normalna do powierzchni granicznej wystawiona w punkcie padania promienia
leza w jednej ptaszczyznie 1 kat padania réwna si¢ katowi odbicia «, =, , 2) Prawie
zalamania: stosunek sinusa kata padania do sinusa kata zatamania jest rowny
sina  n,

; 72712’1.

odwrotnos$ci stosunku wspotczynnikow zatamania osrodkow 5
sin n
1

Warunkiem stosowalnos$ci optyki geometrycznej jest aby wymiary liniowe wszystkich
obiektow (soczewek, pryzmatow, szczelin itp.) byty o wiele wigksze od dlugosci fali.
Jezeli tak nie jest trzeba wzia¢ pod uwage falowy charakter $wiatla.

Interferencja na waskich szczelinach odlegtych o d:

dsin@=mA, m=1,2,...(maksima), Eg=E,cosf} 1,=1,cos’f3,

2
Fala odbijajac si¢ od o$rodka optycznie gestszego (o wigkszym n) zmienia swojq fazg
o 7. Gdy odbicie zachodzi od powierzchni osrodka rzadszego optycznie fala odbija si¢
bez zmiany fazy.

Dyfrakcja na pojedynczej szczelinie o szerokosci a:

E . 2
asinf=mid, m=12,... (minima),EH:”'sina,]g:[m(smaj,
a o
a=£=ﬂsin0.
2 A

. 2
Roéwnoczesna interferencja i dyfrakcja na dwoch szczelinach: 7, = I, (cos ) ( s aj .
a

Kierunki (katy 6), w ktorych otrzymujemy wzmocnienie promieni X ugig¢tych na
krysztale, okresla prawo Bragga 2dsind =mA, m=1,2,3,....(maksima), gdzie d jest
odlegtoscia ptaszczyzn w krysztale.

Zjawisko polaryzacji jest charakterystyczne dla fal poprzecznych.

Swiatlo mozna spolaryzowa¢ przez odbicie lub przepuszczajac $wiatlo przez

polaryzator. Dla kata padania takiego, ze tga=&=n2,1, wiazka odbita jest
n

catkowicie spolaryzowana liniowo prostopadle do plaszczyzny padania, a wiazka

przechodzaca jest tylko czgsciowo spolaryzowana.
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Materiaty dodatkowe do Modutu IX

IX. 1. Widzenie barwne

Obraz w oku powstaje na siatkéwce oka. Swiatto po przejsciu przez soczewke pada na
znajdujace si¢ w siatkdwce komorki wrazliwe na $wiatlo — fotoreceptory D Sa dwa
podstawowe rodzaje fotoreceptorow: preciki ® czopki D,

Preciki rejestruja zmiany jasnos$ci, a dzigki czopkom mozemy rozr6zni¢ kolory. Precik
sa bardziej czute na swiatfo niz czopki. W nocy gdy jest ciemno, komoérki odpowiedzialne
za widzenie barwne (czopki) nie sa stymulowane. Reaguja jedynie preciki. Dlatego
o zmierzchu wszystko wydaje si¢ szare.

W oku znajduja sig trzy rodzaje czopkéw, ktore sa wrazliwe na trzy podstawowe barwy
widmowe: czerwonq, zielonq 1 niebieskq. W zalezno$ci od stopnia stymulacji
poszczegolnych rodzajow czopkow widzimy okreslony kolor, ktéry mozna przedstawic
jako kombinacje tych trzech podstawowych barw. Barwe biata zobaczymy, gdy wszystkie
trzy rodzaje czopkéw podraznione bgda jednakowo silnie.

Okazuje sig, ze czopki w najwigkszym stopniu pochlaniaja zottozielone $wiatto
o dtugosci fali okoto 550 nanometréw i dlatego wiasnie oko ludzkie najsilniej reaguje na
swiatlo o tej dtugosci fali. Jednak odbiér konkretnej barwy uzalezniony jest od czulo$ci
poszczegolnych czopkéw, a ich czuto$¢ jest uzalezniona od fizjologicznych cech
poszczegbdlnych osob wigc kazdy cztowiek te same barwy odbiera troche inacze;.

Podsumowujac, nasze oczy przeksztalcaja promieniowanie elektromagnetyczne fal
swietlnych w sygnaly elektryczne, ktére trafiaja do osrodkow wzrokowych mozgu, gdzie
sa przeksztatcane w tréjwymiarowy, kolorowy obraz.

Na zakonczenie warto wspomniec¢, ze naturalny sposob widzenia kolorowego RGB (od
angielskiego Red - czerwony, Green - zielony, Blue - niebieski) zostal wykorzystany
w konstrukcji monitorow. Najczesciej w kineskopach stosuje si¢ warstwg luminoforu
sktadajaca si¢ z trojek punktow lub paskow, ktore pobudzone strumieniem elektronow
swieca w trzech barwach podstawowych: czerwonej, zielonej, niebieskiej (RGB).

IX. 2. Zasada Fermata

Zasade Fermata formutujemy w nastepujacy sposob:

= Prawo, zasada, twierdzenie
58 Promien $wietlny biegnqcy z jednego punktu do drugiego przebywa droge, na ktorej
przebycie trzeba zuzy¢ w porownaniu z innymi, sqsiednimi drogami, minimum albo
maksimum czasu.

Zasada ta wyjasnia prostoliniowy bieg §wiatta w osrodku jednorodnym bo linia prosta
odpowiada minimum drogi, a tym samym i minimum czasu. Wtasnie z tej zasady mozna
wyprowadzi¢ prawa odbicia i zatamania.

Na rysunku ponizej sa przedstawione dwa punkty 4 i B oraz taczacy je promien APB,
ktory odbija si¢ od powierzchni granicznej w punkcie P.
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B

Promien wychodzacy z punktu A po odbiciu w punkcie P trafia do punktu B

Catkowita dtugo$¢ drogi promienia wynosi

I=+la* +x* +[b* +(d—x) (IX.2.1)

gdzie x jest zmienng zalezna od potozenia punktu P (punkt odbicia promienia).

Zgodnie z zasada Fermata punkt P (zmienng x) wybieramy tak, zeby czas przebycia drogi
APB byl minimalny (lub maksymalny, lub niezmieniony). Matematycznie oznacza to
warunek

a_,
A (IX.2.2)
wigc otrzymujemy
dl 1 2 2N\-1/2 1 2 29-1/2
—=—(a"+x7) "2x+=[b"+(d—-x)"] "2(d—-x)(-1)=0 (IX.2.3)
dx 2 2
a po przeksztatceniu
X 3 d—x
\/aZ +x2 \/bZ +(d_.x)2 (IX2.4)
Poréwnujac z rysunkiem widzimy, Ze jest to rtOwnowazne zapisowi
sing, =sina, (IX.2.5)
a, =a, (IX.2.6)

co wyraza prawo odbicia.
Podobnie postgpujemy w celu wyprowadzenia prawa zalamania. Rozpatrzmy sytuacje
przedstawiona na rysunku ponize;j.
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Promien wychodzacy z punktu A po zatamaniu w punkcie P na granicy o$rodkow
trafia do punktu B

Czas przelotu z 4 do B przez punkt P jest dany jest wzorem
t=—"+"> (IX.2.7)

Uwzgledniajac, ze n = ¢/V mozemy przepisac to rOwnanie w postaci

(= hrmh 1 (IX.2.8)

C C

Wyrazenie w liczniku [/ =n/l +n,l, jest drogaq optyczng ® promienia. Ponownie

dobieramy zmienng x (potozenie punktu P), tak aby droga / byla minimalna czyli, aby
d//dx = 0. Poniewaz droga optyczna jest rOwna

I=nl +nml, =n-la* +x* +ny[b* +(d —x)° (IX.2.9)

wigc otrzymujemy

(‘1” _ ;nl(az £ x2) 122+ ;nz[bz (d=x)*T"*2(d - x)(=1)= 0 (IX.2.10)
X

a po przeksztalceniu

2 m (IX.2.11)
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Poréwnujac ten wynik z rysunkiem 2 otrzymujemy
n,sina = n, sin f (IX.2.12)

co jest prawem zatamania.

IX. 3. Prawo Bragga

Prawo Bragga podaje warunki, w jakich zachodzi dyfrakcja promieni Roentgena na
krysztale. Rysunek pokazuje ugigcie wiazki promieni X na zespole rownolegtych
ptaszczyzn (linie przerywane). Odleglo$¢ miedzy plaszczyznami wynosi d.

fala padajaca

fala padajgca

Ugigcie wiazki promieni X na ptaszczyznach atomowych w krysztale

Promienie ugigte beda si¢ wzmacnia¢ gdy réznica drog pomigdzy sasiednimi promieniami
(rysunek) bedzie réwna catkowitej wielokrotno$ci dtugosci fali

AB'-A'B = AB(cos f —cosf)=mA m=0,1,2,.. (IX.3.1)

Dla m = 0 otrzymujemy S = 6 to znaczy plaszczyzna wyznaczona przez atomy dziata jak
»zwierciadlo” odbijajace fal¢ padajaca (kat padania = kat odbicia) to znaczy w tym
kierunku obserwujemy wzmocnienie promieniowania ugigtego.

Jezeli chcemy otrzymaé¢ wzmocnienie promieniowania odbitego od catej rodziny
ptaszczyzn, dla kierunku okreslonego przez kat 0, to musza si¢ wzmacnia¢ promienie
odbite od poszczego6lnych plaszczyzn. Oznacza to, ze roznica drog dla promieni odbitych
od sasiednich ptaszczyzn (rysunek a) musi by¢ roéwna catkowitej wielokrotnosci A, co
sprowadza si¢ do warunku zwanego prawem Bragga.

2dsinf@ =mA, m=1,2,3,...(maksima) (IX.3.2)

W réwnaniu tym d oznacza odleglos¢ migdzy sasiednimi ptaszczyznami. Nalezy tu
zwréci¢ uwage, ze w krysztale znajduje si¢ wiele réznych rodzin plaszczyzn o réznych
odleglosciach migdzyptaszczyznowych.

Pomiar dyfrakcji promieni X jest doswiadczalna metoda badania rozmieszczenia atomoéw
w krysztalach.
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Rozwigzania ¢wiczen z modutu IX

Cwiczenie 28.2
Dane: kat padania a, wspotczynnik zatamania szkla ng, = n, wspotczynnik zatamania
powietrza nyopienza = 1.

r’(): ——J—B
X} e

(NG

Promien padajacy na granicg osrodkow pod katem o zatamuje si¢ pod katem S 1 pod takim
katem pada na druga Scianke plytki to jest na druga granice osrodkow. Tutaj zatamuje si¢
pod katem y.

Zgodnie z prawem zatamania dla promienia wchodzacego do ptytki na granicy osrodkow
zachodzi zwigzek

sina _n

. =—=n
sinf 1
a dla promienia wychodzacego z ptytki
sinff_ 1
siny n

Z pordéwnania powyzszych wzoréw wynika, ze katy o 1 y sa identyczne a = y.
Promien przechodzac przez ptaska ptytke ulega rownoleglemu przesunieciu.

Cwiczenie 28.3
Dane: wspolczynnik zatamania szkta ngp, = 1.5, wspdtczynnik zatamania powietrza

Npowietrza = 1.
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Zgodnie z rysunkiem promien padajacy na pryzmat zatamuje si¢ pod katem f, a nastgpnie
pada na druga S$cianke pryzmatu pod katem 60°—/f. Poniewaz promien biegnie
poczatkowo rownolegle do podstawy pryzmatu to kat padania o = 30°.

Zgodnie z prawem zalamania

sSino — nszkla :1 5

powietrza

sinff n

oraz

Sin(60° = ) _ Mpovierza _ 1
Sin 7 nszkla 1 5

Podstawiajac a = 30° i rozwiazujac uklad powyzszych réwnan otrzymujemy siny =0.975
skad y =77.1°.

Cwiczenie 29.1
Dane: d =2 mm, A; = 700 nm, 4, =400 nm, D =1 m.

Odlegtos¢ migdzy prazkami obliczamy z zaleznos$ci (29.11)

AD
AY=Ypia =V =

Podstawiajac dane otrzymujemy odpowiednio Ay; = 0.35 mm oraz Ay, = 0.2 mm.

Cwiczenie 29.2
Dane: n=1.33, d =320 nm.

Z warunku na maksimum interferencyjne (29.27)
2dn = (m + ;jﬂ, m=0,1,2,.....(maksima)

obliczamy A4

,_ 2dn _2:320mm-1.33

m+— m+—
2

Obliczamy / dla kolejnych m:

m =0, A= 1700 nm, poza zakresem widzialnym
m=1,A=1567 nm, w zakresie widzialnym (z6ltozielona)
m =2, A =340 nm, poza zakresem widzialnym

m =13, 4, ...., poza zakresem widzialnym.
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Cwiczenie 29.3
Dane: D=1m, Ay'=1mm, 6, =13.6270°, 6, = 13.6409°.

Potozenie y linii na ekranie obliczamy ze zwiazku tgf = y/D. Dla odleglosci od ekranu
wynoszacej 1 m y; = 0.24242 m oraz y, = 0.24268 m wigc odlegto§¢ migdzy prazkami
wynosi

Ay =0.26 mm.

Ponownie korzystajac ze zwiazku tgf=y/D obliczamy odleglos¢ D' w jakiej trzeba
ustawi¢ ekran, zeby odleglo$¢ migdzy prazkami wyniosta Ay' = Imm
__ W

(1g0, —1g0,)

'

Po podstawieniu danych otrzymujemy D' = 3.85 m.

Cwiczenie 30.1
Dane:m=1, 2, 3.

Nate¢zenie $wiatta obliczamy ze wzoru (30.09)

. 2
I :Im(sma]
a

przy czym maksimum nat¢zenia otrzymujemy dla

I
Dla m =1 otrzymujemy o = 37/2 oraz 1—9 =0.045

m

Dla m = 2 otrzymujemy o. = 57/2 oraz jg =0.016

m

1
Dla m = 3 otrzymujemy o = 77/2 oraz I—g =0.008

Okazuje sig, ze natgzenia kolejnych maksimoéw maleja bardzo szybko 1 stanowia
odpowiednio 4.5%, 1.6% 1 0.8% natgzenia maksimum $rodkowego.

Cwiczenie 31.1
Natgzenie $wiatta przechodzacego przez polaroid obliczamy ze wzoru (31.1)

I=1,cos’ 6
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przy czym dla niespolaryzowanej fali §wietlnej kat @ jaki tworzy wektor E z kierunkiem
polaryzacji polaroidu przyjmuje wszystkie mozliwe wartosci od 0 do 2z. Dlatego w tym
przypadku nalezy w obliczeniach uwzgledni¢ warto$¢ $rednia cos’ @ .

Poniewaz wykresy funkcji sinus i cosinus sg takie same (jedynie przesunigte o 7/2),
a ponadtosin’ @ +cos’ @ =1 to odpowiednie wartoéci $rednie sa réwne i wynosza
sin? @ =cos’ 6 =1/2.

Oznacza to, ze 50% energii wiazki §wiatla niespolaryzowanego padajacego na polaroid jest
w nim pochtaniane, a 50% przepuszczane.

Cwiczenie 31.2
Dane: n=1.5.

Kat catkowitej polaryzacji obliczamy z prawa Brewstera

n,
tga=-—= n,,
n,

Podstawiajac dane otrzymujemy o = 56.3°.
Gdy kat padania jest rowny katowi catkowitej polaryzacji to woéwczas wiazka odbita
1 zalamana tworza kat prosty czyli

a+ B =90°

skad otrzymujemy kat zatamania S = 33.7°.
Sprawdz, Ze z prawa zatamania otrzymamy t¢ sama warto$¢ kata £.
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Test IX

1.

W pewnym oérodku predkosé $wiatta o dhugosci fali 550 nm wynosi 2-10% m/s. Jaki
jest wspdlczynnik zalamania tego os$rodka dla tej fali? Jaka jest dtugos¢ tej fali
w powietrzu?

Pod jakim katem o pada $wiatto na ptytke kwarcowa o wspolczynniku zalamania
n = 1.5 jezeli promien odbity jest prostopadty do promienia zatamanego?

Przedmiot znajduje si¢ w wodzie na glebokosci 4 (rysunek). Na jakiej glebokosci /'
widzi go obserwator? Wspotczynnik zalamania wody n = 1.33.

promien odbity
od przedmiotu

woda

Obraz interferencyjny powstaje na ekranie w odlegtosci / =1 m od dwoch waskich
szczelin, ktorych rozstaw wynosi 0.1 mm. Oblicz dlugos¢ fali padajacego $wiatta
monochromatycznego jezeli wiadomo, ze trzeci jasny prazek znajduje si¢ 15 mm od
srodkowego maksimum.

Jaka jest odleglo$¢ katowa pomigdzy pierwszym 1 drugim maksimum obrazu
interferencyjnego dwoch waskich szczelin z zadania 4?

Na gruba plytke szklana o wspdiczynniku zatamania ng, = 1.5 naniesiono cienka
warstwg przezroczystego materiatu o wspotczynniku zalamania n = 1.25. Na warstwg
pada prostopadle §wiatto biate. Znajdz grubos¢ tej warstwy jezeli wiadomo, ze dla fali
o dhugosci 600 nm obserwujemy interferencje powodujaca catkowite wygaszenie, a dla
fali 700 nm maksymalne wzmocnienie.

Swiatto o dlugosci 500 nm pada na siatke dyfrakcyjna majaca 1000 nacigé na
centymetr dlugosci. Jaka jest odleglos¢ migdzy prazkiem zerowym, a obrazem
pierwszego rzgdu na ekranie odlegtym od siatki o 4 m?

Stosujac okulary polaroidowe mozna unikna¢ $wiatla odbitego od rdéznych
powierzchni. Jaki musi by¢ kat padania §wiatla i jaki kierunek (pionowy czy poziomy)
osi polaroidu w okularach, zeby wyeliminowa¢ catkowicie $§wiatlo odbite od
powierzchni wody (n = 1.33). Na jakiej wysokos$ci katowej nad horyzontem znajduje
si¢ wowczas Stonce?
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Modut X — Swiatto a fizyka kwantowa

32 Swiatto a fizyka kwantowa

32.1 Promieniowanie termiczne

Z codziennego doswiadczenia wiemy, ze rozgrzane do wysokiej temperatury ciala sa
zrodlami §wiatla widzialnego. Typowym przykladem sa wolframowe widkna Zzardwek.
Promieniowanie = wysylane przez ogrzane ciala nazywamy promieniowaniem
termicznym ®. Wszystkie ciata emitujq takie promieniowanie do otoczenia, a takze z tego
otoczenia je absorbujq w kazdej temperaturze wyzszej od zera bezwzglednego. Jezeli ciato
ma wyzsza temperatur¢ od otoczenia to bedzie si¢ ozigbia¢ poniewaz szybkos¢
promieniowania przewyzsza szybko$¢ absorpcji (oba procesy zawsze wystepuja
jednoczesnie). Gdy osiagnigta zostanie rownowaga termodynamiczna wtedy te szybkosci
beda rowne.

Za pomoca siatki dyfrakcyjnej mozemy zbada¢ §wiatlo emitowane przez te zrodia to
znaczy dowiedzie¢ si¢ jakie sa dtugosci fal wypromieniowywanych przez ciato i jakie jest
ich natgzenie Wyniki takiej analizy dla taSmy wolframowej ogrzanej do 7 = 2000 K. sa
pokazane na rysunku 32.1.

R [ ciato doskonale czarne
AT T =2000 K

zakres

wolfram
T =2000 K

0o 1 2 3 4 s
A (um)

Rys. 32.1. Zdolnos$¢ emisyjna wolframu i ciata doskonale czarnego

Wielko$¢ R, przedstawiona na osi pionowej nazywana jest widmowq zdolnosciq
emisyjng ® promieniowania 1 jest tak zdefiniowana, ze wielko$¢ R;dA oznacza moc
promieniowania czyli szybko$¢, z jaka jednostkowy obszar powierzchni wypromieniowuje
energi¢ odpowiadajaca dlugosciom fal zawartym w przedziale od 4, do A+dA.

Calkowita energi¢ wysylanego promieniowania w catym zakresie dtugosci fal mozemy
obliczy¢ sumujac emisje dla wszystkich dhlugosci fal tzn. catkujac R, po wszystkich
dlugosciach fal. Wielko$¢ ta nazywana jest catkowitq emisjq energetyczng
promieniowania R 1 wyraza si¢ wzorem
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Rz.[Rﬁd/I (32.1)
0

Oznacza to, ze mozemy interpretowaé emisj¢ energetyczna promieniowania R jako
powierzchnig pod wykresem R od /.

Widmo emitowane przez ciato stale ma charakter ciqgty 1 silnie zalezy od temperatury.
Ponadto szczegdty tego widma sa prawie niezalezne od rodzaju substancyi.

Zauwazmy, ze w "zwyklych" temperaturach wigkszos¢ ciat jest dla nas widoczna
dlatego, ze odbijaja one (lub rozpraszaja) swiatto, ktore na nie pada, a nie dlatego, Ze ciata
te wysylaja promieniowanie widzialne (§wieca). Jezeli nie pada na nie $wiatlo (np. w nocy)
to sa one niewidoczne. Dopiero gdy ciata maja wysoka temperaturg wtedy $wieca wlasnym
swiattem. Ale jak wida¢ z rysunku 32.1 i tak wigkszo$¢ emitowanego promieniowania jest
niewidzialna bo przypada na zakres podczerwieni czyli promieniowania cieplnego.
Dlatego ciata, $wiecace wlasnym $wiattem sa bardzo gorace. Jezeli bedziemy rozgrzewac
kawatek metalu to poczatkowo chociaz jest on goracy to z jego wygladu nie mozna tego
stwierdzi¢ bo nie $wieci; mozna to tylko zrobi¢ dotykiem. Emituje promieniowanie
podczerwone. Ze wzrostem temperatury kawatek metalu staje si¢ poczatkowo
ciemnoczerwony, nastgpnie jasnoczerwony, az wreszcie §wieci §wiattem niebiesko-biatym.

Poniewaz ilo$ciowe interpretacje takich widm promieniowania sa trudne to
postugujemy si¢ wyidealizowanym ciatem stalym, zwanym ciafem doskonale czarnym ®.
(Tak postgpowalismy juz w przypadku gazéw; rozwazalismy modelowy obiekt tak zwany
gaz doskonaty.) Ciato doskonale czarne charakteryzuje si¢ tym, ze pochiania catkowicie
padajace nan promieniowanie.

32.2 Ciato doskonale czarne

Rozwazmy pokazany na rysunku 32.2 blok metalowy posiadajacy pusta wneke
wewnatrz. W $ciance bocznej tego bloku znajduje si¢ niewielki otwor.

Rys. 32.2. Model ciata doskonale czarnego

Promieniowanie pada na otwdr z zewnatrz 1 po wielokrotnych odbiciach od wewngtrznych
scian zostaje catkowicie pochlonigte. Oczywiscie S$cianki wewngtrzne tez emituja
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promieniowanie, ktore moze wyjs¢ na zewnatrz przez otwor. Otwor wnegki ma wige
wlasnosci ciata doskonale czarnego.

Z obserwacji $wiatta wysylanego przez takie ciato wynika, ze:

e Promieniowanie wychodzace z wngtrza blokow ma zawsze wigksze nat¢zenie niz
promieniowanie ze §cian bocznych.

e Dla danej temperatury emisja promieniowania wychodzacego z otworéw jest
identyczna dla wszystkich zZrodel promieniowania, pomimo ze dla zewngtrznych
powierzchni te wartos$ci sa rozne.

(s Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Emisja energetyczna promieniowania ciata doskonale czarnego (nie jego
powierzchni) zmienia sie wraz z temperaturq wedtug prawa Stefana-Boltzmanna

R=oT* (32.2)

gdzie o jest uniwersalng stala (stata Stefana-Boltzmanna) réwna 5.67- 107 W/(m*K*).
Zdolno$¢ emisyjna promieniowania R, dla ciata doskonale czarnego zmienia sig
z temperatura tak jak na rysunku 32.3 ponize;j.

obszar widzialny klasyczna teoria
. . "

R, |

/T=6000K
‘' T=5000K
T = 4000 K

T=3000K

0.0 05 10 15 20
A (nm)

Rys. 32.3. Widmo promieniowania ciata doskonale czarnego w wybranych temperaturach

= Prawo, zasada, twierdzenie
25 Dtugosé¢ fali dla ktorej przypada maksimum emisji jest zgodnie z prawem Wiena
odwrotnie proporcjonalna do temperatury ciata.

Podkreslmy, ze pokazane krzywe zaleza tylko od temperatury i sa calkiem niezalezne od
materiatu oraz ksztaltu 1 wielkosci ciata doskonale czarnego.
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=] Mozesz przesledzi¢ zaleznos¢ widma promieniowania ciala doskonale czarnego od
H temperatury korzystajac z darmowego programu komputerowego ,,Ciato doskonale
czarne” dostgpnego na stronie WWW autora.

Zeby sie o tym przekonaé rozpatrzmy, pokazane na rysunku 32.4 dwa ciata doskonale
czarne, tzn. dwie wngki o dowolnym ksztalcie 1 jednakowej temperaturze $cianek obu
wnek (ciata stykaja si¢). Promieniowanie oznaczone R4 przechodzi z wneki A do wneki B,
a promieniowanie Rz w odwrotnym kierunku. Jezeli te szybko$ci nie bylyby réwne
wowczas jeden z blokow ogrzewalby si¢ a drugi styghl Oznaczaloby to pogwalcenie
drugiej zasady termodynamiki. Otrzymujemy wigc Ry = Rp=Rcgdzie Rc opisuje
catkowite promieniowanie dowolnej wneki.

Rys. 32.4. Dwa ciata doskonale czarne o jednakowej temperaturze

Nie tylko energia catkowita ale réwniez jej rozktad musi by¢ taki sam dla obu wnek.
Stosujac to samo rozumowanie co poprzednio mozna pokaza¢, ze R,, = R,, = R,., gdzie

R)c oznacza widmowa zdolnos$¢ emisyjna dowolnej wneki.

32.3 Teoria promieniowania we wnece, prawo Plancka

32.3.1 Rozwazania klasyczne

Na przetomie ubieglego stulecia Rayleigh i Jeans wykonali obliczenia energii

promieniowania we wngce (czyli promieniowania ciata doskonale czarnego). Zastosowali
oni teori¢ pola elektromagnetycznego do pokazania, ze promieniowanie wewnatrz wneki
ma charakter fal stojacych. Promieniowanie elektromagnetyczne odbija si¢ od $cian wneki
tam i z powrotem tworzac fale stojace z wezlami na $ciankach wneki (tak jak omawiane
w punkcie 13.5 fale w strunie zamocowanej na obu koncach). Nastepnie Rayleigh i Jeans
obliczyli warto$ci $redniej energii w oparciu o znane nam prawo ekwipartycji energii
1 w oparciu o nia znalezli widmowa zdolno$¢ emisyjna.
Wynik jaki uzyskali zostal pokazany linia przerywana na rysunku 32.3 . Jak wida¢
rozbieznos$¢ migdzy wynikami doswiadczalnymi i teoria jest duza. Dla fal dtugich (matych
czestotliwosci) wyniki teoretyczne sa bliskie krzywej doswiadczalnej, ale dla wyzszych
czestotliwo$ci  wyniki  teoretyczne daza do nieskonczono$ci. Ten sprzeczny
z rzeczywistoscia wynik rozwazan klasycznych nazywany jest ,,katastrofa w nadfiolecie”.
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32.3.2 Teoria Plancka promieniowania ciata doskonale czarnego

Pierwszy wzoér empiryczny dajacy wyniki widmowej zdolno$ci emisyjnej
w przyblizeniu zgodne z do$wiadczeniem przedstawit Wien. Wzor ten zostal nastepnie
zmodyfikowany przez Plancka tak, ze uzyskano wynik w petni zgodny z do$wiadczeniem.
Wz6r Plancka ma postac

c 1

R :Fe“ﬂ” -1

(32.3)

gdzie C i C; sa stalymi wyznaczanymi doswiadczalnie.

Planck nie tylko zmodyfikowal wzér Wiena ale zaproponowat zupetnie nowe podejscie
majace na celu stworzenie teorii promieniowania ciata doskonale czarnego. Zatozyt on, ze
kazdy atom zachowuje si¢ jak oscylator elektromagnetyczny posiadajacy
charakterystycznq czestotliwos¢ drgan.

/&5 Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Oscylatory te, wedtug Plancka, nie mogq mie¢ dowolnej energii, ale tylko Scisle
okreslone wartosci dane wzorem

E=nhv (32.4)

gdzie v oznacza czgstos¢ drgan oscylatora, /4 jest stala (zwana obecnie stata Plancka) réwna
h=6.6310"%] s, a n - pewna liczbg catkowita (zwana obecnie liczbq kwantowq ®).

Ten postulat zmieniat radykalnie istniejace teorie. Wiemy, ze zgodnie z fizyka
klasyczna, energia kazdej fali moze mie¢ dowolngq wartosé, i ze jest ona proporcjonalna do
kwadratu amplitudy. Tymczasem wedtug Plancka energia moze przyjmowacé tylko scisle
okreslone wartosci czyli jest kwantowana ®
Ponadto oscylatory nie wypromieniowuja energii w sposob ciagly, lecz porcjami czyli
fwantami ®. Kwanty sa emitowane gdy oscylator przechodzi ze stanu (stanu
kwantowego ®) o danej energii do drugiego o innej, mniejszej energii. Odpowiada to
zmianie liczby kwantowej n o jedno$¢, a w konsekwencji wypromieniowana zostaje
energia w ilo$ci

AE = hv (32.5)
Prawo, zasada, twierdzenie

&9 Oznacza to, ze dopoki oscylator pozostaje w jednym ze swoich stanow kwantowych
dopoty ani nie emituje ani nie absorbuje energii. Mowimy, ze znajduje sie w stanie

stacjonarnym .

SprawdZmy teraz czy ta nowatorska hipoteza stosuje si¢ do znanych nam oscylatorow.
Jako przyktad rozpatrzmy wahadlo proste zlozone z ciata o masie 1 kg zawieszonego na
lince o dlugosci 1 m.

Czgstotliwos¢ drgan wiasnych takiego wahadla wynosi
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V= 1 = I\P =0.5Hz (32.6)
T 2z \1

Jezeli wahadto wykonuje drgania o amplitudzie 10 cm to jego energia catkowita wynosi

1 1 mg
E=—kA’=-"24"=0.1] 2.
2 2 (32.7)

Zgodnie z hipoteza Plancka zmiany energii dokonuja si¢ skokowo przy czym AE = hv.
Wzgledna zmiana energii wynosi wigc

AE h ]
?:%:3.&10 » (32.8)

Zeby zaobserwowaé nieciagle zmiany energii musielibySmy wykonaé pomiar energii
z doktadnos$cia przewyzszajaca wielokrotnie czuto$¢ przyrzadow pomiarowych.

Kwantowa natura drgan nie jest wigc widoczna dla makroskopowych oscylatoréw
podobnie jak nie widzimy dyskretnej natury materii to jest czasteczek, atoméw,
elektronow itp., z ktorych zbudowane sa ciata. Wnioskujemy, ze do$wiadczenia
z wahadtem prostym nie moga rozstrzygna¢ o stusznos$ci postulatu Plancka.

Zanim przejdziemy do przedstawienia innych doswiadczen (zjawisko fotoelektryczne
i efekt Comptona) oméwmy zastosowanie prawa promieniowania w termometrii.

32.3.3 Zastosowanie prawa promieniowania w termometrii

Promieniowanie emitowane przez gorace cialo mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia
jego temperatury. Jezeli mierzy si¢ catkowite promieniowanie emitowane przez ciato, to
korzystajac z prawa Stefana-Boltzmana (32.2) mozna obliczy¢ jego temperaturg. Sprawdz
ten sposob wykonujac nastgpujace ¢wiczenie.

@ Cwiczenie 32.1

Srednia ilo$¢ energii (na jednostke czasu) promieniowania stonecznego padajacego na
jednostke powierzchni Ziemi wynosi 355 W/m?”. Oblicz $rednig temperature jaka bedzie
miala powierzchnia Ziemi, jezeli przyjmiemy, ze Ziemia jest ciatem doskonale czarnym,
wypromieniowujacym w przestrzen wtasnie tyle energii na jednostke¢ powierzchni i czasu.
Czy uzyskany wynik jest zgodny z do§wiadczeniem? Wynik zapisz ponizej.

T:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

=

Poniewaz dla wigkszosci zrodet trudno dokona¢ pomiaru catkowitego promieniowania
wigc mierzy si¢ ich zdolno$¢ emisyjna dla wybranego zakresu dlugosci fal. Z prawa
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Plancka wynika, ze dla dwu ciat o temperaturach 7 i T, stosunek natgzen promieniowania
o dtugosci fali 4 wynosi

"t
L (329)
I eAsz—l

Jezeli T przyjmiemy jako standardowa temperature odniesienia to mozemy wyznaczy¢ 7T,
wyznaczajac doswiadczalnie stosunek 7;/,. Do tego celu postugujemy si¢ urzadzeniem
zwanym pirometrem (rysunek 32.5).

i
() I

A\
[ o
KU& |
® / \
T

Rys. 32.5 Pirometr

Obraz zrdédla S (o nieznanej temperaturze) powstaje w miejscu gdzie znajduje sig¢ widkno
zarowe pirometru P. Dobieramy prad zarzenia tak aby wtokno stato si¢ niewidoczne na tle
zrédia tzn. Swiecilo tak samo jasno jak zrédto S. Poniewaz urzadzenie jest wyskalowane
odczytujac warto$¢ pradu zarzenia mozemy wyznaczy¢ temperaturg zrodta.

32.4 Zjawisko fotoelektryczne zewnetrzne

Omawiaé teraz bedziemy doswiadczalne dowody kwantowej natury promieniowania.
Najpierw zajmiemy si¢ zjawiskiem fotoelektrycznym ® zewngtrznym.

Zjawisko fotoelektryczne zewngtrzne polega na wyrzucaniu elektronow z powierzchni
ciatla stalego pod wplywem padajacego promieniowania. Na rysunku 32.6 pokazano
aparatur¢ do badania zjawiska fotoelektrycznego.

W szklanej bance, w ktorej panuje wysoka proznia, znajduja si¢ dwie metalowe elektrody
A1iB. Swiatlo przechodzac przez otwor w elektrodzie B pada na metalowa plytke A
1 uwalnia z niej elektrony, ktore nazywamy fotoelektronami ®
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/ Swiatto
padajgce
=

przetgcznik
Ko

Rys. 32.6. Uktad do obserwacji zjawiska fotoelektrycznego

Fotoelektrony sa rejestrowane jako prad elektryczny ptynacy miedzy plytka A oraz
elektroda zbierajaca B przy przytozonym napigciu U. Do pomiaru pradu stosujemy czuty
miliamperomierz (mA). Ponizej na rysunku 32.7 pokazana jest zalezno$¢ pradu
fotoelektrycznego od przylozonego napigcia U, dla dwoch roznych warto$ci natezenia
Swiatla.

U, -0 + U
Rys. 32.7. Zalezno$¢ fotopradu od napigcia dla roznego natgzenia §wiatla;
krzywa a odpowiada warunkom silniejszego oswietlenia
Widzimy, ze gdy U jest dostatecznie duze, wtedy prad fotoelektryczny osiaga

maksymalna warto$¢ (prqd nasycenia © 1,, I). Odpowiada to sytuacji gdy wszystkie
elektrony wybijane z ptytki 4 docieraja do elektrody B.
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Jezeli zmienimy znak napigcia U, to prad nie spada natychmiast do zera (przy U =0
mamy niezerowy prad). Oznacza to, ze fotoelektrony emitowane z ptytki 4 maja pewna
energi¢ kinetyczna, dzigki ktdrej docieraja do B (nawet wtedy gdy nie sa przyspieszane
napigciem U).

Ponadto zauwazmy, Ze nie wszystkie elektrony maja jednakowo duza energig
kinetyczna bo tylko cz¢$¢ z nich dolatuje do elektrody B; przy U = 0 prad jest mniejszy od
maksymalnego. Wreszcie przy dostatecznie duzym napigciu réwnym U, zwanym
napieciem hamowania ® prad zanika. R6znica potencjatow Uj, pomnozona przez tadunek
elektronu e jest wigc miarg energii najszybszych elektronéw (przy U = U, nawet
najszybsze elektrony sa zahamowane, nie dochodza do elektrody B

fmax — eUh (3210)

Krzywe na rysunku 32.7 r6znia si¢ nat¢zeniem padajacego $wiatta. Zauwazmy, ze przy
silniejszym os$wietleniu (krzywa a) otrzymujemy wigkszy prad nasycenia ale takie samo
napiecie hamowania jak dla uktadu o§wietlonego stabiej (krzywa b).

Widaé wige, ze Ejna nie zalezy od natezenia swiatla. Zmienia si¢ tylko prad nasycenia,
ato oznacza, ze wiazka $wiatla o wigkszym natezeniu wybija wigcej elektronow ale nie
szybszych.

Wynik innego do$wiadczenia pokazuje rysunek 32.8. Wykreslono tu zalezno$¢ napigcia
hamowania od czgstotliwosci (barwy) $wiatta padajacego na powierzchnie sodu
metalicznego. Zauwazmy, ze otrzymano zaleznos$¢ liniowa oraz ze istnieje pewna warto$¢
progowa czestotliwosci vy ®, ponizej ktérej zjawisko fotoelektryczne nie wystepuje.

3 I I I T
U, (V)
2+
1F
0 })0 . 1 . 1 . 1 .
4 6 8 10 12

Czestotliwosé (10™ Hz)

Rys. 32.8. Zaleznos$¢ napigcia hamowania od cze¢stotliwosci swiatta dla sodu

Opisane zjawisko fotoelektryczne ma cechy, ktoérych nie mozna wyjasni¢ na gruncie
klasycznej falowej teorii $wiatla:
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e Z teorii klasycznej wynika, Ze wigksze natgzenie $wiatta oznacza wigksza energi¢ fali
1 wigksze pole elektryczne E. Poniewaz sita dzialajaca na elektron wynosi eE wigc gdy
rosnie natgzenie $wiatla to powinna rosnaé tez sita i w konsekwencji energia
kinetyczna elektronow. Tymczasem stwierdziliSmy, ze Ejn. nie zalezy od natgzenia
Swiatla.

e Zgodnie z teoria falowa zjawisko fotoelektryczne powinno wystgpowaé dla kazdej
czestotliwosci $wiatla pod warunkiem dostatecznego nat¢zenia. Jednak dla kazdego
materialu istnieje progowa cze¢stotliwos$¢ vy, ponizej ktorej nie obserwujemy zjawiska
fotoelektrycznego bez wzgledu na to jak silne jest o$wietlenie.

e Poniewaz energia w fali jest ,,roztozona” w catej przestrzeni to elektron absorbuje tylko
niewielka czg$¢ energii z wiazki (bo jest bardzo maty). Mozna wigc spodziewac sig
opoznienia pomigdzy poczatkiem o§wietlania, a chwila uwolnienia elektronu (elektron
musi mie¢ czas na zgromadzenie dostatecznej energii). Jednak nigdy nie stwierdzono
zadnego mierzalnego opdznienia czasowego.

32.4.1 Kwantowa teoria Einsteina zjawiska fotoelektrycznego

Einsteinowi udato si¢ wyjasni¢ te wlasnos$ci zjawiska fotoelektrycznego dzigki nowemu
rewolucyjnemu zalozeniu, ze energia wiazki $wietlnej rozchodzi si¢ w przestrzeni
w postaci skoriczonych porcji (kwantow) energii zwanych fotonami'v”.

Energia pojedynczego fotonu jest dana wzorem

E=hy (32.11)

Przypomnijmy sobie, ze wedlug Plancka zrodta emituja $wiatto w sposdb nieciagly ale
w przestrzeni rozchodzi si¢ ono jako fala elektromagnetyczna.

Natomiast Einstein zapostulowat, ze kwanty §wiatta rozchodza si¢ w przestrzeni jak czgstki
materii, 1 gdy foton zderzy si¢ z elektronem w metalu to moze zosta¢ przez elektron
pochtonigty. Wéowczas energia fotonu zostanie przekazana elektronowi.

/=5 Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Jezeli do wyrwania elektronu z metalu potrzebna jest energia W to woéwczas

h=W+E

(32.12)

kmax

Wielko$¢ W charakterystyczna dla danego metalu nazywana jest praca wyjscia. Zgodnie

z powyzsza zalezno$cia energia hv fotonu, w czesci (W) zostaje zuzyta na wyrwanie

elektronu z materialu (jego przejscie przez powierzchnig), a ewentualny nadmiar energii

(hv — W) elektron otrzymuje w postaci energii kinetycznej, przy czym czg$¢ z niej moze

by¢ stracona w zderzeniach wewnetrznych (przed opuszczeniem materiatu).

Teoria FEinsteina pozwala na wyjasnienie, przedstawionych wcze$niej, osobliwych

wlasnos$ci zjawiska fotoelektrycznego:

e Zwigkszajac natgzenie $wiatla zwigkszamy liczbe fotondw, a nie zmieniamy ich
energii. Ulega wigc zwigkszeniu liczba wybitych elektronéw (fotoprad), a nie energia
elektrondow Ej,,, ktora tym samym nie zalezy od natezenia o$wietlenia.
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e Jezeli mamy taka czgstotliwos¢ vy, ze hvo= W to wtedy Ejme = 0. Nie ma nadmiaru
energii. Jezeli v < vy to fotony niezaleznie od ich liczby (nat¢zenia $wiatla) nie maja
dos$¢ energii do wywotania fotoemisji.

e Dostarczana jest energia w postaci skupionej (kwant, porcja) a nie rozlozonej (fala);
elektron pochtania caty kwant.

Korzystajac z zaleznos$ci (32.10) mozemy przeksztatci¢ rownanie (32.12) do postaci

U,=—v—— (32.13)
e e

Widzimy, ze teoria Einsteina przewiduje liniowa zalezno$¢ pomigdzy napigciem
hamowania, a czgstotliwoscia, co jest catkowicie zgodne z do$wiadczeniem (rysunek
32.8). Teoria fotonowa potwierdza wigc fakty zwiazane ze zjawiskiem fotoelektrycznym
ale jest sprzeczna z teoria falowa, ktora tez zostata potwierdzona do§wiadczalnie (zjawisko
dyfrakcji, interferencji, polaryzacji).

Jak jest wigc mozliwe zeby §wiatto bylo fala i jednoczes$nie zbiorem czastek?
Nasz obecny punkt widzenia na naturg §wiatla jest taki, ze ma ono zlozony charakter, to
znaczy, ze w pewnych warunkach zachowuje si¢ jak fala, a w innych jak czastka, czyli
foton. T¢ wlasnos¢ swiatta nazywa si¢ dualizmem korpuskularnofalowym ® w zjawisku
fotoelektrycznym ujawnia si¢ wtasnie korpuskularna (czastkowa) natura §wiatla.

@ Cwiczenie 32.2

Korzystajac z poznanej teorii Einsteina sprobuj teraz na podstawie wykresu 32.8 obliczy¢
pracg wyjscia dla sodu. W fizyce atomowe] energi¢ powszechnie wyraza si¢
w elektronowoltach, 1eV = 1.6:107" J. Oblicz, réwniez w tych jednostkach, energie fotonu
odpowiadajacego czgstotliwosci progowej vy.

Wynik zapisz ponize;j.

W:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

@ Cwiczenie 32.3

Czy fotokomorka, w ktorej zastosowano elektrode wykonana z cezu mozna zastosowac
jako czujnik dla promieniowania widzialnego? Praca wyjscia dla cezu W =2 eV.

Wynik zapisz ponize;j.

T =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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32.5 Efekt Comptona

Czasteczkowa natur¢ S$wiatta mozna w pelni zaobserwowaé w doswiadczeniu
zwiagzanym z rozpraszaniem fal elektromagnetycznych na swobodnych elektronach,
nazywanym zjawiskiem Comptona.

Po raz pierwszy taki proces zostal zaobserwowany przez Comptona w 1923 r.
W dos$wiadczeniu wiazka promieni X, o doktadnie okreslonej dlugosci fali pada na blok
grafitowy tak jak na rysunku 32.9.

zrodto promieni X

Do ||

rozpraszajacy J|H [0) .-"';

krysztat
grafitu

szczeliny \>
kolimujace detektor

Rys. 32.9. Uktad doswiadczalny zastosowany przez Comptona

Compton mierzyt natezenie wiazki rozproszonej pod réoznymi katami ¢ jako funkcjg
dlugosci fali 4. Wyniki do§wiadczenia sa pokazane na rysunku 32.10.

/ -
/|
/ o =45°
/ o =90°
/ o =135°
!

0.700 0.750
% (A)

Rys. 32.10. Wyniki doswiadczen Comptona. Linia po lewej stronie odpowiada dlugosci fali 4,
a po prawej 1.
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Wida¢, ze chociaz wiazka padajaca na grafit ma jedna dlugos¢ fali to w promieniowaniu
rozproszonym wystgpuja dwie dlugosci fal. Jedna z nich ma dlugos$¢ 4 identycznag jak fala
padajaca, druga dhugos¢ A' wigksza o AL. To tak zwane przesuniecie Comptona T A
zmienia si¢ wraz z katem obserwacji ¢ rozproszonego promieniowania X tzn. A' zmienia si¢
wraz z katem.

Jezeli padajace promieniowanie potraktujemy jako falg¢ to pojawienie si¢ fali

rozproszonej o zmienionej dlugosci A' nie daje si¢ wyjasni¢. Dopiero przyjecie hipotezy, ze
wiazka promieni X nie jest fala ale strumieniem fotonéw o energii hv pozwolito
Comptonowi wyjasni¢ uzyskane wyniki.
Zatozyt on, ze fotony (jak czastki) zderzaja si¢ z elektronami swobodnymi w bloku grafitu.
Podobnie jak w typowych zderzeniach (np. kul bilardowych) zmienia si¢ w wyniku
zderzenia kierunek poruszania si¢ fotonu oraz jego energia (cze$¢ energii zostala
przekazana elektronowi). To ostatnie oznacza zmiang czgstotliwosci i zarazem dhlugosci
fali. Sytuacja ta jest schematycznie pokazana na rys 32.11.

przed zderzeniem

T

foton A  €lektron

v
elektron

Rys. 32.11. Zjawisko Comptona — zderzenie fotonu ze swobodnym elektronem

Stosujac do tego zderzenia zasadg zachowania pgdu oraz zasad¢ zachowania energii
otrzymujemy wyrazenie na przesuni¢cie Comptona

, h
Al=2 —/1=*c(l—cosca) (32.14)

m,

gdzie my jest masa elektronu (spoczynkowa). Tak wigc przesunigcie Comptona zalezy
tylko od kata rozproszenia.

W tym miejscu konieczny jest komentarz: poniewaz odrzucone elektrony moga miec
predkosci poréwnywalne z predkoscia $wiatta wigc dla obliczenia energii kinetycznej
elektronu stosujemy wyrazenie relatywistyczne. Elementy szczegolnej teorii wzglednosci
sa omowione w Uzupehieniu.
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@ Cwiczenie 32.4

Korzystajac z poznanych wzoréw sprobuj samodzielnie obliczy¢ jaka maksymalna energig
kinetyczna moze uzyskac elektron podczas rozpraszania promieniowania X o dtugosci fali
A= 0.1 nm? Wynik zapisz ponizej.

Wskazoéwka: Oblicz zmiang energii rozpraszanego fotonu.

AE:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Na koniec musimy jeszcze wyjasni¢ wystgpowanie maksimum dla nie zmienionej
dtugosci fali A. Ten efekt jest zwiazany z rozpraszaniem fotondéw na elektronach rdzenia
atomowego. W takim zderzeniu odrzutowi ulega caly atom o masie M. Dla grafitu
M = 22000 m, wigc otrzymujemy niemierzalnie mate przesunigcie Comptona.
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33 Model atomu Bohra
33.1 Wstep

Na poczatku XX w. znano wiele wynikow eksperymentalnych, ktére wskazywaty na to,
ze atomy zawieraja elektrony. Z faktu, ze atomy sa elektrycznie oboj¢tne wnioskowano, ze
maja one rowniez tadunek dodatni rowny ujemnemu. Ponadto, poniewaz masa elektronow
jest bardzo mata w poréwnaniu z masa najlzejszych nawet atoméw oznaczalo to, ze
tadunki dodatnie zwiazane sa ze znaczna masa.

Na tej podstawie Thomson zaproponowal model budowy atomu, zgodnie z ktérym
ujemnie naladowane elektrony sa rownomiernie roztozone wewnatrz obszaru
wypelnionego w sposéb ciagly ladunkiem dodatnim. tadunek dodatni tworzyt kule
o promieniu rzedu 107" m.

Dowdd nieadekwatnosci modelu Thomsona podat jego uczen Rutherford analizujac
wyniki rozpraszania czastek alfa na atomach zlota. Z przeprowadzonej przez Rutherforda
analizy wynikato, Zze tadunek dodatni nie jest rozlozony rownomiernie wewnatrz atomu,
ale skupiony w malym obszarze zwanym jqdrem ® (o rozmiarze 107" - 107'* m) lezacym
w $rodku atomu.

Zgodnie z modelem jadrowym Rutherforda:

e Masa jadra jest w przyblizeniu rdwnej masie calego atomu.

e Ladunek jadra jest rowny iloczynowi liczby atomowej Z ® | tadunku elektronu e.
e Wokot jadra znajduje si¢ Z elektronow, tak ze caty atom jest obojgtny.

Taki obraz atomu byt zgodny z wynikami do§wiadczen nad rozpraszaniem czastek alfa,
ale pozostato wyjasnienie zagadnienia stabilnosci takiego atomu.

Elektrony w atomie nie moga by¢ nieruchome bo w wyniku przyciagania z dodatnim
jadrem zostatyby do niego przyciagnigte 1 wtedy ,,wrocilibySmy” do modelu Thomsona.
Dlatego Rutherford zapostulowat, ze elektrony w atomach kraza wokot jadra po orbitach.
Jezeli jednak dopuscimy ruch elektronow wokot jadra (tak jak planet wokdét Stonca
w uktadzie stonecznym) to tez natrafiamy na trudno$¢ interpretacyjna:

Zgodnie z prawami elektrodynamiki klasycznej kazde natadowane ciato poruszajqce sie
ruchem przyspieszonym wysyta promieniowanie elektromagnetyczne.

Przypomnijmy sobie anteng dipolowa, ktéra omawialiSmy w punkcie 27.3. Zmienne pole
elektryczne w antenie wywotuje oscylacje tadunku 1 antena emituje falg
elektromagnetyczna. Podobnie, krazacy elektron doznawalby stale przyspieszenia
(dosrodkowego) 1 zgodnie z elektrodynamika klasyczna wysytatby energi¢ kosztem swojej
energii mechanicznej. Oznaczatoby to, ze poruszatby si¢ po spirali ostatecznie spadajac na
jadro (model Thomsona).

Zagadnienie stabilnosci atomow doprowadzilo do powstania nowego modelu
zaproponowanego przez Bohra. Podstawowa cecha tego modelu byto to, ze umozliwial
przewidywanie widm promieniowania wysytanego przez atomy (ktoérych nie wyjas$nial
model Rutherforda).
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33.2 Widma atomowe

Na rysunku 33.1 pokazany jest typowy uktad do pomiaru widm atomowych. Zrodlem
promieniowania jest jednoatomowy gaz pobudzony do $wiecenia metoda wyladowania
elektrycznego (tak jak w jarzenidowce). Promieniowanie przechodzi przez szczeling
kolimujaca, a nastgpnie pada na pryzmat (lub siatke dyfrakcyjna), ktory rozszczepia
promieniowanie na sktadowe o ré6znych dtugosciach fal.

~,

Swiatto

padajace widmo

atomowe

Rys. 33.1. Uktad do obserwacji emisyjnych widm atomowych

Na rysunku 32.2 pokazana jest widzialna czg$¢ widma atomu wodoru.

fioletowa niebieska czerwona

| | ! |
400 500 600 700

A [nm]

Rys. 33.2. Widmo liniowe atomu wodoru

Na rysunku 33.2 uwidacznia si¢ cecha szczegdlna obserwowanych widm.
W przeciwienstwie do widma ciaglego emitowanego na przyktad przez powierzchnie ciat
ogrzanych do wysokich temperatur, widma promieniowania pierwiastkdw w postaci gazow
1 par, pobudzonych do $wiecenia na przyktad za pomoca wytadowania elektrycznego, sa
ztozone z jasnych, ostrych linii, odpowiadajacych $cisle okreslonym dtugosciom fal.
Promieniowanie wysylane przez swobodne atomy (tzw. widmo emisyjne ®) zawiera tylko
pewna liczbe dtugosci fal. Takie widmo nazywamy widmem liniowym ®, a kazda z takich
sktadowych dtugosci fal nazywana jest linia widmowa.
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Obok widm emisyjnych badano rowniez widma absorpcyjne ®, tym razem obserwujac
promieniowanie pochtaniane przez gazy zamiast emitowanego.
Okazato sig, ze jezeli $wiatlo o widmie ciaglym, na przyklad $wiatlo zarowki, przechodzi
przez gaz lub parg, to w widmie ciaglym wysylanym przez zar6wke widoczne sg ciemne
linie, promieniowanie o pewnych dlugosciach fal zostalo pochlonigte przez gaz
(zaabsorbowane). Dhugosci tych fal doktadnie odpowiadaja dlugosciom fal widma
emisyjnego danego pierwiastka.

Doswiadczenia pokazuja wige, ze pojedyncze atomy (czasteczki) zarowno emituja jak
1 absorbuja promieniowanie o $cisle okreslonych dtugosciach fali.

To wlasnie badanie widma wodoru doprowadzitlo Bohra do sformulowania nowego
modelu atomu. Model ten chociaz posiada pewne braki to ilustruje ide kwantowania
W sposoOb prosty matematycznie.

33.3 Model Bohra atomu wodoru

Fizyka klasyczna przewidywala, ze atom krazacy po orbicie bedzie wypromieniowywat
energig, tak ze czgsto$¢ z jaka krazy elektronu i w konsekwencji takze czgstosé
wysylanego promieniowania beda si¢ zmienia¢ w sposob ciagly. Tymczasem obserwujemy
bardzo ostre linie widmowe o $cisle okreslonej czgstotliwosci (dtugosci fali).

Sprzecznosci te usunal Niels Bohr proponujac nowy kwantowy model budowy atomu.

Klasyczny obraz planetarnego atomu zbudowanego z masywnego jadra i krazacych wokot

niego pod wplywem sity kulombowskiej elektronéw Bohr rozszerzyt o nowe kwantowe

postulaty:

e Zamiast nieskonczonej liczby orbit dozwolonych z punktu widzenia mechaniki
klasycznej, elektron moze poruszac si¢ tylko po pewnych dozwolonych orbitach.

e Podobnie jak oscylatory Plancka, tak samo atom wodoru moze znajdowac si¢ tylko
w $ci$le okre$lonych stacjonarnych stanach energetycznych, w ktorych, pomimo, ze
elektron doznaje przyspieszenia (poruszajac si¢ po orbicie) nie wypromieniowuje
energii. Jego calkowita energia pozostaje stata.

e Promieniowanie elektromagnetyczne zostaje wystane tylko wtedy gdy elektron
poruszajacy si¢ po orbicie o calkowitej energii E; zmienia swoj ruch skokowo, tak ze
porusza si¢ nastgpnie po orbicie o nizszej energii E; (rysunek 33.3 ponize;j).

Rys. 33.3. Emisja fotonu przy zmianie orbity elektronu

425



Modut X — Model atomu Bohra

Czgstotliwos¢ emitowanego promieniowania jest rOwna:

/ (33.1)

Natomiast sv jest energia fotonu, ktory zostaje w trakcie przej$cia wypromieniowany przez
atom. Zwr6¢my uwage, ze taki byt postulat Einsteina gloszacy, ze czgstotliwo$¢ fotonu
promieniowania elektromagnetycznego jest rowna energii fotonu podzielonej przez stata
Plancka.

Wynika stad, Ze trzeba wyznaczy¢ energie standw stacjonarnych i1 wtedy obliczajac
mozliwe réznice tych energii bedzie mozna przewidzie¢ wyglad widma promieniowania
emitowanego przez atom.

W tym celu zaktadamy, ze elektron porusza si¢ po orbitach kotowych o promieniu » ze
srodkiem w miejscu jadra oraz ze jadro (pojedynczy proton) jest tak cigzkie, ze $rodek
masy pokrywa si¢ ze srodkiem protonu. Korzystajac z drugiej zasady dynamiki Newtona
1 (prawa Coulomba) otrzymujemy

! iz_mﬁ 33.2
47rgor2 7 (33.2)

gdzie uwzglednilismy tylko przyciaganie elektrostatyczne pomigdzy dodatnim jadrem
1 uyjemnym elektronem zaniedbujac oddzialywanie grawitacyjne. (Stuszno$¢ tego zatozenia
sprawdziliSmy rozwiazujac ¢wiczenie 17.1).

Na podstawie wzoru (33.3) mozna obliczy¢ energig kinetyczna elektronu

2

1 2 e

E =—mv =

) &rg,r (33.3)
Natomiast energia potencjalna uktadu elektron-proton jest dana rownaniem
2
e
E =-

" dxe,r (334)

@ Cwiczenie 33.1

Oblicz teraz stosunek energii kinetycznej do energii potencjalnej elektronu i odpowiedz od
czego on zalezy. Wynik zapisz ponize;j.

Ep/Ek =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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Catkowita energia uktadu bedaca suma energii kinetycznej i potencjalnej wynosi

2
e

E=E +E,=- (33.5)

8re,r

Ze wzoru (33.3) na energig kinetyczna mozemy wyznaczy¢ predkos¢ liniowa elektronu

2

e
V= 33.6
4re,mr (33.6)
Na tej podstawie ped elektronu dany jest rownaniem
2
—mv = | € (33.7)
P 4re,r ’
a moment pgdu
[ = e me’r (338
P Are, 8)

Zwroémy uwage, ze jezeli znamy promien orbity », to znamy rowniez pozostate
wielkosci Ey, E,,, E, V, p oraz L.

Oznacza to rowniez, ze jezeli jakakolwiek z tych wielkosci jest skwantowana (moze

przyjmowac tylko $cisle okreslone, a nie dowolne wartosci), to wszystkie wymienione

wielkosci tez musza by¢ skwantowane.

Bohr poszukiwat zasady, ktora dopuszczataby tylko pewne promienie orbit, czyli tylko
pewne warto$ci energii elektronéw i wysunat hipotezg, wedtug ktorej najprostsza jest
kwantyzacja parametréw orbity 1 ktoéra moéwita, ze moment pedu elektronu musi by¢
catkowita wielokrotnoscia statej Plancka podzielonej przez 2.

Podsumowujac, postulaty Bohra dotyczace atomu byly nastgpujace:

e Elektron w atomie porusza si¢ po orbicie kotowej pod wplywem przyciagania
kulombowskiego pomigdzy elektronem i jadrem i ruch ten podlega prawom mechaniki
klasycznej.

e Zamiast nieskonczonej liczby orbit, dozwolonych z punktu widzenia mechaniki
klasycznej, elektron moze poruszac si¢ tylko po takich orbitach, dla ktérych moment
pedu L jest rowny catkowitej wielokrotnos$ci statej Plancka podzielonej przez 2.

Len  nci2... (33.9)
27

gdzie stata n jest liczhq kwantowq ©
e Pomimo, ze elektron doznaje przyspieszenia (poruszajac si¢ po orbicie), to jednak nie
wypromieniowuje energii. Zatem jego catkowita energia pozostaje stata.
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e Promieniowanie elektromagnetyczne zostaje tylko wystane gdy elektron poruszajacy
si¢ po orbicie o catkowitej energii £; zmienia swoj ruch skokowo, tak ze porusza si¢
nastgpnie po orbicie o energii E;. Czgstotliwos¢ emitowanego promieniowania jest

E, —E,

P

Postulat Bohra dotyczy kwantyzacji momentu pgdu L (rownanie 33.9). Ale jak juz

mowiliSmy jezeli jakakolwiek z wielkosci Ey, E,, E, V, p, L jest skwantowana, to

wszystkie musza by¢ skwantowane.
Laczac wyrazenie na moment pedu (33.8) z postulatem Bohra (33.9), otrzymujemy

réwna v =

. —w’r n=1,2,... (33.10)

Widzimy jak skwantowane jest . Podstawiajac ten wynik do wyrazenia na energi¢
catkowita (33.5) otrzymujemy wartos$ci energii dozwolonych stanow stacjonarnych

me” E
nzmznizl n:l,2, ..... (33~11)
0

To réwnanie przedstawia warto$ci energii dozwolonych stanow stacjonarnych.

Stan z liczba kwantowa n = 1 tzw. stan podstawowy © odpowiada najnizszej energii
Ey=-13.6 ¢V, a stan z liczba kwantowa n — oo odpowiada stanowi o zerowej energii
E =0, w ktorym elektron jest catkowicie usunigty poza atom.

Jak wida¢ wprowadzenie kwantowania orbitalnego momentu pedu elektronu prowadzi do
kwantowania jego energii catkowitej.

@ Cwiczenie 33.2

Jakie sa, zgodnie z teoria Bohra, warto$ci: promienia orbity, energii kinetycznej, energii
potencjalnej, predkosci liniowej 1 predkosci katowej elektronu w stanie podstawowym
(n=1) atomu wodoru? Wynik zapisz ponizej.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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33.4 Stany energetyczne i widmo atomowe wodoru

Teoria Bohra przewiduje, ze calkowita energia elektronu (i w konsekwencji energia
atomu) jest wielko$cia skwantowana. Dozwolone wartosci energii elektronu sa dane
wzorem

E,="1 n=12,.. (33.12)

Na podstawie tych wartosci mozemy, korzystajac z zalezno$ci (33.1), obliczy¢ energie
kwantéw promieniowania emitowanych (lub absorbowanych) przy przejSciu migdzy
orbitami

11
hy = hZ—E —E, E(kz f] (33.13)

gdzie j, k sa liczbami kwantowymi opisujacymi nizszy i wyzszy stan stacjonarny, v jest
czgstotliwoscia promieniowania, A dtugos$cia fali , a ¢ predkoscia Swiatla.

Na rysunku 33.4a ponizej zaznaczone sa symbolicznie (strzatkami) przeskoki migdzy
réznymi orbitami, a na rysunku 33.4b energie emitowanych kwantéw promieniowania przy
przeskokach elektrondw pomigdzy odpowiadajacymi im stanami stacjonarnymi. Dhugosé
kazdej ze strzatek odpowiada réznicy energii miedzy dwoma stanami stacjonarnymi czyli
réwna jest energii v wypromieniowanego kwantu.

(Na rysunku 33.4a nie sa zachowane proporcje pomigdzy promieniami orbit, ktore
zmieniaja si¢ zgodnie z relacja r,, = r1n>.)
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Rys. 33.4. Przeskoki migdzy orbitami (a) i schemat poziomow energetycznych
w atomie wodoru (b). Zaznaczone sa trzy z istniejacych serii widmowych
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Przej$cia pomigdzy stanami stacjonarnymi i odpowiadajace im linie widmowe tworza serie
widmowe. Dana seria obejmuje promieniowanie emitowane przy przejsciu elektronu
z poziomoéw wyzszych na dany np. seria Balmera obejmuje przejscia ze stanéw o n > 2 do
stanu o n = 2.

Zauwazmy ponadto, ze tylko przejSciom elektronu na drugq orbite (seria Balmera)
towarzyszy emisja promieniowania z zakresu widzialnego. Seria Lymana obejmuje
promieniowanie w zakresie nadfioletu, a seria Paschena w podczerwieni.

@ Cwiczenie 33.3

Wiedzac, ze energia stanu podstawowego E; =-13.6 eV wykaz, ze seria widmowa
Balmera przypada na zakres widzialny $wiatta?

Wskazowka: Oblicz czgstotliwos¢ (dtugos¢ fali) ze wzoru (33.13) dlaj = 2.

Wynik zapisz ponize;j.

A(k=3)=
Atk=4)=
Atk=35)=
Ak=6)=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

==

Na gruncie kwantowego modelu Bohra budowy atomu mozna tatwo zrozumied
wlasnosci widm emisyjnych 1 absorpcyjnych atomow jednoelektronowych. Jednak ten
model nie wyjasniat fundamentalnego faktu, dlaczego poje¢ mechaniki klasycznej nie
mozna stosowaé w $§wiecie atomow (czastek elementarnych).

Model Bohra zostat zastapiony nowym udoskonalonym modelem budowy atomu,
w ktorym potozenie elektronu w danej chwili czasu nie jest okre$lone doktadnie lecz
z pewnym prawdopodobienstwem, a sam elektron traktowany jest nie jak czastka ale jako
fala materii.
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34 Fale i czastki

34.1 Fale materii

Przedstawione w poprzednich rozdzialach dos$wiadczenia byly interpretowane raz
w oparciu o obraz falowy (na przyktad dyfrakcja $wiatta) innym razem w oparciu o model
czastkowy $wiatla (na przyklad efekt Comptona).

W 1924 r. L. de Broglie zapostulowat, ze skoro $wiatto ma dwoista, falowo-czastkowa,
naturg, to takze materia moze miec taka naturg. Taka sugesti¢ zaprezentowal migdzy
innymi w oparciu o obserwacje, ze Wszechswiat sktada si¢ wytacznie ze §wiatta i materii
oraz ze pod wieloma wzgledami przyroda jest symetryczna. De Broglie zasugerowal, ze
nalezy zbada¢ czy materia nie wykazuje rowniez wlasnosci falowych.

Postugujac si¢ klasyczna teoriag elektromagnetyzmu mozna pokazaé, ze S$wiatlo
o energii £ ma ped p = E/c. Zatem foton (kwant $§wiatla) ma ped réwny

_E_@_hc/ﬂ_ﬁ
Py c c c A

(34.1)

De Broglie nie tylko zasugerowat istnienie fal materii ale rdwniez przewidziat ich
dtugos¢. Zatozyt, ze dhugos¢ przewidywanych fal materii jest okreslona tym samym
zwiazkiem, ktory stosuje si¢ do $wiatta

1==
p (34.2)

Wyrazenie to wiaze ped czastki materialnej z dlugoscia przewidywanych fal materii ©
Oba rownania (34.1) i1 (34.2) zawieraja wielko$¢ charakteryzujaca fale (1) jak 1 wielko$¢
zwiazana z czastkami (p).

<" Przyklad
Sprawdzmy teraz jaka dhugos¢ fali przewiduje réwnanie (34.2) dla obiektow ,,masywnych”
przyktadowo dla pitki, o masie 1 kg, poruszajacej si¢ z predkoscia 10 m/s, a jaka dla
»lekkich” elektronow przyspieszonych napigciem 100 V?

Dla pitki p = mv =1 kg-10 m/s = 10 kg m/s. Stad dtugos$¢ fali de Broglie’a

34
A= G610 0 m
p  10kgm/s

W poréwnaniu z rozmiarami obiektu 4 jest praktycznie rowna zeru wigc doswiadczenia
prowadzone na takim obiekcie nie pozwalaja na rozstrzygnigcie czy materia wykazuje
wlasnosci falowe.

Natomiast elektrony przyspieszone napigciem 100 V uzyskuja energie kinetyczna
E;=eU=100¢eV =1.6-10""J. Predkoé¢ jaka uzyskuja elektrony wynosi wigc
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—17
v= 2B 216 1_?1 ! 59.10°m/s
m 9.1-10 kg

a odpowiednia dtugos¢ fali de Broglie’a

h 6.6-107"Js

= — - =1.2-10"m=0.12 nm
mv  9.1-107"-5.9-10°kgm/s

i:ﬁz
p

Jest to wielko$¢ rzedu odlegtosci migdzyatomowych w cialach stalych. Mozna wigc zbada¢
falowa natur¢ materii probujac uzyska¢ obraz dyfrakcyjny dla wiazki elektronow
padajacych na krysztal analogicznie jak dla promieni Roentgena.

Takie do$wiadczenie przeprowadzili, w 1926 roku, Davisson i Germer w USA oraz
Thomson w Szkocji. Na rysunku 34.1 przedstawiono schemat aparatury pomiarowe;.

wtokno
- detektor

wigzka -~
padajaca | ¢ wigzka

krysztat

Rys. 34.1. Uktad do pomiaru dyfrakcji elektronéw na krysztale

Elektrony emitowane z ogrzewanego wtokna przyspieszane sa napigciem U, ktdre mozna
regulowaé. Wiazka elektrondw zostaje skierowana na krysztat niklu, a detektor jest
ustawiony pod pewnym szczegdlnym katem ¢. Nat¢zenie wiazki ugigtej na krysztale jest
odczytywane przy roéznych napigciach przyspieszajacych czyli przy rdznej energii
kinetycznej elektronow.

Okazuje sig, ze prad w detektorze ujawnia maksimum dyfrakcyjne przy kacie rownym 50°
dla U = 54 V. Jezeli skorzystamy z prawa Bragga (paragraf 30.5) to mozemy obliczymy
wartos¢ A, dla ktorej obserwujemy maksimum w tych warunkach

A =2dsin@ (34.3)
gdzie zgodnie z przyjgtymi oznaczeniami 8 = 90° — ¢/2.
Dhugos¢ fali obliczona dla niklu (d = 0.091 nm) w oparciu o powyzsze dane doswiadczalne

wynosi
A=0.165 nm.
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Z drugiej strony w oparciu o znang energi¢ elektronow (54 eV) mozemy obliczy¢ dtugos¢
fali de Broglie’a (tak jak w przyktadzie powyzej)

/1:£:0.165nm

p

Ta doskonata zgodno$¢ stanowita argument za tym, ze w pewnych okoliczno$ciach
elektrony wykazuja nature falowq.

Dzisiaj wiemy, ze inne czastki, zar6wno naladowane jak i1 nienaladowane, wykazuja
cechy charakterystyczne dla fal. Dyfrakcja neutronéw jest powszechnie stosowana
technika eksperymentalna uzywana do badania struktury ciat statych. Tak wigc, zarowno
dla materii, jak i1 dla $wiatla, przyjmujemy istnienie dwoistego ich charakteru.

34.2 Struktura atomu i fale materii

Teoria sformutowana przez Bohra pozwolita na wyjasnienie wiasno$ci widma atomu
wodoru, a przede wszystkim stabilnej struktury atomu. Jednak nie podawata uzasadnienia
postulatow, na ktérych si¢ opierata, zwtaszcza reguty kwantowania momentu pedu.

Taka fizyczna interpretacje regut kwantowania Bohra zaproponowal de Broglie
przyjmujac, ze elektron krazacy wokot jadra po orbicie kotowej ze stata predkoscia jest
reprezentowany przez pewna fale materii - fale elektronowq ®

Ta fala, tak jak elektron, przebiega wielokrotnie wzdluz orbity kotowej, przy czym
w kazdym kolejnym okresie przebieg ulega doktadnemu powtorzeniu, to znaczy fala jest
zgodna w fazie z falami z poprzednich obiegdw. W przeciwnym razie powstajaca fala
wypadkowa miala by nat¢zenie rowne zeru.

Ten warunek zgodnosci faz oznacza, ze orbita musi na swym obwodzie miesci¢ catkowita
liczbg dlugosci fal de Broglie'a

2rr=nAi (34.4)

Co w polaczeniu z postulatem de Broglie'a prowadzi do wyrazenia

2nr = nﬁ (34.5)
» .
Stad moment pedu elektronu
h
L=pr=n— n=1,2,... (34.6)
2

Otrzymali$my warunek Bohra kwantyzacji momentu pgdu, ktory jest teraz konsekwencja
przyjecia zatozenia, ze elektron jest reprezentowany przez odpowiednia falg materii.

Na rysunku 34.2 przedstawione sa fale materii zwigzang z elektronem poruszajacym si¢
po orbicie o promieniu ». Dhugos¢ fali de Broglie’a zostala dobrana tak, aby orbita
o promieniu » zawierala catkowita liczbe n fal materii.
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Rys. 34.2. Ilustracja zwiazanych z elektronem fal materii na orbitach Bohra

Przedstawiony powyzej obraz sugeruje powstawanie stojacych fal materii.

Mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej ruch fal jest ograniczony przez natozenie pewnych
warunkow fizycznych (34.4), analogicznie jak dla drgan struny zamocowanej na obu
koncach. Przypomnijmy sobie, ze mamy wtedy do czynienia z falg stojaca (a nie biezaca),
a co wazniejsze w strunie moga wystepowac tylko pewne diugosci fal. Mamy wigc do
czynienia z kwantyzacja dtugosci fal wynikajaca z ograniczen natozonych na falg.

Co wigcej fale stojace nie przenosza energii (nie moze ona ptynac przez wezly, jest na stale
zmagazynowana w poszczegolnych punktach przestrzeni), elektron krazacy po orbicie nie
emituje promieniowania elektromagnetycznego, jest w stanie stacjonarnym.

Postulat de Broglie'a wiazacy elektron ze stojaca fala materii przynidst zadawalajace

uzasadnienie regul kwantowania Bohra i stworzyl fundament wspotczesnej teorii opisu
standw atomowych.
Sam jednak nie byl wystarczajacy, bo miedzy innymi nie dawal informacji o sposobie
rozchodzenia si¢ fal materii. Nie odpowiadal na pytanie jaka posta¢ moze mie¢ funkcja
opisujaca fale materii - funkcja falowa @, jak ja wyznaczy¢ oraz jaka jest jej interpretacja.
Problem ten zostal wyjasniony przez Heisenberga i Schrodingera, ktorzy zaproponowali
nowy sposob opisu §wiata mikroczastek - mechanike kwantowaq.
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35 Elementy mechaniki kwantowej

W 1926 roku E. Schrodinger sformutowal mechanike falowq (jedno ze sformutowan
fizyki kwantowej) zajmujaca si¢ opisem falowych wilasnosci materii. Wedtug tej teorii,
elektron w stanie stacjonarnym w atomie moze by¢ opisany za pomoca stojacych fal
materii, przy czym podstawg stanowi zwiazek de Broglie'a p = h/4 wiazacy wlasnosci
czasteczkowe z falowymi.

Teoria ta okre§la prawa ruchu falowego czastek w dowolnym uktadzie
mikroskopowym. Formuluje roéwnanie opisujace zachowanie si¢ funkcji falowej D
(funkcja opisujaca fale materii) dla takiego ukladu i1 okre§la zwiazek pomigdzy
zachowaniem si¢ czastek, a zachowaniem funkcji falowej opisujacej czastki.

Teoria Schrodingera stanowi uogoélnienie hipotezy de Broglie'a.

35.1 Funkcja falowa

Dotychczas przypisywalismy czastkom wilasnosci falowe podajac dlugos¢ fali materii
de Broglie'a stowarzyszonej z dana czastka. Jednak do petniejszego opisu wiasnosci
falowych postugujemy si¢ funkcja reprezentujaca falg¢ de Broglie'a, tak zwana funkcjq
falowq y.

Przypomnijmy, ze dla fal w strunie zaburzenie opisywaliSmy za pomoca rownania fali
opisujacego poprzeczne wychylenie y struny (punkt 13.2), a dla fal elektromagnetycznych
poprzez rownanie opisujace wektor natezenia pola elektrycznego E (punkt 29.3).
Analogiczng miara dla fal materii jest wlasnie funkcja falowa .

Najogolniej, jest to funkcja wspdirzednych przestrzennych i1 czasu wi(x,y,z,f). Na
przyktad dla swobodnej czastki poruszajacej si¢ w kierunku osi x mozna ja zapisac
w postaci prostej funkcji sinusoidalnej o amplitudzie 4

y:Asinzf(x—Vt) (35.1)

Zauwazmy, ze wyrazenie to jest identyczne jak wzor (13.4) opisujacy rozchodzenie si¢
(w kierunku x) fali harmonicznej wzdhuz dtugiego napr¢zonego sznura.

O ile jednak znamy fizyczne znaczenie funkcji opisujacej zaburzenie falowe dla struny
czy fali elektromagnetycznej to pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie jaki jest zwiazek
pomigdzy funkcja falowa, a opisywanym przez nia elektronem (czastka), pozostaje
wyjasni¢ z czym wiaze si¢ funkcja y.

Jako pierwszy fizyczna interpretacje funkcji falowej zaproponowal M. Born.

Prawo, zasada, twierdzenie

ol

ool Zasugerowal, ze wielkos¢ ‘1/1‘2 w dowolnym punkcie przedstawia miare

prawdopodobienstwa, zZe czqstka znajdzie sie w poblizu tego punktu to znaczy
w jakims obszarze wokot tego punktu np. w przedziale x, x+dx.

(Poniewaz funkcja falowa moze przyjmowac¢ wartosci zespolone to uwzgledniamy kwadrat
modutu funkcji falowe;j.)
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Ta interpretacja funkcji y daje statystyczny zwiazek pomigdzy fala i zwiazana z nia
czastka. Nie méwimy gdzie czastka jest ale gdzie prawdopodobnie si¢ znajdzie.
Jezeli w jakiej$ chwili ¢, dokonamy pomiaru majacego na celu ustalenie polozenia czastki
opisywanej funkcja falowa w(x,f) to prawdopodobienstwo, ze znajdziemy czastke
w przedziale [x, x+dx] wynosi \t//(x, t)\zdx. Wielkos¢ ‘l//‘z jest wiec miara gestosciq

prawdopodobienstwa ®

Poniewaz ruch czastki jest opisywany stowarzyszona z nia fala materii, to oczekujemy,
ze w miejscu przebywania czastki fala materii ma duza amplitud¢. Natomiast gdy
amplituda fali materii jest réwna zeru w pewnych punktach przestrzeni to
prawdopodobienstwo znalezienia czastki w tym miejscu jest zaniedbywalnie mate.

35.2 Zasada nieoznaczonosci

Zauwazmy, ze jedna z konsekwencji falowo-czasteczkowej natury materii jest to, ze
jedyne czego mozemy dowiedzie¢ si¢ o ruchu elektronéw to prawdopodobienstwo
znalezienia ich w przestrzeni. Powstaje pytanie czy musimy zadowoli¢ si¢ taka informacja
czy tez jest mozliwy pomiar, ktory da nam odpowiedz na przyklad na temat ewentualnych
orbit po ktorych poruszaja si¢ elektrony. Czy mozemy "doktadnie" opisa¢ ruch elektronu to
znaczy rownoczesnie okresli¢ jego potozenie 1 predkosc?

Negatywna odpowiedZz na to pytanie jest zawarta w zasadzie nieoznaczonosci
Heisenberga. Pierwsza czgs$¢ tej zasady dotyczy jednoczesnego pomiaru potozenia i pgdu.

3, Prawo, zasada, twierdzenie
&="9 Glosi ona, ze iloczyn nieokreslonosci pedu czqstki i nieokreslonosci jej potozenia
w danym kierunku jest zawsze wiekszy od statej Plancka.

Ograniczenie to wyrazaja nierownosci

Ap Ax=>h
Ap Ay = h (35.2)
Ap.Az>h

Zauwazmy, ze im dokladniej mierzymy ped, np. zmniejszamy Apy, tym bardziej rosnie
nieoznaczono$¢ potozenia Ax.

Druga cz¢$¢ zasady nieoznaczonosci dotyczy pomiaru energii 1 czasu potrzebnego na
wykonanie tego pomiaru.

4 Prawo, zasada, twierdzenie
=9 Jezeli czqstka posiada energie E, to doktadnos$¢ jej wyznaczenia AE zalezy od czasu
pomiaru At zgodnie z relacjq.

AEAt > h (35.3)

Im dluzej czastka jest w stanie o energii £ tym dokladniej mozna t¢ energi¢ wyznaczyc.
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Na szczegblne podkreslenie zastuguje fakt, Zze ograniczenie doktadnos$ci pomiarow nie
ma nic wspdlnego z wadami i niedoktadno$ciami aparatury pomiarowej lecz jest wynikiem
falowej natury czqstek. Tak mate obiekty jak czastki elementarne czy atomy nie podlegaja
prawom mechaniki klasycznej, ale prawom mechaniki kwantowe;.

Sama zasada stanowi podstawe stwierdzenia, ze w fizyce kwantowej musimy poshugiwac
si¢ pojeciem prawdopodobienstwa.

Zauwazmy, na przyktad, ze okreslenie potozenia przedmiotow opiera si¢ na
rejestrowaniu $wiatta odbitego przez te przedmioty. Po prostu widzimy gdzie sa
przedmioty. Swiatlo w ,,zderzeniu” z przedmiotami o duzej masie praktycznie nie zaburza
ich ruchu, ale catkiem inng sytuacj¢ mamy w przypadku elektronéw. Tutaj tez mogliby$Smy
si¢ spodziewac, ze zobaczymy elektron gdy odbije si¢ od niego $wiatto. Jednak elektron
w zderzeniu z fotonem doznaje odrzutu, ktory catkowicie zmienia jego ruch (przypomnij
sobie zjawisko Comptona). Tej zmiany ruchu elektronu nie mozna unikna¢ ani dokladnie
oceni¢. Gdyby wigc elektron poruszatl si¢ po $cisle okreslonym torze to znaczy istniatyby
orbity to bytyby one catkowicie niszczone przy probie pomiarow majacych potwierdzi¢ ich
istnienie. Dlatego wlasnie méwimy o prawdopodobienstwie znalezienia elektronu a nie
o okreslonych orbitach.

®5 Wiecej o zasadzie nieoznaczono$ci mozesz przeczytaé w Dodatku 1, na koncu
modutu X.

@ Cwiczenie 35.1

Przyjmijmy, ze elektron w atomie wodoru porusza si¢ z predkoscia v =10° m/s, ktora
mierzymy z doktadno$cia 1%. Z jaka najlepsza dokladnos$cia mozemy okresli¢ potozenie
tego elektronu. Wynik poréwnaj z promieniem orbity w modelu Bohra r; = 5.3:107"" m.
Czy mozemy w tych warunkach traktowac¢ elektron jak punkt materialny?

Wynik zapisz ponizej.

Ax:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

35.3 Teoria Schrédingera atomu wodoru

35.3.1 Réwnanie Schrodingera

Znajomos¢ Scistej postaci funkcji falowej jest niezbedna do okreslenia ruchu czastek
w konkretnych przypadkach (zjawiskach fizycznych). Przykladem moze by¢ funkcja
falowa y, opisujaca ruch czastki swobodnej, ktéra zostata przedstawiona w punkcie 35.1.
Taka S$cista posta¢ funkcji falowej dla dowolnego ukladu mozna znalez¢ rozwiazujac
rownanie Schrodingera. Jest to réwnanie rézniczkowe opisujace zachowanie si¢ uktadu
kwantowego w czasie i przestrzeni, ktore w szczegdlnosci przyjmuje postac
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Cy _ 2mp
=g ETU@ (35.4)

gdzie E jest energia catkowita czastki, U(x) jej energia potencjalna zalezna od jej
polozenia, a 7 =h/27x. Zalezno$¢ (35.4) przedstawia najprostsza forme rdwnania
Schrdédingera to jest rownanie w jednym wymiarze i niezalezne od czasu.

Rozwiazanie rdwnania Schrodingera polega na znalezieniu postaci funkcji falowej
1 wartosci energii czastki E przy znanej dziatajacej na czastke sile zadanej poprzez energi¢
potencjalng U.

35.3.2 Kwantowomechaniczny opis atomu wodoru

Omowimy teraz zastosowanie teorii Schrodingera do atomu wodoru. Ten przypadek ma
szczegbOlne znaczenie, gdyz byl to pierwszy uktad, do ktorego Schrodinger zastosowat
swoja teori¢ kwantowa i ktory stanowit pierwsza jej weryfikacje.

Poniewaz atom wodoru jest ukladem trojwymiarowym rownanie Schrodingera dla
atomu wodoru ma bardziej skomplikowana posta¢ niz podane wczesniej rownanie (35.4)

Oy (x,y,2) , Oy (x,p,2) O'w(x,y,z) _ 2m,
l//any + l//ayZy + l//aZZy == h2 [E_U(x’yiz)]l//

(35.5)

Zgodnie z rownaniem (19.4) energia potencjalna dwoéch ladunkéw punktowych
(elektronu i protonu) znajdujacych si¢ w odlegtosci 7 jest dana wyrazeniem

1 ¢ 1 e’

(] X, V,Z)=— =
R iy 4z, [X+y +2° (35.6)

Roéwnanie Schrodingera (35.5) rozwiazuje si¢ zazwyczaj we wspotrzednych sferycznych
(r, 6, @) (rysunek 35.1) bo energia potencjalna oddziatywania elektronu z jadrem
(rownanie 35.6) zapisana we wspotrzednych sferycznych jest funkcja tylko jednej
zmiennej (r) podczas gdy we wspotrzednych prostokatnych funkcja wszystkich trzech
wspotrzednych (x,y,z2).
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Rys. 35.1. Zwiazek pomigedzy wspotrzednymi prostokatnymi (x,y,z) i sferycznymi punktu P
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Rozwiazanie réwnania Schrodingera w trzech wymiarach jest problem trudnym
matematycznie mi¢dzy innymi ze wzgledu na obliczenia w trzech wymiarach. Dlatego nie
bedziemy go rozwiazywac, a jedynie oméwimy wybrane rozwigzania tego rdwnania dla
atomu wodoru.

35.3.3 Funkcje falowe

Okazuje sig, ze we wspotrzednych sferycznych mozna funkcje falowa przedstawic
najogolniej jako iloczyn dwoch funkeji: funkcji radialnej R(r) zaleznej tylko od promienia
r oraz funkcji katowej Y(6, ¢) zaleznej tylko od katow.

Rozwiazujac rownanie Schrodingera dla atomu wodoru stwierdzamy, ze funkcja falowa
elektronu zalezy od trzech liczb catkowitych - liczb kwantowych n, [, m,.

Worm (r0,0)=R, Y, (0,0) (35.7)

Przypomnijmy, ze w dotychczas prezentowanych modelach atomu wodoru, zaréwno
energia elektronu jak i1 dtugos¢ stojacej fali materii stowarzyszonej z elektronem zalezaly
od jednej liczby kwantowej n.

Tak jest w przypadku ruchu w jednym wymiarze. Jednak trojwymiarowa funkcja falowa
zalezy od trzech liczb kwantowych co wynika z faktu, ze ruch czastki w przestrzeni jest
opisany przez trzy niezalezne zmienne; na kazdq wspotrzednq przestrzennq przypada
Jjedna liczba kwantowa.

Te trzy liczby kwantowe oznaczane n, /, m; spelniaja nastgpujace warunki:

1=0,1,2,....,n—1 lub 0<I<n-1 (35.8)

Ze wzgledu na role jaka odgrywa liczba n w okresleniu energii catkowitej atomu, jest
nazywana gltownq liczbq kwantowq ®  Liczba I nosi nazwe¢ azymutalnej liczby
kwantowej ®, a liczba mynazywana jest magnetycznq liczbq kwantowq ®.

Roéwnania Schrodingera ma poprawne fizycznie rozwiazania tylko dla liczb kwantowych
spetniajacych warunki (35.8).

Z tych warunkéw wida¢, ze dla danej wartosci n (danej energii) istnieje na ogot kilka

réznych mozliwych wartos$ci /, m;.

Zgodnie z interpretacje Borna zwiazek pomigdzy fala materii i zwiazana z nia czastka
2

wyraza si¢ poprzez kwadrat modutlu funkcji falowej ‘l// ktory wyraza ggstos$¢

prawdopodobienstwa znalezienia czastki w danym punkcie przestrzeni

R, (Y., 6.0) (35.9)

2
Vot (120,0) =

Na rysunku 35.2 pokazane sa (dla kilku stanow kwantowych) wykresy radialnej gestosci
prawdopodobienstwa, danej wyrazeniem

439



Modut X — Elementy mechaniki kwantowe;

2 P 2
P =rR, () (35.10)

(Czynnik " w powyzszym rownaniu wynika stad, ze prawdopodobienstwo znalezienia
elektronu w obszarze pomiedzy » 1 r+dr, w trzech wymiarach, jest proporcjonalne do
elementarnej objetosci r2dr.).

Na rysunku 35.2 na osi x odtozona jest odlegtos¢ elektronu od jadra » podzielona przez
promien pierwszej orbity Bohra 7|, natomiast na osi y przyjgto jednostki umowne.

O 5 10 15 20 25
r/r1

Rys. 35.2. Radialna ggstos¢ prawdopodobienstwa dla elektronu w atomie wodorudlan=1,2, 3

Maksima ggstosci prawdopodobienstwa, zaznaczone linia przerywana, odpowiadaja
promieniom orbit w modelu Bohra dlan =1, 2, 3 (r, = rlnz).

2
Katowa gesto$¢ prawdopodobienstwa ‘Y,’m[ @, go)‘ tez mozna przedstawi¢ graficznie

w postaci tak zwanych wykresow biegunowych D

Na rysunku 35.3 pokazane sa wykresy biegunowe ggstos$ci prawdopodobienstwa dla kilku
stanéw kwantowych atomu wodoru.

Poczatek takiego wykresu umieszczamy w punkcie » = 0 (jadro), a kat € mierzymy od osi
pionowej (z). Dla danej warto$ci kata 6 punkt wykresu lezy w odlegtosci (mierzonej pod

katem 6) réwnej ‘Y,’ml @, (0)‘2 od poczatku ukladu tak jak to zaznaczono na jednym

z wykresow.
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Rys. 35.3. Katowa gestos¢ prawdopodobienstwa dla elektronu w atomie wodoru dla /= 0,1, 2

Obraz przestrzenny otrzymujemy przez obrot wykresow biegunowych wokoét pionowe;j osi
(uktad jest symetryczny ze wzgledu na kat ¢).

Katowe rozklady prawdopodobienstwa (takie jak na rysunku 35.3) nosza nazwe
orbitali ®. Do oznaczenia orbitali stosuje sig litery: /=0 - orbital s, /=1 - orbital p, [ =2 -
orbital d, / =3 - orbital £, itd.

Orbitale mozna traktowac¢ jako rozktady tadunku elektronu wokét jadra. Gdy méwimy,
ze jadro atomowe jest otoczone chmurg elektronowa mamy wita$nie na mysli orbitale.

35.3.4 Energia elektronu

Rozwiazanie roéwnania Schrodingera dla atomu wodoru dostarcza oprocz funkcji
falowych rowniez wartosci energii elektronu zwiazanego w atomie. Te energie wyrazaja
si¢ wzorem
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me* E
n:mzn—z1 n=12,... (35.11)
0

Otrzymane warto$ci sa identyczne z przewidywaniami modelu Bohra i warto$ciami
obserwowalnymi do$wiadczalnie. Wynik ten stanowit pierwsza weryfikacje teorii
Schrodingera.

Teoria Schrédingera atomu jednoelektronowego ma ogromne znaczenie, bo podajac
obraz struktury atomu stworzyla podstawy kwantowego opisu wszystkich atomow
wieloelektronowych, czasteczek oraz jader atomowych.

Opis falowy mikro$wiata jest juz dzisiaj dobrze ugruntowang teoria, a rozwdj technik
eksperymentalnych takich jak na przyktad skaningowy mikroskop tunelowy pozwala na
prowadzenie badan w $§wiecie atomow.

Ten rozdziat konczy modut dziesiaty; mozesz teraz przejs¢ do podsumowania i zadan
testowych.
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Podsumowanie

Emisja energetyczna promieniowania ciala doskonale czarnego zmienia si¢ wraz
z temperatura wedhug prawa Stefana-BoltzmannaR = oT*. Dhugoéé¢ fali dla ktorej

przypada maksimum emisji jest odwrotnie proporcjonalna do temperatury ciata.

Planck wyjasnit widmo emisyjne ciata doskonale czarnego zaktadajac, ze atomy nie
moga mie¢ dowolnej energii, ale tylko $Scisle okre§lone warto$ci dane wzorem E =nhv.
Ponadto atomy wypromieniowuja energi¢ (kwantami) tylko gdy przechodza ze stanu
stacjonarnego o danej energii do drugiego o innej energii.

Zgodnie z réwnaniem Einsteina dla zjawiska fotoelektrycznego hv =W + E,__ energia

kmax
hv fotonu, w czesci (W) zostaje zuzyta na wyrwanie elektronu z materiatu (jego
przejScie przez powierzchnig), a ewentualny nadmiar energii (hv - W) elektron
otrzymuje w postaci energii kinetyczne;.

Czastkowa naturg¢ §wiatta mozna w pelni zaobserwowaé¢ w do$wiadczeniu zwigzanym
z rozpraszaniem fal elektromagnetycznych na swobodnych elektronach, nazywanym

zjawiskiem  Comptona.  Zmiana  dlugosci  fali  fotonu  rozproszonego

AL =1"-1= L(l —cos@), gdzie ¢ jest katem odchylenia biegu fotonu.
m,c
Postulaty Bohra dotyczace atomu wodoru: 1)Elektron w atomie porusza si¢ po orbicie
kotowej pod wptywem przyciagania kulombowskiego pomigdzy elektronem i jadrem,
2) Elektron moze poruszac¢ si¢ tylko po takich orbitach, dla ktorych momemt pedu L jest
rowny calkowitej wielokrotnosci  stalej Plancka podzielonej przez 2z,
3) Promieniowanie elektromagnetyczne zostaje wystane tylko gdy elektron poruszajacy
si¢ po orbicie o catkowitej energii E; zmienia swoj ruch skokowo, tak ze porusza si¢
nastgpnie po orbicie o energii E;. Czgstotliwo$¢ emitowanego promieniowania jest

, E -E,
réwna v =
h
Kwantowanie promienia orbity jest opisane warunkiem 7 = n°7,, a kwantowanie energii
E
E =-L,
n n2

Dhugos¢ fal materii De Broglie'a jest okreslona zwiazkiem A = —.
p

Ruch elektronéw w atomie moze by¢ opisany przez stojace fale materii.
Funkcje¢ falowa w przedstawiajaca stan czastki interpretujemy tak, ze wielkos¢ \1//‘2

w dowolnym punkcie przedstawia miarg prawdopodobienstwa, ze czastka znajdzie sig
w poblizu tego punktu to znaczy w jakim$ obszarze wokot tego punktu.

Funkcje falowe w czastki 1 warto$ci jej energii E sa rozwigzaniem rdwnania
Schrdédingera, przy zadanej energii potencjalnej U.

Zasada nieoznaczonosci Heisenberga glosi, w zastosowaniu do pomiarow pedu
1 potozenia, ze iloczyn nieokreslonosci pedu czastki 1 nieokreslonosci jej polozenia
w danym kierunku jest zawsze wigkszy od statej Plancka np. Ap Ax > h. Druga czgs§¢
zasady nieoznaczonos$ci dotyczy pomiaru energii 1 czasu 1 stwierdza, ze jezeli czastka
posiada energi¢ E, to doktadno$¢ jej wyznaczenia AE zalezy od czasu pomiaru Af
zgodnie z relacja AEAt > h.
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Modut X - Materialy dodatkowe

Materiaty dodatkowe do Modutu X

X. 1. Zasada nieoznaczonosci w pomiarach

Aby przetestowa¢ nasze mozliwosci pomiarowe rozwazmy wiazke -elektrondw
padajacych z predkoscia vy na szczeling o szeroko$ci Ay, tak jak na rysunku ponizej.

wigzka
elektronow

v

v

v

v

v

ekran

Wiazka elektronow ugigta na szczelinie tworzy obraz dyfrakcyjny na ekranie

Jezeli elektron przechodzi przez szczeling to znamy jego potozenie z doktadnoscia Ay.
Elektrony ulegaja ugigciu na szczelinie tak, ze na ekranie obserwujemy obraz dyfrakcyjny.
Oznacza to, ze elektrony maja teraz oprocz predkosci poziomej takze sktadowa w kierunku
pionowym y (sa odchylone). Sprobujmy oceni¢ t¢ sktadowa pionowa predkosci.
Rozpatrzmy elektron padajacy na ekran w miejscu pierwszego minimum dyfrakcyjnego
(punkt 4 na rysunku powyzej). Pierwsze minimum jest dane rOwnaniem

Aysin@ =4 (X.1.1)
a dla matego kata 6
AyO~ A (X.1.2)
Elektron dolatujacy do punktu a (1-sze minimum) ma predkos¢ pionowa Av, taka, ze

. AV
sinfd~0=——~ (X.1.3)
VO

444



Modut X - Materiaty dodatkowe

Korzystajac z obu powyzszych réwnan otrzymujemy

AV , A
v, = AT/ (X.1.4)
lub
Av Ay =Av, (X.1.5)
Dhugos¢ fali wiazki elektronowej jest dana przez relacj¢ de Broglie'a
A= Z = mlflo (X.1.6)
Podstawiajac t¢ zalezno$¢ do rownania (X.1.5) otrzymujemy
AV, Ay ~ :1\\’/‘:) (X.1.7)
co mozna zapisac
Ap Ay~ h (X.1.8)

Jezeli chcemy poprawi¢ pomiar polozenia y (zmniejszy¢ Ay) to w wyniku zmniejszenia
szeroko$ci szczeliny otrzymujemy szersze widmo dyfrakcyjne (mocniejsze ugigcie).
Inaczej mowiac zwigkszone zostato Apy.

Otrzymany wynik zgadza si¢ z granica wyznaczang przez zasad¢ nieoznaczonosci.
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Modut X - Rozwiazania ¢wiczen

Rozwigzania ¢wiczen z modutu X

Cwiczenie 32.1
Dane: R = 355 W/m”.

Temperaturg obliczamy korzystajac z prawa Stefana-Boltzmana

1

gdzie o jest uniwersalng stalq (stala Stefana-Boltzmanna) réwna 5.67-10~° W/(m’K*).
Podstawiajac dane otrzymujemy 7" = 281.3 K czyli 8 °C. Uzyskany wynik jest zgodny ze
srednia temperatura powierzchni Ziemi.

Cwiczenie 32.2
Dane: Z wykresu 32.8 odczytujemy warto$¢ progowej czestotliwosci dla sodu vo = 4.5-10™
Hz, h=6.63-10""Js, 1eV =1.6:10" J.

Jezeli $wiatlo ma progowa czgstotliwos¢ vy, to hvy = W bo wtedy Ejpax = 0.
Pracg wyjscia obliczamy wigc z zaleznosci W= hvy .

Po podstawieniu danych otrzymujemy W =2.98-10" J = 1.86 eV.

Tyle wlasnie wynosi energia fotonu o czgstotliwos$ci progowej vo.

Cwiczenie 32.3
Dane: W=2eV, h=6.63-10"*Js, c=3-10° m/s, 1eV =1.6:107" J.

Promieniowanie widzialne obejmuje zakres dlugosci fal od 400 do 700 nm.

Odpowiada to zakresowi czgstotliwosci (v = ¢/A) od 7.5:10" do 4.3-10" Hz i zakresowi
energii fotonow (£ = hv) od 1.78 do 3.11 eV

Oznacza to, ze fotokomorkeg, w ktorej zastosowano elektrod¢ wykonana z cezu mozna
zastosowac¢ jako czujnik dla promieniowania widzialnego ale nie w calym zakresie bo
czestotliwosé progowa dla cezu wynosi vo=W/h = 4.8:10" Hz i promieniowanie
czerwone, pomaranczowe 1 zotte nie bedzie przez nig rejestrowane.

Cwiczenie 32.4
Dane: A =0.1 nm, 4 = 6.63-10"* Js, ¢ = 3-10° m/s, mo =9.1-10" kg, 1eV =1.6:107" J.

Przesunigcie Comptona jest dane wyrazeniem

AM=1"-2 =L(1—cosgp)

mc

1 przyjmuje maksymalna warto$¢ dla ¢ = 180°. Wowczas
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Modut X - Rozwiazania ¢wiczen

/1':/1+L

myc

Po podstawieniu danych otrzymujemy A' = 0.105 nm.
Zmianie dtugos$ci fali odpowiada zmiana czgstotliwosci 1 w konsekwencji zmiana energii
fotonow

AE =hv—hv'=h<—h<
A A

Po podstawieniu danych otrzymujemy AE = 592 eV. Zmiana energii rozpraszanego fotonu
jest rowna energii kinetycznej jaka zyskuje elektron podczas zderzenia z fotonem.

Cwiczenie 33.1
Obliczamy stosunek energii kinetycznej do energii potencjalnej elektronu

2

e
E, _ 8mgyr 1
= 0=
E, e 2
4re,r

Widzimy, ze stosunek tych energii jest staty (nie zalezy od promienia orbity).

Cwiczenie 33.2
Dane: n =1, me=9.1-10"" kg, e=1.6:10" C, ¢o=8.8510"2 Fm ™', h=6.63-10"" Js,
E; =-13.6¢V,1eV=1.610"1.

Promien orbity obliczamy z zaleznos$ci (33.10)

2
o, hey 3
r,=n——=n1n n=12,...

podstawiajac dane otrzymujemy r; = 5.3-107"" m.
Stosunek energii kinetycznej do energii potencjalnej elektronu jest staly 1 wynosi

En

1
2

t

pl
Ponadto energia catkowita

E =E,+E,

Na podstawie tych dwoch rownan otrzymujemy:
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Modut X - Rozwiazania ¢wiczen

Ekl :_El =13.6eV Epl :2E1 =—27.2¢V.
Predkos¢ liniowa obliczamy z zaleznos$ci (33.16)

2
e

VvV =

4rg mr

podstawiajac dane otrzymujemy (dla 7, = 5.3-107"" m) v; = 2.2-10° my/s.
Czgstotliwos$¢ jest zwiazana z predkoscia liniowa i promieniem relacja

podstawiajac dane (r, = 5.3-10""" m oraz v, = 2.2:10° m/s) otrzymujemy v = 6.6:10"° Hz.

Cwiczenie 33.3
Dane: E; =—13.6 eV, h=6.63-10"*Js, c = 3-10° m/s, 1eV = 1.6:107 J.

Energie fotonéw wyrazaja si¢ wzorem (33.13)

c 1 1
hv:hZ:Ek_Ej :El(kZ_‘]ZJ

Dla serii Balmera ( j = 2) otrzymujemy kolejno:

dla k=3, hv; = 1.89 eV oraz 1; = 658 nm - swiatto czerwone,

dla k=4, hv, =2.55 eV oraz 1, = 487 nm - Swiatlo niebieskie,

dlak=5, hvs=2.86 €V oraz A3 = 435 nm - Swiatlo fioletowe,

dla k = 6, hvy = 3.02 eV oraz A4 = 412 nm - na granicy mig¢dzy $wiatlem widzialnym
1 nadfioletem,

adlan — oo, hv, = 3.40 eV oraz 4, = 366 nm — nadfiolet (poza obszarem widzialnym).

Cwiczenie 35.1
Dane: v =10° m/s, AV/V = 1%, m, =9.1-107" kg, h = 6.63-107* Js, r, = 5.3-10""! m.

Nieokreslonos¢ predkosci elektronu (np. w kierunku x) wynosi Av, = 0.01-v = 10* m/s, a
nieokreslono$¢ jego pedu Ap, = me-Av =9.1-107 kgmy/s.
Nieokreslono$¢ potozenia wyznaczamy z zasady nieoznaczonosci

Acs P

Ap,

Po podstawieniu danych otrzymujemy Ax = 7.3:10™® m. Nieokre$lonos¢ potozenia
elektronu jest o trzy rzedy wielkosci wigksza od promienia pierwszej orbity w modelu
Bohra.
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Modut X - Test kontrolny

Test X

1.

Wiékno wolframowe zaréwki o mocy 60 W ma $rednice d = 0.3 mm i dlugos¢ rowna
/=10 cm. Oblicz temperatur¢ spirali, zaktadajac, ze zdolno$¢ emisji spirali
wolframowej wynosi e = 0.26 zdolnosci emisyjnej ciata doskonale czarnego.

Praca wyjscia dla litu wynosi W=2.3 eV. Czy wystapi efekt fotoelektryczny, gdy
oswietlimy jego powierzchnig kolejno swiattem o dlugosci 500 nm i 650 nm ?

Swiatto zotte o dhugosci A =7589 nm jest rejestrowane przez oko ludzkie przy
minimalnej mocy promieniowania padajacego na siatkowke P =1.7-10" W. Jaka jest
ilos¢ fotonow padajacych na siatkdwke oka w ciagu jednej sekundy?

Jakie powinno by¢ napigcie hamowania, jesli praca wyjscia z metalu wynosi
W=23eV, a oswietlany jest promieniowaniem o dilugosci 400 nm ? Jaka jest
maksymalna predkos¢ elektronéw wybijanych z powierzchni tego metalu?

Fotony o dlugosci fali 4= 0.005 nm zderzajq si¢ ze swobodnymi elektronami. Jaka jest
dhugo$¢ fotonu rozproszonego odpowiednio pod katem 30°, 90° 1 180°?

Gazowy wodor zostat wzbudzony do stanu n = 4. Jaka energi¢ zaabsorbowat atom? Ile
linii zaobserwujemy w widmie emisyjnym tego gazu?

Jaka energia jest potrzebna do usunigcia poza atom wodoru elektronu znajdujacego si¢
w stanie n = 6 ?

Ile wynosi dhlugos¢ fali de Broglie'a tak zwanych neutronéw termicznych

oo : . 3 .
w temperaturze 300 K ? Energia kinetyczna takiego neutronu jest rowna EkT , gdzie k

jest stala Boltzmanna.
Sprobuj pokazac, ze jezeli niepewnos¢ potozenia czastki jest rowna dhugosci jej fali
de Broglie'a to niepewnos¢ jej predkosci jest rowna tej predkosci.
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Modut XI — Atomy wieloelektronowe

36 Atomy wieloelektronowe

W poprzednim module moéowiliSmy o zastosowaniu mechaniki kwantowej do opisu
falowych wtasnosci materii w tym do opisu atomu wodoru. Migdzy innymi pokazalismy,
ze ta teoria przewiduje, ze catkowita energia elektronu w atomie jednoelektronowym jest
wielkos$cig skwantowana.

Na tej podstawie mozna wnioskowac z kolei, ze w atomie wieloelektronowym catkowita
energia kazdego z elektronéw rowniez jest skwantowana i w konsekwencji skwantowana
tez jest energia calego atomu.

Pokazemy teraz w jaki sposoéb mechanika kwantowa pozwala zrozumie¢ strukturg
atomow wieloelektronowych wyjasniajac miedzy innymi dlaczego w atomie znajdujacym
si¢ w stanie podstawowym wszystkie elektrony nie sq zwiqzane na najbardziej
wewnetrznej powloce (orbicie). Fizyka klasyczna nie wyjasnia tego problemu; dopiero
mechanika kwantowa przyniosta podstawy teoretyczne, na gruncie ktérych mozna
przewidzie¢ wlasnosci pierwiastkow.

36.1 Orbitalny moment pedu i spin elektronu

Rozwiazujac réwnanie Schrodingera dla atomu wodoru stwierdzilismy, ze funkcja
falowa elektronu zalezy od trzech liczb kwantowych n, [, m;. , przy czym stwierdzili$my,
ze gtowna liczba kwantowa n jest zwiagzana z kwantowaniem energii catkowitej elektronu
w atomie wodoru.

Okazuje sig, ze liczby kwantowe /, m; opisuja z kolei kwantowanie przestrzenne momentu
pedu elektronu.

36.1.1 Orbitalny moment pedu

Zgodnie z zasadami mechaniki klasycznej moment pedu elektronu krazacego wokot
jadra w odleglos$ci 7 jest dany wyrazeniem

L=rxm\V =rxp (36.1)

Jednak z zasady nieoznaczono$ci (punkt 35.2) wynika, ze nie mozna jednocze$nie
w doktadny sposodb wyznaczy¢ pofozenia 1 pedu elektronu wigc nie mozna tez doktadnie
wyznaczy¢ momentu pedu.

Okazuje sig, ze dla elektronu krazacego wokoét jadra mozna doktadnie wyznaczy¢ jego
warto$¢ (dtugo$¢ wektora L) oraz rzut wektora L na pewna wyrodzniona o§ w przestrzeni
(na przyktad oS z) to znaczy wartos¢ jednej jego sktadowej L.. Pozostate sktadowe L, 1 L,
maja wartos$ci nieokreslone. Warto$ci L oraz L. sa skwantowane

L:2h4/1(1+1)

T
Lz = iWll
2

(36.2)

gdzie/=0,1,2,...; m=0,£1,4+2,+3, ..., + L
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Podsumowujac

= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Wartos¢ orbitalnego momentu pedu elektronu w atomie i jego rzut na os z przyjmujq
scisle okreslone wartosci zalezne od liczb kwantowych 1 i m,.

36.1.2 Spin elektronu

Na podstawie badania widm optycznych atoméw wodoru i metali alkalicznych oraz
do$wiadczen nad oddzialywaniem momentow magnetycznych atomow 2z polem
magnetycznym (do$wiadczenie Sterna-Gerlacha) odkryto, ze wszystkie elektrony maja,
oprocz orbitalnego, rowniez wewngtrzny moment pedu , ktdry zostat nazwany spinowym
momentem pedu (spinem) ®_ Okazato sig, ze elektron zachowuje sig tak, jakby byl kulka
wirujaca wokot pewnej osi obrotu (analogicznie jak Ziemia obiegajaca Stonce i obracajaca
si¢ wokot swej osi).

Okazuje si¢ ponadto, ze spin jest skwantowany przestrzennie i ze dla danego stanu
orbitalnego sa mozliwe dwa kierunki spinu czyli, ze rzut wektora spinu na o$ z moze
przyjmowac tylko dwie wartosci co okresla spinowa liczba kwantowa s @, ktora moze
przyjmowac¢ dwie wartosci s = £ 5.

Moment pgdu atomu jest suma momentdw pedow orbitalnych i spindéw wszystkich
elektrondw w atomie i jest tez skwantowany przestrzennie.

36.2 Zasada Pauliego

W 1869 r. Mendelejew jako pierwszy zauwazyl, ze wigkszo$¢ wiasnosci pierwiastkow
chemicznych jest okresowa funkcja liczby atomowej Z D okreslajacej liczbe elektronow
w atomie, co najlepiej uwidacznia si¢ w odpowiednio skonstruowanym uktadzie
okresowym pierwiastkow. Wtasciwosci chemiczne i fizyczne pierwiastkOw powtarzaja si¢
jezeli zebra¢ je w grupy zawierajace 2, 8, 8, 18, 18, 32 elementow.

W 1925 r. Pauli podat prosta zasade (nazywana zakazem Pauliego ®), dzigki ktorej
automatycznie s generowane grupy o liczebnosci 2, 8, 18, 32. Pauli zapostulowat, ze

= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 W atomie wieloelektronowym w tym samym stanie kwantowym, moze znajdowac sie
co najwyzej jeden elektron.

Poniewaz stan kwantowy charakteryzuje zespot czterech liczb kwantowych

n=12,3 ...
[=0,1,2,.... ,n—1
m,=0,£1,+2,..... ,2(-1),xl (36.3)
s:il
2

wigc zasada Pauliego moze by¢ sformutowana nastgpujaco
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= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 W atomie wieloelektronowym elektrony muszq sie réznié przynajmniej jednq liczbq
kwantowq.

:@ Przyklad

Zgodnie z ta zasada na orbicie pierwszej n = 1 moga znajdowac si¢ tylko dwa elektrony bo
dla n = 1 odpowiednie liczby kwantowe zgodnie z warunkami (36.3) wynosza :

(n, I, my, s)=(1,0,0,= %)
Dla n =2 mamy:

(n, 1, my, 5) = (2,0,0,£ ), (2,1,1 £ %), (2,1,0,£ 1), (2,1,-1,£ ).

Stad wynika, ze w stanie n = 2 moze by¢ 8 elektronow.

@ Cwiczenie 36.1

Sprobuj teraz pokazaé, ze w stanie n = 3 moze znajdowac si¢ 18 elektronow. Zapisz
ponizej liczby kwantowe odpowiadajace tym orbitalom.

(n, I, my, s) =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Na zakonczenie warto dodaé, ze na podstawie danych doswiadczalnych stwierdzono, ze
zasada (zakaz) Pauliego obowiazuje dla kazdego uktadu zawierajacego elektrony, nie tylko
dla elektronéw w atomach.

36.3 Ukfad okresowy pierwiastkow

Postugujac si¢ zasada Pauliego mozna okresli¢ jakie stany w atomie sa obsadzane
elektronami. Skorzystamy z niej, zeby rozpatrzy¢ przewidywana przez teori¢ kwantowa
strukturg niektorych pierwiastkow.

Wprowadzmy do opisu konfiguracji nast¢pujaca konwencj¢: numer powloki ® (n)
piszemy cyfra, natomiast podpowloki ® (orbitale): /=0, 1, 2, 3, oznaczmy literami s, p, d,
f itd. (patrz punkt 35.3). Wskaznik gorny przy symbolu podpowtoki okresla liczbe
znajdujacych si¢ w niej elektronéw, a wskaznik dolny przy symbolu chemicznym
pierwiastka okresla warto$¢ Z.

e Jako pierwszy rozpatrzymy atom helu (Z = 2) — ,He : 1s*.

Najpierw przeanalizujemy zjonizowany atom He". Jest to uktad jedoelektronowy podobny
do atomu wodoru, a rdznica polega tylko na tym, ze w jadrze helu znajduja si¢ dwa (Z = 2)
protony. W zwiazku z tym energia takiego jonu jest dana wzorem analogicznym jak dla
atomu wodoru
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Z’me’ z? z
E=mms s s =B =136 eV (36.4)
0

a czynniki Z* jest zwiazany z réznica tadunku jadra.

Jezeli teraz dodamy drugi elektron na powlokg¢ n = 1 to kazdy z elektronow bedzie
oddziatywal nie tylko z jadrem ale i z drugim elektronem; begdzie si¢ poruszat
w wypadkowym polu elektrycznym jadra (przyciaganie) i elektronu (odpychanie). Jezeli
elektron znajduje si¢ blisko jadra (blizej niz drugi elektron) to porusza si¢ w polu
kulombowskim jadra Z = 2, a jezeli znajduje si¢ dalej to wowczas oddziatuje z tadunkiem
jadra Z 1 tadunkiem drugiego elektronu czyli porusza si¢ w polu tadunku jadra
pomniejszonego o tadunek drugiego elektronu Z — 1. Mowimy, ze elektron ekranuje
tadunek jadra. Srednia arytmetyczna tych dwoch wartosci daje efektywna warto$é Zy=1.5
odpowiadajaca wypadkowemu tadunkowi jaki ,,czuja” elektrony w atomie helu. Mozemy
wigce uogdlni¢ wzoér (36.4) do postaci

2

Zef

Na podstawie tak oszacowanego tadunku efektywnego otrzymujemy energie jonizacji ®
| =-13.6-(1.5)° /1 =~30eV .

W rzeczywistosci elektrony nie tylko ekranuja tadunek jadra ale tez odpychaja si¢
nawzajem (dodatnia energia potencjalna), wigc energia wiazania jest mniejsza. Zmierzona
energia jonizacji helu wynosi 24.6 eV (co odpowiada Z,,= 1.35).
Jest to najwigksza energia jonizacji sposrod wszystkich pierwiastkow i sity chemiczne nie
moga dostarczy¢ takiej energii jaka jest potrzebnej do utworzenia jonu He'. Rowniez
utworzenie jonu He™ jest niemozliwe bo powloka n = 1 jest juz "zapetniona" i dodatkowy
elektron obsadzatlby powloke n = 2 znacznie bardziej oddalona od jadra. Ladunek
efektywny widziany przez ten elektron bedzie wigc rowny zeru i nie dziata zadna sita
mogaca utrzymac ten elektron.
W rezultacie hel jest chemicznie obojetny, nie tworzy czasteczek z zadnym pierwiastkiem.
Podobnie zachowuja si¢ atomy innych pierwiastkow o catkowicie wypetionych
powlokach. Nazywamy je gazami szlachetnymi.
e Jako kolejny oméwimy atom litu (Z = 3) — sLi : 1s*2s".
Zgodnie z zasada Pauliego dwa elektrony znajduja si¢ w stanie n = 1, a trzeci elektron na
powloce n = 2. Zmierzona warto$¢ energii jonizacji litu wynosi 5.4 eV (co odpowiada
Zy=1.25).
Taki jednokrotnie zjonizowany atom litu jest podobny do atomu helu z ta réznica, ze ze
wzgledu na fadunek jadra (Z = 3) Z,; = 2.35 (jest wigksze o 1 niz dla helu). Oznacza to, ze
oderwanie drugiego elektronu wymaga energii az 75.6 eV. Dlatego spodziewamy sig, ze
w zwiazkach chemicznych lit bedzie wykazywaé warto§ciowos¢ +1.
e Kolejnym pierwiastkiem jest beryl (Z = 4) — 4Be : 15’257,

Beryl jest podobny do litu bo zgodnie z zasada Pauliego w stanie 2s* moga znajdowa¢é
si¢ dwa elektrony. Dla berylu energia oderwania (jonizacji) drugiego elektronu nie jest
duzo wigksza niz dla pierwszego i beryl w zwiazkach chemicznych ma warto$ciowos¢ +2.

czyli energie oderwania jednego elektronu rowna E

jonizacji
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e Od boru (Z=5) do neonu (Z = 10):

bor (Z =5) — sB : 1s*2s%2p'
wegiel (Z = 6) — ¢C : 1s*2s*2p?
azot (Z=7) — 7N : 1s22522p3
tlen (Z = 8) — 50 : 1s*2s*2p*
fluor (Z=4) — oF : 1s22s22p5
neon (Z=4) — yNe: 1s22s22p6

W tych szesciu pierwiastkach elektrony zapetniaja podpowtoke 2p (n=2,/=1)
Wsrod tych pierwiastkow na uwage zastuguja fluor 1 tlen, ktorym do zapehienia orbity p
brakuje odpowiednio jednego i dwoch elektronow. Te "wolne" miejsca sa stanami o niskiej
energii 1 dlatego pierwiastki te wykazuja silna tendencje do przylaczenia dodatkowych
elektronow tworzac trwate jony FI' i O7. To zjawisko jest zwane powinowactwem
elektronowym ®. Fluor i tlen sa wigc aktywnymi pierwiastkami chemicznymi.
Kontynuujac powyzszy schemat mozna napisa¢ konfiguracje elektronowa dowolnego
atomu. Okazuje si¢ jednak, ze w niektorych przypadkach przewidywane konfiguracje nie
pokrywaja si¢ z obserwowanymi. Wnioskujemy, ze réznice energii pomig¢dzy niektorymi
podpowtokami musza by¢ tak mate, ze w pewnych wypadkach moze zosta¢ odwrdcona
kolejnos¢ ich zapetliania. Mozna to zobaczy¢ na rysunku ponizej. Krzywe koncza si¢ na
Z =80 (rte¢). Uwaga: skala energii nie jest liniowa.

5d
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Rys. 36.1. Kolejnos¢ zapetniania podpowlok (orbitali)

Zwroémy uwagg, ze kazda podpowloka p ma wyzsza energi¢ od poprzedzajacej ja powloki
s. Natomiast réznice energii pomiedzy kazda podpowtloka s i poprzedzajaca ja powloka p
sa szczegOlnie duze. W konsekwencji wzbudzenie elektronu w atomach pierwiastkow,
w ktorych zakonczyto sie witasnie zapelnianie powtoki p jest bardzo trudne (gazy
szlachetne).

W ten sposéb na gruncie mechaniki kwantowej] mozna przeanalizowa¢ wlasnos$ci
wszystkich pierwiastkow.
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36.4 Promienie X

W  poprzednich wyktadach mowiliSmy juz o zastosowaniu promieniowania
rentgenowskiego. Teraz poznamy wigcej szczegotow dotyczacych widma tego
promieniowania. Na rysunku 36.2 ponizej pokazana jest lampa rentgenowska.

wysokie napiecie U

( anoda katoda
PRI N
> < —— zarzenie
—S |
\ e~
strumien elektronow ;

4

promienie X

Rys. 36.2. Schemat lampy rentgenowskie;j

Elektrony emitowane z katody sa przyspieszane przez wysokie napiecie rzedu 10* V
(przytozone pomigdzy katoda i anoda) i uderzaja w anodg (tarczg). W anodzie elektrony sa
hamowane az do ich catkowitego zatrzymania.

Zgodnie z fizyka klasyczna, w wyniku tego hamowania powinna nastapi¢ emisja
promieniowania elektromagnetycznego o widmie ciaglym poniewaz tadunek doznaje
przyspieszenia (opdznienia).

Przyktadowy rozktad widmowy rentgenowski otrzymany dla wolframu jest pokazany na
rysunku 36.3.

Natezenie

-

0.15

0.00 005 _ 010
A (nm)

Rys. 36.3. Widmo rentgenowskie wolframu
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Najbardziej charakterystycznymi cechami obserwowanych rozkltadow widmowych

promieniowania X sa:

e Charakterystyczne linie widmowe to jest maksima natgzenia promieniowania
wystepujace dla $cisle okreslonych dhugosci fal. Zaobserwowano, ze widmo liniowe
zalezy od materiatu (pierwiastka) anody.

e Istnienie dobrze okreslonej minimalnej dlugosci fali 4,,;, widma ciaglego. Stwierdzono,
ze warto$¢ A, zalezy jedynie od napigcia U 1 jest taka sama dla wszystkich
materiatéw, z jakich wykonana jest anoda.

Istnienie krotkofalowej granicy widma ciaglego promieniowania X nie moze by¢
wyjasnione przez klasyczna teori¢ elektromagnetyzmu bo nie istnieja zadne powody, aby
z anody nie mogly by¢ wystane fale o dlugos$ci mniejszej od jakiej§ wartosci graniczne;.
Jezeli jednak potraktujemy promieniowanie rentgenowskie jako strumien fotonow to
wyjasnienie obserwowanego zjawiska jest proste. Elektron o poczatkowej energii
kinetycznej Ei (uzyskanej dzigki przyspieszeniu napigciem U) w wyniku oddziatywania
z ciezkim jadrem atomu tarczy (anody) jest hamowany i energia jaka traci pojawia si¢
w formie kwantow (rysunek 36.4).

foton
L —abaaiatl kL P -
elektron \
o
jadro

Rys. 36.4. Oddziatywanie elektronu z atomem tarczy zmienia jego energi¢ kinetyczna

Energia powstajacego fotonu jest dana wzorem

h=E, —E, (36.6)
gdzie E}' jest energia elektronu po zderzeniu. Elektron w trakcie zderzenia przekazuje jadru
pewna energi¢ jednak ze wzgledu na to, ze jadra tarczy sa bardzo cigzkie (w poréwnaniu

do elektronu) mozemy ja zaniedbac.
Dhugos¢ fali fotonu mozna obliczy¢ z relacji

W~ -E, (36.7)

W wyniku zderzen elektrony traca rdézne iloSci energii )typowo elektron zostaje
zatrzymany w wyniku wielu zderzen z jadrami tarczy) otrzymujemy wigc szereg fotonow
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o roznych energiach (r6znych 4). Wobec tego promieniowanie rentgenowskie wytwarzane
przez wiele elektronéw bedzie miato widmo ciggte.

Powstaje wiele fotonow o dtugosciach od 4, do 4 — oo, co odpowiada réznym energiom
traconym w zderzeniach. Foton o najmniejszej dlugosci fali 4., (zarazem maksymalnej
energii) bedzie emitowany wtedy gdy elektron straci cata energi¢ w jednym procesie
zderzenia. Oznacza to, ze po tym zderzeniu E;' = 0 wigc

hT =E, (36.8)

Poniewaz energia kinetyczna elektronu jest rowna eU (elektron przyspieszony napigciem
U) wigc otrzymujemy zwiazek

h——=eU (36.9)

skad
_fe (36.10
‘min eU . )

Tak wigc minimalna dlugo$¢ fali odpowiadajaca catkowitej zamianie energii kinetyczne;j
elektronéw na promieniowanie zalezy jedynie od napigcia U, a nie zalezy na przyklad od
materiatu z jakiego zrobiono tarczg.

Podobnie na gruncie fizyki kwantowej mozna wyjasni¢ powstawanie widma liniowego
(charakterystycznego).
Elektron z wiazki padajacej przelatujac przez atom anody moze wybi¢ elektrony z réznych
powtok atomowych. Na oproznione miejsce (po wybitym elektronie) moze przejsc
elektron z wyzszych powtok. Towarzyszy temu emisja fotonu o $ci$le okreslonej energii
rownej roznicy energii elektronu w stanie poczatkowym (przed przeskokiem) i stanie
koncowym (po przeskoku). Z kolei powstalo miejsce wolne tak zwana dziura po
elektronie, ktory przeskoczyl na nizsza powloke. Miejsce to moze by¢ zapetione przez
kolejny elektron z wyzszej powtoki itd.
Zazwyczaj proces powrotu atomu do stanu podstawowego sktada si¢ wigc z kilku krokow
przy czym kazdemu towarzyszy emisja fotonu. W ten sposéb powstaje widmo liniowe.
Czestotliwos¢ (dlugo$¢ fali) promieniowania charakterystycznego mozemy obliczy¢
korzystajac ze wzoru analogicznego do wyrazenia (33.13), ktory podalismy dla atomu
wodoru

v=(Z—a)2Rc(k12—j12j (36.11)

gdzie R jest stala Rydberga. We wzorze tym uwzgledniono fakt, ze w atomie
wieloelektronowym elektron jest przyciagany przez jadro o tadunku +Ze, a rbwnocze$nie
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obecno$¢ innych elektronéw ostabia to oddziatywanie. Efekt ten nazywamy ekranowaniem
jadra i uwzgledniamy go poprzez wprowadzenie statej ekranowania a.

Widzimy, Ze czgstotliwo$¢ promieniowania charakterystycznego jest proporcjonalna do
kwadratu liczby atomowej Z wigc jest charakterystyczna dla atomow pierwiastka anody. Ta
zalezno$¢ jest nazywana prawem Moseleya. Mozemy si¢ nig postuzy¢ przy analizie
liniowych widm rentgenowskich w celu identyfikacji pierwiastkéw lub ich zawarto$ci w
badanym materiale.

@ Cwiczenie 36.2

Korzystajac z wyrazenia (36.11) oblicz jaka jest maksymalna czgstotliwos¢ fotonoéw
promieniowania X wysylanego z miedzi i otowiu. Zauwaz, ze najwigksza energi¢ beda
mialy fotony emitowane przy przeskoku elektronu z najbardziej odleglej powltoki £ — o
na orbite pierwsza j = 1. Stata Rydberga R =1.097-10" m™', a predkos¢ $wiatta ¢ =3-10°
m/s. Liczbe¢ atomowa miedzi 1 otowiu odczytaj z uktadu okresowego, a stala ekranowania
przyjmij rdwna a = 2. Podaj rowniez energie fotonow oraz ich dlugosci fal.

Wynik zapisz ponizej.

Dla miedzi:
meIX = hvmax = 2’}'ﬂtl)(' =
Dla olowiu:
Vmax = hvmax = ﬂvmax =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

36.5 Lasery

Na zakonczenie tego wyktadu omowimy przyktad wykorzystania zjawisk kwantowych
w praktyce. Przedstawimy kwantowy generator swiatta nazwany laserem. Urzadzenie to
znalazto bardzo szerokie zastosowanie min. w telekomunikacji, badaniach naukowych,
technologii obrobki metali 1 medycynie.

36.5.1 Emisja spontaniczna

Zgodnie z postulatem Bohra, promieniowanie elektromagnetyczne zostaje wystane
tylko wtedy gdy elektron poruszajacy si¢ po orbicie o catkowitej energii E; zmienia swoj
ruch skokowo, tak Ze porusza si¢ nastgpnie po orbicie o energii £, Mowimy, ze czastka
(elektron) przechodzi ze stanu wzbudzonego (o wyzszej energii) do stanu podstawowego.
Takiemu samoistnemu przej$ciu towarzyszy emisja fotonu o czgstotliwosci

E, —E,
ok

N (36.12)
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Zjawisko takie jest nazywane emisjq spontaniczng D

Jezeli réznica energii wynosi kilka elektronowoltow (na przyklad tak jak w atomie
wodoru, gdzie E; =—13.6 eV) to czas charakterystyczny dla procesu emisji spontanicznej
ma warto$¢ rzedu 10°° s.

Oczywiscie atomy (czasteczki) nie tylko emitujq ale 1 absorbujq promieniowanie
o $cisle okreslonych czgstotliwosciach (dlugo$ciach fali). Poniewaz elektron w atomie ma
energi¢ catkowita réwna jednej z energii dozwolonych (stan stacjonarny) wigc
z padajacego promieniowania absorbuje tylko okreslone kwanty energii przechodzac ze
stanu podstawowego do wzbudzonego. Energia absorbowanych kwantéw v jest doktadnie
rowna roznicy pomig¢dzy energiami dozwolonych stanow.

36.5.2 Emisja wymuszona

Teoria kwantowa przewiduje takze, ze oprocz emisji spontanicznej oraz procesow
absorpcji moze wystapi¢ takze inny proces, nazywany emisjq wymuszong ¥ .
Przypusémy, ze atom znajduje si¢ w stanie wzbudzonym Ej i moze przy przejsciu do stanu
podstawowego E; emitowac foton o energii (Ex — Ej). Jezeli taki atom zostanie o$wietlony
promieniowaniem, ktore zawiera fotony o energii wlasnie réwnej (E;— Ej) to
prawdopodobienstwo wypromieniowania energii przez atom wzrosnie.
Takie zjawisko przyspieszenia wypromieniowania energii przez o$wietlenie atomow
wzbudzonych odpowiednim promieniowaniem nazywamy wtasnie emisjq wymuszongq.
Ponadto, bardzo wazne jest to, ze

/= Prawo, zasada, twierdzenie

=29 W emisji spontanicznej mamy do czynienia z fotonami, ktérych fazy i kierunki sq
roztozone przypadkowo. Natomiast foton wysytany w procesie emisji wymuszonej
ma takq samq faze oraz taki sam kierunek ruchu jak foton wymuszajqcy.

Emisja wymuszona stwarza wigc szansg uzyskania promieniowania spojnego.
Procesy absorpcji, emisji spontanicznej i emisji wymuszonej pokazane sa schematycznie
na rysunku 36.5.

E k F 3
\N\N\»
AVAVAV NN\N» AVAVAYS
E J \ 4 v
absorpcja emisja emisja
spontaniczna wymuszona

Rys. 36.5. Absorpcja, emisja spontaniczna i emisja wymuszona

Zeby przeanalizowa¢ mozliwo$é emisji wymuszonej musimy wiedzie¢ jak atomy
(czasteczki) uktadu obsadzaja rézne stany energetyczne to znaczy musimy okresli¢ ile
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atoméw jest w stanie podstawowym 87 (stanie o najnizszej energii), a ile w stanach
wzbudzonych O (o wyzszych energiach).

36.5.3 Rozktad Boltzmana

Jak wiemy z rozwazan dla gazu doskonalego opis szczegotowy uktadu fizycznego
ztozonego z bardzo duzej liczby czastek jest bardzo skomplikowany i dlatego podstawowe
wlasnosci uktadu wyprowadzamy z samych rozwazan statystycznych. Przyktadem jest
rozktad Maxwella predkosci czasteczek gazu, ktéry daje informacje o
prawdopodobienstwie znalezienia czasteczki o predkosci z przedzialu v, v + dv. Znajac
funkcje rozktadu N(V) mozemy obliczy¢ takie wielkosci mierzalne jak cis$nienie czy
temperature.

Prawdopodobienstwo z jakim czastki uktadu zajmuja rézne stany energetyczne jest
rowniez opisane przez odpowiednia funkcj¢ rozktadu

E

N(E) = Ae T (36.13)

gdzie A jest stala proporcjonalnosci, a k£ stala Boltzmana. Jest to tak zwany rozkfad
Boltzmana ®.

®5 Wiecej o rozkladzie Boltzmana mozesz przeczyta¢ w Dodatku 1, na koncu modutu
XI.

Widzimy, ze prawdopodobna ilo$¢ czastek uktadu, w temperaturze 7, znajdujacych si¢
w stanie o energii £ jest proporcjonalna do exp(-E/kT).

Na rysunku 36.6 pokazana jest zalezno$¢ N(E) dla trzech réznych temperatur i trzech
odpowiednich wartoSci stalej 4.

2 [ .
N(E)
\ —  T=10000K
-~ ~ T=5000K
T = 1000 K
1 2 3

E (eV)

Rys. 36.6. Funkcja rozktadu obsadzenia standw czastkami - rozktad Boltzmanna
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36.5.4 Laser

Z rozktadu Boltzmana wynika, ze w danej temperaturze liczba atomoéw w stanie
podstawowym jest wigksza niz liczba atomow w stanach o wyzszej energii. Jezeli zatem
taki uklad atomow (czasteczek) o$wietlimy odpowiednim promieniowaniem to $wiatlo
padajace jest silnie absorbowane, a emisja wymuszona jest znikoma.

Zeby w ukladzie przewazata emisja wymuszona, to w wyZszym stanie energetycznym
powinno znajdowac si¢ wigcej atomoéw (czasteczek) niz w stanie nizszym. Mowimy, ze
rozktad musi by¢ antyboltzmannowski.

Taki uktad mozna przygotowa¢ na kilka sposobéw min. za pomoca zderzen z innymi
atomami lub za pomoca tzw. pompowania optycznego czyli wzbudzania atoméw na
WyZsze poziomy energetyczne przez ich oswietlanie.

Ten pierwszy sposob jest wykorzystywany w laserze helowo-neonowym. Schemat
poziomow energetycznych dla takiego lasera jest pokazany na rysunku 36.7.

EleV] |
—E
20 4~ o
2
hv = 1.96 eV
10+ A =633 nm
oL —— E1

Rys. 36.7. Poziomy energetyczne lasera helowo-neonowego

W tym laserze atomy neonu sa wzbudzane na poziom E3 w wyniku zderzen z atomami
helu. Przejicie na poziom E, zachodzi wskutek emisji wymuszonej. Nastepnie atomy
neonu przechodza szybko do stanu podstawowego E; oddajac energi¢ w wyniku zderzen
ze $ciankami.

Przebieg emisji wymuszonej w laserze przedstawiony jest na rysunku-animacji 36.8.

a) b) ©)
) atom w stanie
padajacy atom @ podstawowym @) @]
foton
ANAAE wzbudzony OW O W
@ O O AN~

Rys. 36.8. Przebieg emisji wymuszonej; ® - atom w stanie wzbudzonym,

O - atom w stanie o nizszej energii (po wyemitowaniu fotonu)
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Foton wprowadzony do gazu (rysunek 36.8a) wymusza emisj¢ drugiego fotonu przez
wzbudzony atom (rysunek 36.8b). Przez uktad poruszaja si¢ wigc dalej dwa fotony, ktore
wymuszaja kolejne procesy emisji 1 w efekcie coraz wigcej fotondw, o tej samej fazie,
porusza si¢ przez uktad (rysunek 36.8c).
Jezeli na koncach zbiornika umiescimy zwierciadla to ten proces bedzie trwat az wszystkie
atomy wypromieniuja nadmiar energii. Spojna wigzka fotonow moze opusci¢ uktad jezeli
jedno z tych zwierciadel bedzie czesciowo przepuszczajace.

Inny sposob ,,odwrdcenia” rozktadu boltzmanowskiego jest wykorzystany w laserze
rubinowym pokazanym na rysunku 36.9.

lampa
b*yskowa kr}f/SZta’f

\ \ / wigzka $wiatta
p . WAl laserowego

Rys. 36.9. Laser rubinowy

Laser zbudowany na ciele statym sktada si¢ z prgta wykonanego z krysztatu Al,Os,
w ktorym jonami czynnymi sa atomy domieszki np. atomy chromu. Na koncach preta sa
naniesione zwierciadta odbijajace. Promieniowanie "pompujace" jest wytwarzane przez
lampe btyskowa umieszczona wokot krysztatu. Absorbujac $wiatto z lampy blyskowe;j
atomy chromu przechodza do stanu wzbudzonego.

Od czasu uruchomienia pierwszego lasera to jest od 1960 roku technologia tych
urzadzen bardzo si¢ rozwingta. Obecnie dziataja zarowno lasery impulsowe jak i lasery
o pracy ciaglej. Osrodkami czynnymi w laserach sa gazy, ciata stale i ciecze, a zakres
dtugosci fal jest bardzo szeroki; od podczerwieni przez obszar widzialny az do nadfioletu.
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37 Materia skondensowana

Kiedy pierwiastek lub zwiazek chemiczny, bgdacy w stanie gazowym lub ciektym,
zostanie dostatecznie ochtodzony to krzepnie czyli przechodzi do stanu stalego.
Ciata state dzielimy na krysztaly, polikrysztaly 1 ciala bezpostaciowe D Jak juz
moéwilismy w punkcie 30.5 atomy w krysztale ulozone sa w powtarzajacy si¢ regularny
wzor zwany siecia krystaliczng (na rysunku 37.1 pokazane jest przykladowo
rozmieszczenie atoméw w krysztale NaCl).

J /.}/_f (3’/()
[
ey

Rys. 37.1. Rozmieszczenie jondéw w komorce elementarnej NaCl

Wiele cial statych nie posiada jednolitej struktury krystalicznej dlatego, ze sa
zbudowane z bardzo wielu malutkich krysztatkow; mowimy, Ze te ciala maja strukturg
polikrystaliczna. Wreszcie w przyrodzie wystgpuja ciata niekrystaliczne takie jak na
przyktad szkto, w ktérych uporzadkowanie atomowe nie rozciaga si¢ na duze odlegtosci.
W dalszej czgsci rozdzialu zajmiemy si¢ cialami krystalicznymi. Ich klasyfikacje prowadzi
si¢ zarowno wedtug ich struktury geometrycznej jak i wedlug dominujacego rodzaju
wigzania.

37.1 Rodzaje krysztatow (rodzaje wiazan)

Ze wzgledu na typy wiazan krysztaly dzielimy na:
Krysztaly czasteczkowe (molekularne),
Krysztaty o wigzaniach wodorowych,

Krysztaly jonowe,
Krysztaty atomowe (kowalentne),
Krysztaly metaliczne.

37.1.1 Krysztaly czasteczkowe

Krysztaty czasteczkowe (molekularne) sktadaja si¢ ze stabilnych czasteczek,
oddziatywujacych ze soba stabymi sitami wiazacymi tzw. sitami van der Waalsa ®,
takimi jakie wystgpuja pomigdzy czasteczkami w fazie gazowe;.
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Oddziatywanie to jest zwiazane z przesunigciami tadunkéw w czasteczkach. Czasteczki
zachowuja si¢ jak dipole elektryczne i oddziatywanie pomigdzy dipolami stanowi silg
wiazaca krysztat.

Ciata czasteczkowe tworza migdzy innymi w stanie statym gazy szlachetne i zwykte gazy,
takie jak tlen, azot, wodor. Energia wiazania jest staba, rzedu 107 eV to jest 107" J.
Przypomnijmy sobie, ze energia cieplna czasteczki w temperaturze pokojowe;j to jest okoto

300 K wynosi ;kBT ~6-107'J. Ta energia ruchu termicznego jest odpowiedzialna za

rozrywanie wigzan. Wida¢ wigc, z porownania jej z energia wiazania, dlaczego zestalenie
krysztatéw czasteczkowych zachodzi dopiero w bardzo niskich temperaturach. Na
przyktad temperatura zestalania wodoru wynosi 14 K (tj. =259 °C).

Krysztaty czasteczkowe, ze wzgledu na brak elektroné6w swobodnych sa na ogét bardzo
ztymi przewodnikami ciepta i elektrycznosci.

37.1.2 Krysztaly o wigzaniach wodorowych

W pewnych warunkach atomy wodoru moga tworzy¢ silne wiazania z atomami
pierwiastkow elektroujemnych takich jak na przyktad tlen czy azot. Te wigzania zwane
wodorowymi odgrywaja wazna role min. w krysztalach ferroelektrycznych
1 w czasteczkach kwasu DNA (dezoksyrybonukleinowego).

37.1.3 Krysztaly jonowe

Krysztaty jonowe sktadaja si¢ z trojwymiarowego naprzemiennego utozenia dodatnich
iujemnych jonoéw. Jony, ulozone jak gesto upakowane kulki, przyciagaja si¢ sitami
kulombowskimi. Przykladem takiego krysztalu jest pokazany na rysunku 37.1 krysztat
chlorku sodu (NaCl).

Krysztaty jonowe, ze wzgledu na brak swobodnych elektronéw sa ztymi
przewodnikami elektrycznosci i ciepta. Poniewaz sity kulombowskie wiazace krysztaty
jonowe sa duze wigc krysztaly te sa zazwyczaj twarde i maja wysoka temperature
topnienia.

37.1.4 Krysztaty atomowe (kowalentne)

Krysztaty kowalentne sktadaja si¢ z atomow polaczonych ze soba parami wspolnych
elektronow walencyjnych ® 1o jest elektronéw z najbardziej zewngtrznej powtoki. Chmura
wspolnych elektronow skupiona jest pomigdzy para atoméw wigc wiazania te maja
kierunek 1 wyznaczaja ulozenie atomow w strukturze krystalicznej. Przyktadami
krysztatéw kowalentnych sa diament, german, krzem.

Krysztaly kowalentne sa twarde i1 posiadaja wysoka temperaturg topnienia. Brak
elektronow swobodnych powoduje, ze ciala atomowe nie sa dobrymi przewodnikami
elektrycznosci 1 ciepta. Czasami jednak, jak w przypadku wymienionych Ge i Si sa one
potprzewodnikami ®©
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37.1.5 Ciata metaliczne

Wiazanie metaliczne mozna sobie wyobrazi¢ jako graniczny przypadek wiazania

kowalentnego, w ktorym elektrony walencyjne sa wspolne dla wszystkich jonow
w krysztale, a nie tylko dla sasiednich jondw.
Wynika to z tego, ze w atomach, z ktdrych jest zbudowany krysztal metaliczny, elektrony
na zewngtrznych powtokach sa stabo zwiazane 1 moga zosta¢ uwolnione z tych atomow
kosztem bardzo matlej energii. Te swobodne elektrony poruszaja si¢ w catym krysztale; sa
wigc wspdlne dla wszystkich jonow. Mowimy, ze tworza one gaz elektronowy
wypekniajacy przestrzen pomigdzy dodatnimi jonami.

Gaz elektronowy dziala na kazdy jon sila przyciagania wigksza od odpychania
pozostatych jondw w wyniku czego tworzy si¢ wiazanie. Poniewaz istnieje wiele nie
obsadzonych stanow elektronowych (na zewngtrznych powtokach sa wolne miejsca) to
elektrony moga porusza¢ si¢ swobodnie w krysztale od atomu do atomu. W konsekwencji
krysztaty metaliczne sa doskonatymi przewodnikami elektrycznosci i ciepta. Przyktadem
krysztalow metalicznych sa krysztaty tworzone przez metale alkaliczne.

W podsumowaniu nalezy zaznaczy¢, ze istnieja krysztaty, w ktorych wigzania musza
by¢ interpretowane jako mieszanina opisanych powyzej gtéwnych typow wiazan. Typ
wiazania w poszczegolnych krysztalach wyznacza si¢ doswiadczalnie min. przez badanie
dyfrakcji promieni X.

Przejdziemy teraz do omowienia podstawowych  wiasno$ci  materiatow
potprzewodnikowych 1 magnetycznych. Wybor tych dwoéch klas materialow jest
podyktowany faktem, ze zrewolucjonizowaty one elektronike i wspoiczesna technologig.

37.2 Fizyka po6iprzewodnikéw

W tym punkcie omdéwimy podstawowe wlasciwosci potprzewodnikow oraz ich
zastosowania.
Przyktadowymi materialami potprzewodnikowymi sa german i krzem. Sa to pierwiastki
z IV grupy uktadu okresowego, maja po cztery elektrony walencyjne. Elektrony te biora
udziat w wiazaniach atomowych z czterema innymi atomami. Pary wspdlnych elektronéw
walencyjnych zaznaczono na rysunku 37.2 podwojnymi liniami.

wigzanie
atomowe

dziura, niezapetnione

elektron wigzanie atomowe

swobodny

Rys. 37.2. Sie¢ krystaliczna krzemu
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Poniewaz wszystkie elektrony walencyjne biora udzial w wiazaniach wigc brak jest
elektronéw swobodnych.
Istnieje jednak mozliwo$¢ wzbudzenia, na przyktad termicznie, elektronu walencyjnego,
tak ze stanie si¢ on swobodnym elektronem przewodnictwa. Powstaje wtedy w powloce
walencyjnej puste miejsce po elektronie nazywane dziura. Na rysunku 37.2 zaznaczono
symbolicznie t¢ sytuacje.

W obecnosci zewngtrznego pola elektrycznego inny elektron walencyjny, sasiadujacy
z dziura moze zaja¢ jej miejsce, pozostawiajac po sobie nowa dziurg, ktora zostanie
zapetiona przez kolejny elektron itd. Zatem dziura w polu elektrycznym przemieszcza sie
w kierunku przeciwnym niz elektron i zachowuje jak nosnik tadunku dodatniego (dodatni
elektron). Liczba dziur jest rowna liczbie elektronow przewodnictwa. Takie
potprzewodniki nazywamy samoistnymi @

37.2.1 Domieszkowanie pé6tprzewodnikow

Jezeli w trakcie wzrostu krysztatéw do krzemu dodamy na przyktad niewielka ilos¢
arsenu (grupa V ukladu okresowego) to arsen wbudowuje si¢ w struktur¢ krzemu
wykorzystujac cztery sposrdd pigciu elektrondw walencyjnych. Piaty elektron walencyjny
arsenu nie bierze udzialu w wiazaniu 1 tatwo staje si¢ elektronem przewodnictwa poprzez
dostarczenie mu niewielkiej ilo$ci energii (np. cieplnej). Dzigki temu mamy prawie tyle
elektronow przewodnictwa ile jest atomow domieszki. Zauwazmy, ze w tym wypadku nie
powstaje dziura po oderwanym elektronie bo wszystkie wiazania atomowe sa wypetnione.
Oczywiscie mozemy tak jak w polprzewodniku samoistnym wzbudzi¢ elektrony
walencyjne krzemu i wytworzy¢ dziury ale pod warunkiem dostarczenia znacznie wigkszej
energii. Taki polprzewodnik nazywany jest potprzewodnikiem typu n 87 (negative -
ujemny) bo atom domieszki oddaje elektron.

Krzem mozna tez domieszkowaé pierwiastkiem z III grupy ukladu okresowego na
przyktad galem. Poniewaz atom galu ma tylko trzy elektrony walencyjne to ma tendencje
do wychwytywania elektronu z sasiedniego atomu krzemu aby uzupehi¢ cztery wiazania
kowalencyjne. Zatem atom galu wprowadza do systemu dziur¢ i mamy potprzewodnik
typu p ® (positive - dodatni).

37.3 Zastosowania potprzewodnikow

37.3.1 Termistor

W miar¢ wzrostu temperatury obserwujemy szybki wzrost przewodnosci

pOtprzewodnikow zwiazany z termicznym wzbudzeniami elektronow walencyjnych, ktore
staja si¢ elektronami przewodnictwa.
Przyktadowo, przewodno$¢ czystego krzemu zwigksza si¢ az dwukrotnie przy wzroscie
temperatury od 0° C do 10° C. Dlatego czysty krzem moze by¢ stosowany w czutych
miernikach temperatury. Taki przyrzad pétprzewodnikowy do pomiaru temperatury jest
nazywany fermistorem .
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37.3.22tacze p-n

Jezeli potprzewodniki typu n 1 typu p zostang ze soba zetknigte to czg§¢ elektrondw
z obszaru typu n (nadmiar elektrondw) bedzie przeptywata do obszaru typu p, a dziury
beda przepltywaly z obszaru typu p (nadmiar dziur) do obszaru typu n. W wyniku tego
obszar p nataduje si¢ ujemnie, a obszar typu n dodatnio. Powstaje kontaktowa réznica
potencjatow pokazana na rysunku 37.3.

a
V e

typ p typ n

\ 4 o
>

X

Rys. 37.3. Potencjal na granicy ztaczap - n

Jezeli do takiego zlacza p - n przylozymy zewngtrzny potencjat to wielko$¢ pradu
ptynacego przez zlacze zalezy od kierunku i wartosci tego napigcia. Jezeli przytozymy
potencjat dodatni V' (napigcie przewodzenia) do potprzewodnika typu p to zmniejszymy
roéznicg potencjatu na ztaczu p - n (do wartosci V— Vy). Przez zlacze poplynie wowczas
duzy prad tak jak pokazano na rysunku 37.4. Natomiast przylozenie ujemnego potencjatu
(napigcie zaporowe) do obszaru typu p powigksza réznice potencjatéw na ztaczu (do
wartosci V' + V) 1 warto$¢ pradu przez zlacze jest bardzo mata (praktycznie rowna zeru).

IJL

v

Rys.37.4. Zalezno$¢ pradu ptynacego przez zlacze p — n od zewngtrznego napigcia V'

To urzadzenie jest nazywane dioda p - n. Zauwazmy, ze ta dioda nie spetnia prawa Ohma.
Natezenie ptynacego pradu nie jest wprost proporcjonalne do przylozonego napigcia jak w
przypadku metali. Méwimy, ze dioda jest elementem nieliniowym ® ednym z jej
zastosowan s detektory radioodbiornikow o modulacji amplitudowe;.
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37.3.3 Baterie stoneczne

Jezeli oswietlimy obszar przejsciowy ztacza p - n to elektron walencyjny pochtaniajac
foton zostanie wzbudzony do stanu przewodnictwa (tak samo jak energia cieplna).
Pochtonigty foton kreuje parg elektron - dziura. Powstate dziury sa wciagane do obszaru p,
a elektrony do obszaru n. W obwodzie zawierajacym ztacze p - n plynie prad. W ten
sposob mozna zamieni¢ energi¢ Swiatta bezposrednio na energig elektryczna.

37.3.4 Tranzystor

Urzadzeniem, ktorego wspotczesnie spowodowato prawdziwa rewolucj¢ techniczng jest
niewatpliwie tranzystor ® Schemat tranzystora pnp jest pokazany na rysunku 37.5a,
a rozktad potencjatu wewnatrz tranzystora na rysunku 37.5b.

v

emiter

— P |

dioda

Rys. 37.5. a) Schemat tranzystora; b) Rozkladu potencjatu wewnatrz tranzystora

Jak wida¢ tranzystor jest dioda, do ktérej dotaczono dodatkowy obszar p (kolektor ®). Do
»diody” jest przylozone napigcie w kierunku przewodzenia wigc plynie duzy prad
(dziurowy) z emitera do bazy D,
Baza jest na tyle cienka, ze wigkszo$¢ dziur przechodzi (dyfunduje) do kolektora, a tylko
niewielka czg$¢ (okoto 1%) wyptywa z bazy (/). Pozostaty prad (99%) wyptywa przez
kolektor. Jak wida¢ na rysunku 37.5b kolektor jest na bardziej ujemnym potencjale niz
baza aby dodatnie dziury fatwiej mogty do niego przechodzi¢.

Stosunek pradu kolektora do pradu bazy S =1, /1, nazywamy wspolczynnikiem

wzmocnienia prqdu ® w typowych tranzystorach f=100. Oznacza to, ze jezeli na
wejsciu tranzystora prad /p. jest sygnatem zmiennym o danej charakterystyce to na wyjsciu
tranzystora otrzymamy prad /. o takiej samej charakterystyce ale 100 razy silniejszy.
Charakterystyki tranzystorow npn sa takie same z tym, ze no$nikami wigkszosciowymi
fadunku sa elektrony, a nie dziury.

Istnieje jeszcze wiele innych urzadzen polprzewodnikowych majacych szerokie
zastosowania. Z koniecznos$ci ograniczymy si¢ tylko do wymienienia najwazniejszych
takich jak uktady scalone duzej skali integracji, diody tunelowe, tyrystory, tranzystory
polowe, lasery potprzewodnikowe.
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37.4 Wiasnosci magnetyczne ciaf statych

Ze zjawiskami magnetycznymi spotykamy si¢ na co dzien. Najcze$ciej mamy do
czynienia z magnesami stalymi poniewaz sa one powszechnie wykorzystywane we
wszelkich urzadzeniach technicznych. Na przyklad w urzadzeniach w gospodarstwie
domowym posiadamy do kilkunastu kilogramoéw magnesow trwatych.

Omowienie wlasno$ci magnetycznych rozpoczniemy od przypomnienia obliczen,
z punktu 22.4. Pokazalismy tam, ze elektron krazacy w odlegtosci » wokot jadra w atomie

posiada magnetyczny moment dipolowy u, zziL zwiazany z orbitalnym momentem
m

pedu L. Podobnie jak z orbitalnym momentem pgdu elektronu rowniez z jego spinem
zwiazany jest moment magnetyczny tak zwany spinowy moment magnetyczny @

Wiasno$ci magnetyczne ciat sa okreslone przez zachowanie si¢ tych elementarnych
momentow (dipoli) magnetycznych w polu magnetycznym.

Przy opisie wlasno$ci magnetycznych cial postugujemy si¢ pojeciem wektora
polaryzacji magnetycznej M nazywane] tez namagnesowaniem lub magnetyzacjq ®
Wektor ten okresla sume wszystkich momentow magnetycznych, czyli wypadkowy
moment magnetyczny jednostki objgtosci.

Jezeli probke zawierajaca elementarne dipole magnetyczne umieScimy w jednorodnym
polu magnetycznym o indukcji By to pole to dazy do ustawienia dipoli w kierunku pola
1 w efekcie powstaje w probce wypadkowe pole o indukcji

B=B,+uM =uB, (37.1)

Wzglednq przenikalnosciq magnetyczng osrodka u, ® mozna na podstawie wzoru (37.1)
zapisac jako

M
po=lepy =y (37.2)

0

gdzie wielko$¢ y nazywana jest podatno$cia magnetyczna.

W zaleznosci od wielkosci 1 znaku podatno$ci magnetycznej y , dzielimy ciata na
nastgpujace trzy grupy:

o y <0, ciala diamagnetyczne ®,

o x>0, ciata paramagnetyczne ®,

x >> 0, ciala ferromagnetyczne ®.
[

37.4.1 Diamagnetyzm

Diamagnetyzm jest zwiazany ze zmiang orbitalnego momentu pgdu elektronow
wywotang zewnetrznym polem magnetycznym. Oznacza to, ze diamagnetyzm wystepuje
w kazdym materiale umieszczonym w polu magnetycznym (w kazdym materiale sa
elektrony). Jednak doswiadczalnie jest on obserwowany tylko w ciatach, w ktérych
momenty magnetyczne elektronow wchodzacych w sklad danego atomu znosza sig
wzajemnie (kompensuja) tak, ze moment magnetyczny atomu jest rowny zeru. W innym
przypadku efekt ten jest maskowany przez wypadkowy moment magnetyczny atomow.
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Diamagnetykami sa na przyklad te ciala, ktorych atomy lub jony posiadaja wypeknione
powtoki elektronowe.

Jezeli atom diamagnetyczny umie$cimy w zewngtrznym polu magnetycznym to na

elektrony dziata sita magnetyczna F = —eV XB, ktora powoduje zmiang sity dosrodkowe;j
dzialajacej na elektron i zmienia predkos$¢ katowa elektronow.
Zmiana ta zalezy od kierunku ruchu elektronu wzgledem pola B i dlatego nie jest
jednakowa dla wszystkich elektronéw. Oznacza to, ze momenty magnetyczne elektronow
przestaty si¢ kompensowac. W zewngtrznym polu magnetycznym B zostal wyindukowany
moment magnetyczny, o kierunku przeciwnym do B. W efekcie probka diamagnetyczna
jest odpychana od bieguna silnego magnesu, a jej podatno$¢ magnetyczna y jest ujemna.

37.4.2 Paramagnetyzm

Paramagnetykami s ciata, ktérych atomy posiadaja wypadkowy moment magnetyczny
rézny od zera. Przykladem moga by¢ atomy o nieparzystej liczbie elektronow, w ktérych
wypadkowy spin elektronow bedzie zawsze wigkszy od zera.

Podatno$¢ paramagnetykéw ma warto$¢ nieznacznie wigksza od zera. W zewngtrznym
polu magnetycznym atomowe dipole magnetyczne daza do ustawienia rownoleglego do
kierunku pola. Jednak ten proces jest silnie zaktocany przez energi¢ drgan termicznych
(energie cieplna) tak, ze efektywny moment magnetyczny jest duzo mniejszy od
maksymalnego, mozliwego do uzyskania. Te ruchy cieplne sa odpowiedzialne za to, ze po
usunigciu  pola magnetycznego znika namagnesowanie 1 momenty dipolowe
paramagnetyka sa catkowicie nieuporzadkowane.

Dla paramagnetykow (nie zawierajacych elektronow swobodnych) podatno$¢ magnetyczna
zalezy od temperatury zgodnie z prawem Curie

Prawo, zasada, twierdzenie

N A

(37.3)

gdzie C jest stalq Curie D,

37.4.3 Ferromagnetyzm

Istnieja pierwiastki takie jak Fe, Co, Ni oraz wiele réznych stopéw, w ktorych
obserwujemy uporzadkowanie magnetyczne pomimo, przeciwdziatajacych temu, ruchow
termicznych atomoéw. Substancje te zwane ferromagnetykami charakteryzuja si¢ duza
podatnos$cia, przy czym wielko$¢ namagnesowania zalezy zar6wno od pola magnesujacego
jak 1 od tego czy byty one magnesowane wczesniej.

Jest to zwiazane z silnym oddzialywaniem wymiennym ® jakie wystepuje pomigdzy
spinowymi momentami magnetycznymi atoméw. Ferromagnetyzm jest wigc wlasnosciq
krysztalow, a nie pojedynczych atomow.

Poszczegdlne atomy (tak jak w paramagnetyku) posiadaja momenty magnetyczne, ktore
podczas krystalizacji, w wyniku oddziatywania wymiennego, ustawiaja si¢ rownolegle do
siebie w duzych obszarach krysztalu zwanych domenami ® Kazda domena jest wigc
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catkowicie magnetycznie uporzadkowana. Natomiast kierunki momentow magnetycznych
poszczegolnych domen sa rézne i probka jako cato$¢ moze nie mie¢ wypadkowego
namagnesowania.

Na rysunku 37.6 pokazano fragment nienamagnesowanego ferromagnetyka. Linie
pokazuja granice domen, a strzalki oznaczaja kierunek momentu magnetycznego
w domenie.

l/\.’\
R

e /ﬂ\

Rys. 37.6. Domeny magnetyczne w nienamagnesowanym materiale

Jezeli taki material ferromagnetyczny umiescimy w zewnetrznym polu magnetycznym
zaobserwujemy, ze probka uzyskuje duze namagnesowanie w relatywnie niskim polu
magnetycznym. Dzieje si¢ tak dlatego, ze momenty magnetyczne atomow wewnatrz
domen daza do ustawienia si¢ zgodnie z polem oraz, ze przesuwaja si¢ §ciany domen:
domeny zorientowane zgodnie z polem rosng kosztem domen o innej orientacji.

Ten proces nie jest catkowicie odwracalny. Po usunigciu pola granice domen nie
wracaja do potozen poczatkowych i1 materiat pozostaje namagnesowany trwale. Zjawisko
to nazywamy histerezq magnetycznq ¥ .

Na rysunku 37.7 pokazana jest krzywa (ab) namagnesowania ferromagnetyka (poczatkowo
nienamagnesowanego) i towarzyszaca jej p¢tla histerezy (bedeb).

B s

C

d/ _
B

Rys. 37.7. Krzywa namagnesowania (ab) i petla histerezy (bcdeb)
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Nienamagnesowany (punkt @) materiat ferromagnetyczny magnesujemy zewngtrznym
polem magnetycznym B, az do warto$ci odpowiadajacej punktowi b. Nastepnie
zmniejszamy pole magnesujace do zera. Namagnesowanie materiatu maleje ale nie znika
catkowicie (punkt c); materiat zostal namagnesowany trwale. Namagnesowanie w punkcie
¢ nosi nazwe pozostatosci magnetycznej ©.

Nastegpnie, ponownie zwigkszamy pole magnesujace ale w kierunku przeciwnym do
namagnesowania. Trwale namagnesowanie ferromagnetyka zostaje usunigte dopiero po
osiagnigciu warto$ci pola magnetycznego nazywanego polem koercji ® (punkt d). Dalsze
zwigkszanie pola magnesujacego pozwala ponownie namagnesowac materiat ale w nowym
kierunku (punkt e). Mozemy teraz powtorzy¢ postgpowanie opisane powyzej i w efekcie
powrdci¢ do punktu b.

Krzywa (bcdeb) nosi nazwe petli histerezy ©

Pozostato§¢ magnetyczna i pole koercji sa parametrami, ktore decyduja o przydatnosci
danego materiatu jako magnesu trwalego.

Duza pozostalo$¢ magnetyczna gwarantuje, ze bedziemy mieli silny magnes, a duze pole
koercji, ze bedzie on trwaly (nie zostanie fatwo rozmagnesowany).

Materiatami, ktore posiadaja najlepsze wartosci tych parametrow sa obecnie SmCos
i Nd2F614B.

O przydatnosci ferromagnetyka jako magnesu trwatego decyduje rowniez zalezno$¢
jego podatnosci od temperatury bo powyzej pewnej charakterystycznej temperatury 7¢
ferromagnetyk staje si¢ paramagnetykiem. Temperatur¢ 7¢ nazywamy femperaturq
Curie ®. Z punktu widzenia zastosowan istotne jest aby materiat ferromagnetyczny miat
mozliwie wysoka temperaturg przej$cia w stan paramagnetyczny.
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38 Fizyka jadrowa
38.1 Wstep

Kazde jadro atomowe sktada si¢ z protondéw i neutronéw wiazanych sitami jadrowymi,
niezaleznymi od tadunku. Poniewaz neutron i proton maja prawie taka sama mase i bardzo
zblizone inne wilasnosci, wigc obydwa okres$la si¢ wspolna nazwa nukleon ® Nazwa
nuklid ® jest uzywana zamiennie z terminem jadro.

Nuklidy o tej samej liczbie protondw, rozniace si¢ liczba neutronéw nazywamy
izotopami ® Laczna liczbg protondw i neutrondw w jadrze nazywamy liczbq masowq
jadra 1 oznaczamy litera 4. Liczba neutrondow jest dana réwnaniem 4 — Z, gdzie Z jest
liczba protondw zwana liczbq atomowq. Warto$¢ liczby A4 dla jadra atomowego jest bardzo
bliska masie odpowiadajacego mu atomu. Atom pierwiastka X o liczbie atomowe;j
Z i liczbie masowej 4 oznaczamy symbolem ' X .

Wyniki pomiard6w rozpraszania wysokoenergetycznych protonéw lub neutronéw na
jadrach atomowych pozwalaja wyznaczy¢ rozktad masy w jadrze i jego rozmiar. Z tych
pomiard6w wynika, ze jadra maja ksztatt kulisty oraz Ze $redni promien dla wszystkich
jader (oprécz najmniejszych) jest dany wyrazeniem

R=(1.2-10")4" m (38.1)

{2y Jednostki
=3 Poniewaz rozmiary jader i czastek elementarnych sa bardzo mate dlatego stosujemy
jednostke femtometr zwana tez fermi (fm); 1 fm = 1075 m.

W tabeli 14.1 przedstawione zostaly ggsto$ci wybranych obiektow migdzy innymi
gestos¢ jadra uranu p = 10" kg/m’. Obliczymy teraz te gesto$¢ na podstawie wzoru (38.1).

Dla jadra o promieniu R i liczbie masowej A liczba czastek na jednostkg objgtosci
wynosi

N=7% - 4 ’ -
3 R’ gﬂ[(l.2-10’15m)A1/3]3 (38.2)

=1.38-10* nukleon6w/m’

Gestos¢ p obliczamy jako iloczyn liczby nukleonow N w jadrze i masy nukleonu. Masa
protonu jest z dobrym przyblizeniem réwna masie neutronu i wynosi M= 1.67-10"" kg.
Stad

p=NM =23-10" kg/m’ (38.3)

Zauwazmy, ze gestos¢ materii jadrowej nie zalezy od rozmiarow jadra, poniewaz jego
objetos¢ jest proporcjonalna do liczby masowej 4.

474



Modut XI — Fizyka jadrowa

38.2 Oddziatywanie nukleon-nukleon

Dotychczas poznane oddzialywania (grawitacyjne, elektromagnetyczne) nie pozwalaja
na wyjasnienie struktury jadra atomowego. Aby wyjasni¢ co tak silnie wiaze nukleony
w jadrach atomowych trzeba wprowadzi¢ nowe oddziatywanie. Ta sita wiazaca musi by¢
wigksza niz sila odpychania elektrostatycznego wystgpujaca pomigdzy protonami.
Okreslamy ja mianem sity jgdrowej lub oddziatywania silnego *v*.

Potencjal opisujacy to oddzialywanie jest pokazany na rysunku 38.1 w pordéwnaniu
z potencjalem elektrostatycznego odpychania proton - proton.

E, (MeV) |

20l /odpychanle
10

0 L e ’
3 r(fm)

przycigganie

R
o
—

)
S
—

Rys. 38.1. Energia potencjalna oddzialtywania nukleon — nukleon (linia ciagta)
w poroéwnaniu z energia odpychania proton — proton (linia przerywana)

Oddziatywanie proton - proton, proton - neutron i neutron - neutron jest identyczne
(jezeli zaniedbamy relatywnie male efekty odpychania elektrostatycznego) i nazywamy go
oddziatywaniem nukleon - nukleon.

Masy atomowe 1 energie wigzan mozna wyznaczy¢ do$wiadczalnie w oparciu
o spektroskopi¢ masowa lub bilans energii w reakcjach jadrowych. W tabeli 38.1 ponizej
zestawione s3 masy atomowe 1 energie wigzan AE jader atomow wybranych pierwiastkow.

Tabela 38.1. Masy atomowe i energie wigzan jader atomow

Z A Masa (u) AE (MeV) AE/A
on 0 1 1.0086654 - -
'H 1 1 1.0078252 - -

He 2 4 4.0026033 28.3 7.07
2Be 4 9 9.0121858 58.0 6.45
C 6 12 12.0000000 92.2 7.68
e 8 16 15.994915 127.5 7.97
5»Cu 29 63 62.929594 552 8.50
2Sn 50 120 119.9021 1020 8.02
Tw 74 184 183.9510 1476 8.02
Su 92 238 238.05076 1803 7.58
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(2 Jednostki
9 Masa jest podana w jednostkach masy atomowej (u). Za wzorzec przyjmuje si¢ 1/12
masy atomowej wegla.

Analizujac blizej dane zestawione w tabeli 36.1 mozna uzyska¢ dalsze informacje
o jadrach atomowych. Dla przykladu poréwnajmy mase atomu ;He z suma mas jego

sktadnikéw. Z tabeli 38.1
M(;‘ He) =4.0026033 u.

Natomiast catkowita masa jego sktadnikéw rowna jest sumie mas dwu atomoéw wodoru
H i dwu neutrondw:

2M({H) +2M(yn)=2-1.0078252 u + 2-1.0086654 u = 4.0329812 u.

Masy dwu elektrondw sa uwzglednione w masie helu jak i w masach dwoch atomow
wodoru.
Zauwazmy, ze masa helu jest mniejsza od masy sktadnikéw o wartos¢ 0.0303779 u.
Analogiczny rachunek pokazuje, ze dla kazdego atomu jego masa jest mniejsza od masy
sktadnikow o wielko§¢ AM zwana niedoborem masy lub defektem masy D

Wynik ten jest $wiadectwem istnienia energii wigzania jader jak i rOwnowazno$ci masy
i energii. Zauwazmy, ze energia nukleonow tworzacych jadro zmienia si¢ w miarg ich
zblizania od warto$ci £ =0 dla nukleonow swobodnych (» — o) do wartosci ujemne;j
E <0 dla nukleonéw w jadrze (rysunek 38.1). Oznacza to, ze gdy uktad oddzielnych
swobodnych nukleonéw taczy si¢ w jadro energia uktadu zmniejsza sie o warto§¢ AE
energii wigzania jadra.

Zgodnie ze wzorem Einsteina catkowita energia spoczywajacego jadra jest zwiazana
z jego masa zaleznoscia (patrz uzupetnienie) E = mc”.
Oznacza to, ze zmniejszeniu o AE catkowitej energii uktadu musi towarzyszy¢, zgodnie
z teoria wzglednosci, zmniejszenie masy uktadu o AM

AE = AMc? (38.4)

@ Cwiczenie 38.1

Na podstawie zaleznosci (38.4) oblicz energig¢ wiazania dla He i poréwnaj uzyskana
warto$¢ z danymi doswiadczalnymi podanymi w tabeli 38.1. Skorzystaj z wyliczonego
niedoboru masy dla 3 He AM = 0.0303779 u. Wyniki zapisz ponize;.

AE =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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W ostatniej kolumnie tabeli 38.1 podana jest wielko$¢ energii wiazania przypadajacej
na nukleon w jadrze AE/A. Jest to jedna z najwazniejszych cech charakteryzujacych jadro.
Zauwazmy, ze poczatkowo wielko§¢ AE/A wzrasta ze wzrostem liczby A, ale potem
przybiera w przyblizeniu stata warto$¢ okoto 8 MeV. Wyniki $redniej energii wigzania na
nukleon w funkcji liczby masowej jadra 4 sa pokazane na rysunku 38.2 ponize;j.

AE/A 1
8-

0 50 100 150 200 250
Liczba masowa A

Rys. 38.2. Energia wigzania na nukleon w funkcji liczby masowej A

Widzimy, ze najsilniej sa wiazane nukleony w jadrach pierwiastkow ze $rodkowe;j
czesci uktadu okresowego. Gdyby kazdy nukleon w jadrze przyciagat jednakowo kazdy
z pozostatych nukleonow to energia wiazania bytaby proporcjonalna do 4 (wielko$¢ AE/A
bytaby stata). To, ze tak nie jest wynika gtownie z krotkiego zasiggu sit jadrowych.

38.3 Rozpady jadrowe

Rozpady jadrowe zachodza zawsze (predzej czy pozniej) jesli jadro o pewnej liczbie
nukleondéw znajdzie si¢ w stanie energetycznym, nie bedacym najnizszym mozliwym dla
uktadu o tej liczbie nukleonow. Takie nietrwale (w stanach niestabilnych) jadra moga
powsta¢ w wyniku reakcji jadrowych. Niektore reakcje sa wynikiem dziatan
laboratoryjnych, inne dokonaty si¢ podczas powstawania naszej czgsci Wszech§wiata.

Jadra nietrwale pochodzenia naturalnego sa nazywane promieniotworczymi @, a ich
rozpady nosza nazwe¢ rozpadow promieniotworczych D Rozpady promieniotworcze
dostarczaja wielu informacji zaréwno o jadrach atomowych ich budowie, stanach
energetycznych, oddzialywaniach ale réwniez wielu zasadniczych informacji
o pochodzeniu Wszechswiata.

Badajac wtlasnosci promieniotworczosci stwierdzono, ze istnieja trzy rodzaje
promieniowania alfa («), beta (f) 1 gamma (y). Po dalszych badaniach stwierdzono, ze
promienie a to jadra helu, promienie y to fotony, a promienie S to elektrony lub
pozytony O (czastka elementarna dodatnia o masie rownej masie elektronu).
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38.3.1 Rozpad alfa

Szczegolnie waznym rozpadem promieniotworczym jest rozpad alfa (a) wystepujacy
zazwyczaj w jadrach o Z > 82. Rozpad alfa polega na przemianie niestabilnego jadra
w nowe jadro przy emisji jadra *He tzn. czastki a. Zgodnie z wykresem 38.2 dla cigzkich
jader energia wigzania pojedynczego nukleonu maleje ze wzrostem liczby masowej wigc
zmniegjszenie liczby nukleonéw (w wyniku wypromieniowania czastki a) prowadzi do
powstania silniej zwiazanego jadra. Proces zachodzi samorzutnie bo jest korzystny
energetycznie. Energia wyzwolona w czasie rozpadu (energetyczny réwnowaznik
niedoboru masy) jest unoszona przez czastke o w postaci energii kinetycznej. Przyktadowa
reakcja dla jadra uranu wyglada nastepujaco

U3 Th+iHe +4.2 MeV (38.5)

38.3.2 Rozpad beta

Istnieja optymalne liczby protonéw i neutronéw, ktore tworza jadra najsilniej zwigzane
(stabilne). Jadra, ktorych ilo$¢ protondow Z rdzni si¢ od wartosci odpowiadajacej stabilnym
jadrom o tej samej liczbie masowej 4, moga zmienia¢ Z w kierunku jader stabilnych
poprzez rozpad beta (f).

Jezeli rozpatrywane jadro ma wigksza od optymalnej liczbg¢ neutrondéw to w jadrze
takim zachodzi przemiana neutronu w proton

n—p+e +v (38.6)
Neutron n rozpada sie na proton p, elektron e i antyneutrino v (czastka elementarna
o zerowym tadunku i zerowej masie spoczynkowej). Ten proces nosi nazweg rozpadu S
(beta minus ®). Przyktadem takiej przemiany jest rozpad uranu >**U
PU>"Np+e +v (38.7)
Powstaty izotop tez nie jest trwaty 1 podlega dalszemu rozpadowi
PNp—>Pu+e +v (38.9)
Zauwazmy, ze w takim procesie liczba protonéw Z wzrasta o jeden, a liczba nukleonow 4
pozostaje bez zmiany. Z kolei gdy jadro ma nadmiar protondw to zachodzi proces
przemiany protonu w neutron
ponte +v (38.9)
Proton p rozpada si¢ na neutron n, pozyton e i neutrino v (czastka elementarna
o wlasno$ciach bardzo zblizonych do antyneutrina). Ten proces nosi nazwe rozpadu S

(beta plus ®). W tym procesie liczba protonéw Z maleje o jeden, a liczba nukleondéw A4
pozostaje bez zmiany.
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Pierwiastki powstajace w rozpadach alfa i beta sa na ogdt takze promieniotworcze
iulegaja dalszemu rozpadowi. Wigkszo$¢ naturalnych pierwiastkow promieniotworczych
mozna podzieli¢ na trzy grupy, nazywane szeregami promieniotworczymi ® w szeregu
uranu rozpoczynajacym si¢ od % U liczby masowe zmieniaja si¢ wedlug wzoru 4n + 2.

W szeregu aktynu rozpoczynajacym si¢ od *;U liczby masowe zmieniaja si¢ wedlug

wzoru 4n + 3, a w szeregu toru rozpoczynajacym sig¢ od “3 Th liczby masowe sa opisane

wzorem 4n. Wszystkie trzy szeregi koncza si¢ na trwatych izotopach otowiu.

Kazdy naturalny materiat promieniotworczy zawiera wszystkie pierwiastki wchodzace
w sktad danej rodziny i dlatego promieniowanie wysytane np. przez mineraly jest bardzo
ztozone.

@ Cwiczenie 38.2

Rozpatrzmy teraz cykl przemian, w wyniku ktorych jadro **U przechodzi w **U. Sprobuj
odpowiedzie¢ jakie przemiany miaty miejsce i jakie czastki (promieniowanie) zostaty
wyemitowane. Odpowiedz zapisz ponize;.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

38.3.3 Promieniowanie gamma

Rozpadom alfa 1 beta towarzyszy zazwyczaj emisja wysokoenergetycznego
promieniowania elektromagnetycznego zwanego promieniowaniem gamma (y). Ta
samoczynna emisja fotonow nastgpuje gdy jadra posiadajace nadmiar energii czyli
znajdujace si¢ w stanie wzbudzonym przechodza do nizszych standw energetycznych.
Widmo promieniowania y ma charakter liniowy tak jak charakterystyczne promieniowanie
X 1 bardzo wysoka energig, tysiace razy wigksza od energii fotondw wysytanych przez
atomy.

Jadra w stanie wzbudzonym mozna réwniez otrzymac za pomoca neutrondw o matej
energii. Przyktadowo, jezeli skierujemy wiazke¢ takich powolnych neutrondw na probke
uranu U to cze$é neutrondéw zostanie wychwyconych i powstana jadra uranu >°U*
w stanie wzbudzonym (oznaczone *). Takie jadra przechodza do stanu podstawowego
emitujac kwanty y. Proces ten przebiega nastepujaco

n+*U—->>*U" (38.10)

oraz
239U*—)239U+}/ (38.11)

Podkreslmy, Zze emisji promieniowania gamma nie towarzyszy zmiana liczby masowej ani
liczby atomowe;.
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38.3.4 Prawo rozpadu nuklidéw

Rozpatrzmy teraz uktad zawierajacy w chwili poczatkowej wiele jader tego samego
rodzaju. Jadra te podlegaja rozpadowi promieniotwérczemu (o lub f). Chcemy okresli¢
liczbe jader pozostatych po czasie ¢ od chwili poczatkowej to jest tych, ktore nie ulegly
rozpadowi.

W tym celu oznaczamy przez N liczbe jader w materiale, w chwili z. Wtedy dN jest liczba
jader, ktére rozpadaja si¢ w czasie dt tzn. w przedziale (z, ¢t + df). Spodziewana liczba
rozpadow (liczba jader, ktore si¢ rozpadna) w czasie df jest dana wyrazeniem

dN =-ANd¢ (38.12)

gdzie 4 jest stata rozpadu. Okresla ona prawdopodobienstwo rozpadu w jednostce czasu.
Stala A nie zalezy od czynnikéw zewngtrznych takich jak temperatura czy ci$nienie. Znak
minus w réwnaniu (38.13) wynika stad, ze dN jest liczba ujemna bo liczba jader N maleje
Z czasem.

Zalezno$¢ (38.13) opisuje doswiadczalny fakt, ze liczba jader rozpadajacych si¢ w
jednostce czasu jest proporcjonalna do aktualnej liczby jqder N. ROwnanie to mozemy
przeksztalci¢ do postaci

dN
—— =-Adt 38.13
v (38.13)
a nastepnie scatkowac¢ obustronnie
N(1) ¢
dN
7——/4(1’ (38.14)
N(0) 0

Skad

NO) _

InN({#)-InN(0) = nN(O) =

—At (38.15)

lub

NO) (38.16)

Skad ostatecznie otrzymujemy wyktadnicze prawo rozpadu.

. Prawo, zasada, twierdzenie

N(t) = N(0)e ™ (38.17)

N(0) jest liczba jader w chwili £ = 0, a N(¥) liczba jader po czasie ¢.
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Czgsto wyraza si¢ N poprzez Sredni czas zycia jader 7, ktdry z definicji jest rowny
odwrotnosci statej rozpadu 4

= (38.18)
Mozemy teraz przepisa¢ prawo rozpadu w postac
N =N, " (38.19)

Do scharakteryzowania szybkosci rozpadu uzywa si¢ czasu potowicznego rozpadu ®
(zaniku) T. Jest to taki czas, po ktorym liczba jader danego rodzaju maleje do potowy to
znaczy N = (%2) Ny. Podstawiajac t¢ warto$¢ do rownania (38.19) otrzymujemy

;NO =Nye " (38.20)
Skad
2=¢"" (38.21)
1 ostatecznie
T =0.6937 (38.22)

Czasy potowicznego zaniku pierwiastkow leza w bardzo szerokim przedziale.
Przyktadowo dla uranu **U czas polowicznego zaniku wynosi 4.5-10° lat (jest
poréwnywalny z wiekiem Ziemi), a dla polonu *'*Po jest rzedu 10 s.

@ Cwiczenie 38.3

Sprébuj  teraz  obliczy¢ jaki jest czas potowicznego rozpadu pierwiastka
promieniotwérczego >°P jezeli stwierdzono, ze po czasie 42 dni rozpadlo si¢ 87.5%
poczatkowej liczby jader. Wynik zapisz ponizej.

T:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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38.4 Reakcje jadrowe

38.4.1 Rozszczepienie jader atomowych

Z wykresu 38.2 wynika, Ze energia wiazania na jeden nukleon wzrasta z liczba masowa
az do 4 > 50. Dzieje si¢ tak dlatego, ze dany nukleon jest przyciagany przez coraz wigksza
liczbg sasiednich nukleonéw. Jednak przy dalszym wzroscie liczby nukleonow nie
obserwujemy wzrostu energii wigzania nukleonu w jadrze, a jej zmniejszanie.

Wyjasnienie tego efektu mozna znalez¢ analizujac wykres 38.1. Wida¢ na nim, ze sily
jadrowe maja bardzo krotki zasieg i jezeli odleglos¢ miedzy dwoma nukleonami jest
wigksza niz 2.5-107"° m to oddziatywanie pomigdzy nimi jest stabsze. Jadra zawierajace
duza liczbe nukleonow maja wigksze rozmiary i odleglosci pomigdzy poszczegdlnymi
nukleonami moga by¢ relatywnie duze, a stad stabsze przyciaganie pomi¢dzy nimi.
Konsekwencja takich zmian energii wiazania ze wzrostem liczby nukleonéw w jadrze jest
wystepowanie zjawisk rozszczepienia ® 1 syntezy jadrowej D

Jezeli cigzkie jadro rozdzielimy na dwie czg$ci, to powstale dwa mniejsze jadra sa
silniej wiazane od jadra wyjSciowego to znaczy te dwie czgSci maja mas¢ mniejsza niz
masa jadra wyj$ciowego. Dzigki temu w reakcji rozszczepienia wydziela si¢ energia.
Zroédlem energii bomby atomowej i reaktora jadrowego sa procesy rozszczepienia
jadrowego.

Spontaniczne rozszczepienie naturalnego jadra jest na ogot mniej prawdopodobne niz
rozpad a tego jadra. Mozna jednak zwigkszy¢ prawdopodobienstwo rozszczepienia
bombardujac jadra neutronami o odpowiednio wysokiej energii. Wtasnie takie neutrony
powoduja reakcje rozszczepienia uranu >°U i plutonu %y,

@ Cwiczenie 38.4

W reakcji rozszczepienia uranu wydziela si¢ energia 200 MeV. Na tej podstawie oblicz
jaka jest r6znica pomi¢dzy masa jadra uranu, a suma mas produktoOw rozszczepienia i jaki
stanowi to procent masy uranu. Pamigtaj o tym, ze masa jest rownowazna energii zgodnie
z zaleznoscia E = mc”. Wynik zapisz ponizej.

AM =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Analizujac liczby masowe 1 atomowe pierwiastkow (na przykiad na podstawie tabeli
38.1) mozna zauwazy¢, ze pierwiastki lekkie zawieraja w jadrze zblizone ilo$ci protonow
1 neutrondéw podczas gdy dla pierwiastkow cigzkich przewaza liczba neutronow.

W zwiazku z tym w reakcji rozszczepienia powstaje na ogét kilka neutronow.
W konsekwencji rozszczepienie jadrowe moze staé si¢ procesem samopodtrzymujqcym
w wyniku tak zwanej reakcji tancuchowej D Jezeli przynajmniej jeden z powstatych
neutrondw wywota kolejne rozszczepienie to proces bedzie sam si¢ podtrzymywal. Ilos¢
materiatu powyzej, ktorej spelniony jest powyzszy warunek nazywamy masq krytyczng ®
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Jezeli liczba rozszczepien na jednostkg czasu jest utrzymywana na statym poziomie to
mamy do czynienia z kontrolowana reakcja fancuchowa. Po raz pierwszy taka reakcje
rozszczepienia przeprowadzono (E. Fermi) na Uniwersytecie Chicago w 1942 r.

Masa materiatu rozszczepianego (np. 2y czy #%Pu) moze tez by¢ nadkrytyczna @
Wowczas neutrony powstate w wyniku jednego rozszczepienia wywotuja wigcej niz jedna
reakcj¢ wtoérnag. Mamy do czynienia z lawinowq reakcjq tancuchowq ®  Cala masa
nadkrytyczna moze by¢ rozszczepiona (zuzyta) w bardzo krotkim czasie, 1 < 0.001 s, ze
wzgledu na duza predko$é neutronéw (3-10° m/s). Tak eksploduje bomba atomowa.
Najczgsciej przygotowuje si¢ kulg o masie nadkrytycznej ale rozrzedzonej. Nastgpnie
otacza si¢ ja klasycznymi tadunkami wybuchowymi, ktérych detonacja wywotuje wzrost
ci$nienia zewngtrznego 1 gwaltownie zwigkszenie ggstoSci materialu (zmniejsza sig
objetos¢ kuli). W konsekwencji osiagniety zostaje stan nadkrytyczny.

Oczywiscie w elektrowniach atomowych spalanie paliwa odbywa si¢ bardzo powoli.
W zwiazku z tym konieczne jest spowalnianie neutronéw i dobor warunkdéw stacjonarne;j
pracy reaktora. Wymaga to stosowania skomplikowanych instalacji duzo drozszych niz
w elektrowniach konwencjonalnych spalajacych wegiel. Dodatkowe, bardzo znaczne
koszty w elektrowni atomowej sa zwiazane z budowa i eksploatacja systemu ochrony
1 zabezpieczen oraz ze sktadowaniem odpadow promieniotwodrczych. Jednak pomimo tak
wysokich kosztéw energia jadrowa skutecznie konkuruje z paliwem tradycyjnym i jest
bardziej ekonomiczna na duza skalg. Rowniez zanieczyszczenia powstajace przy spalaniu
wegla w tradycyjnych elektrowniach stanowia nie mniejszy (a w opinii wielu znacznie
wigkszy) problem niz odpady promieniotworcze.

@ Cwiczenie 38.5

Zeby przekonaé si¢ o skali problemu oblicz jaka ilo¢ wegla nalezy spali¢ aby uzyskag tyle
samo energii co w reakcji rozszczepienia 1 kg uranu. W obliczeniach uwzglednij wyniki
uzyskane w poprzednim ¢wiczeniu oraz to, ze przy spalaniu 1 kg wegla wydziela sig
$rednio energia 2.5-10” J. Wynik zapisz ponizej.

mc=

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Energia jadrowa powinna ulatwi¢ pokrycie $§wiatowego zapotrzebowania na energig
w obliczu wyczerpywania si¢ tradycyjnych zrodet energii.

38.4.2 Reakcja syntezy jadrowej

Ponownie odwotujemy si¢ do wykresu 38.2. Wynika z niego, ze masa dwoch lekkich
jader jest wigksza niz masa jadra powstajacego po ich potaczeniu. Jezeli wigc takie jadra
zblizymy do siebie na dostatecznie malg odleglos¢, to z ich potaczenia powstawanie nowe
jadro 1 wydzieli si¢ energia zwiazana z r6znicq mas.

Przyktadowo przy potaczeniu dwoch deuteronéw 3H (jadro izotopu wodoru ) w jadro
helu, 0.6% masy zostanie zamienione na energi¢. Zauwaz, ze ta metoda jest wydajniejsza
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od rozszczepiania jader uranu (éwiczenie powyzej). Poza tym dysponujemy
nieograniczonym zrodtem deuteru w wodzie morz i oceandw.

Jednak istnieje przeszkoda w otrzymywaniu energii ta metoda. Jest nia odpychanie
kulombowskie, ktore nie pozwala zblizy¢ si¢ deuteronom na odlegtos$¢ niezbedna do ich
polaczenia (porownywalna z zasiggiem przyciagajacych sit jadrowych). Reakcja ta nie jest
mozliwa w temperaturze pokojowej ale bylaby mozliwa gdyby deuter mogt by¢ ogrzany
do temperatury okoto 5-10” K.

Reakcje, ktore wymagaja takich temperatur nazywamy reakcjami termojqdrowymi ©
Temperatury osiagane podczas wybuchu bomby atomowej sa wystarczajace do
zapoczatkowania takiej reakcji. Raz zapoczatkowana reakcja termojadrowa wytwarza
dostateczna ilo§¢ energii do utrzymania wysokiej temperatury (dopdki material nie
zostanie spalony). Tak dziata bomba wodorowa.

Nam jednak zalezy na uzyskaniu uzytecznej energii z reakcji syntezy jadrowej to
znaczy na prowadzeniu reakcji w sposob kontrolowany. Dlatego prowadzone sa proby
skonstruowania reaktora termojadrowego. Podstawowym problemem jest utrzymanie gazu
o tak wysokiej temperaturze, w pewnej ograniczonej objetosci. Czas trwania reakcji musi
by¢ wystarczajaco dtugi zeby wytworzona energia byla wigksza od energii zuzytej na
uzyskanie tak goracego gazu (uruchomienie reaktora). Stwarza to wiele problemoéw
technicznych i jak dotad nie udato si¢ przeprowadzi¢ zakonczonej sukcesem kontrolowane;j
reakcji termojadrowe;.

W przyrodzie obserwuje si¢ ciagle wytwarzanie energii termojadrowej. Procesy
termojadrowe sa zrodlem energii gwiazd w tym 1 ,,naszego” Stonca.

38.4.3 Zrédta energii gwiazd

Ewolucja wielu gwiazd rozpoczyna si¢ od wyodregbnienia si¢ chmury wodoru z materii
migdzygwiezdnej. Chmura ta zapada si¢ pod wplywem sily grawitacji. Zaggszczaniu
materii pod wplywem grawitacji towarzyszy wzrost temperatury az osiagnigte zostaje
stadium protogwiazdy ®.

Poniewaz energia protogwiazdy, zrddlem ktorej jest grawitacyjne zapadanie sig,
zmniejsza si¢ przez promieniowanie elektromagnetyczne (protogwiazda $wieci) trwa
dalsze jej kurczenie si¢ az do pojawienia si¢ nowego zrodia energii, ktére moze temu
przeciwdziata¢. Tym nowym zrédlem sa reakcje termojadrowe.

Sprobujmy teraz obliczy¢ rozmiar (promien) Stonca w funkcji jego masy. W tym celu
zakladamy, ze gestos¢ Stonca jest stala (w rzeczywistosci rdzen ma wigksza gestos¢ niz
warstwy przy powierzchni), a jego mase przyjmujemy rowna Ms = 210 kg.

Zapadanie si¢ masy gazu w Sloficu zostanie zatrzymane gdy ci$nienie termiczne
wywolane ogrzewaniem gazu przez energi¢ z reakcji termojadrowych wyrdéwna cisnienie
grawitacyjne. Obliczamy wigc ci$nienie grawitacyjne wewnatrz jednorodnej kuli

. . . — N L, .
o promieniu R. Korzystamy z roOwnania p = pgh, gdzie g = 5 g jest wartoscia $rednig

przyspieszenia (na powierzchni kuli przyspieszenie jest rowne g, a w S$rodku
przyspieszenie jest rowne zeru). Stad

1
P, = EpgR (38.23)
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G
gdzie g = R 2S . Ostatecznie wigc
1 M
Fo=,pG—> (38.24)

Na podstawie réwnania stanu gazu doskonatego ci$nienie termiczne gazu wynosi
Pr="— (38.25)

gdzie m, jest masa protonu (masa atomu wodoru =~ masa protonu).
Poréwnanie tych dwdch ci$nien daje wyrazenie na promien Stonca

kT 1 GM;
m 2 R (38.26)
p
skad
GM ¢m
R=—"212 (38.27)
2kT

Teraz sprobujemy oceni¢ jaka jest najnizsza temperatura potrzebna do zblizenia dwoch
protonéw na odleglos¢ 2:10™"° m wystarczajaca do ich potaczenia sig.

Kazdy proton ma energi¢ (3/2)kT, wigc energia kinetyczna pary protondéw jest rowna 3kT.
Ta energia musi zréwnowazy¢ energie odpychania elektrostatycznego rowna e’/ 47z&,R .
Z pordwnania tych energii otrzymujemy temperature T ~ 2.8:10° K.

We wnetrzu gwiazdy wystarcza temperatura o jeden lub nawet dwa rzedy wielkosci
nizsza, bo zawsze znajdzie si¢ wystarczajaca ilos¢ protonow o predkosciach wigkszych od
sredniej (przypomnij sobie Maxwella rozkltad predkosci - punkt 16.2) aby podtrzymacé
reakcje. Tak wiec temperatura, dla ktorej zaczynaja zachodzi¢ reakcje termojadrowe jest
rzedu 107 K. Na podstawie tych danych otrzymujemy warto$¢ promienia Stonca zblizona
do warto$ci obserwowanej R = 7-10° m.

Temperatura rzedu 10 K jest wigc dostatecznie wysoka, aby wywolaé nastepujace
reakcje termojadrowe

p+p—>D+e +v (38.27)
p+D —>’He+y (38.28)
*He+’He »>*He+ p+p (38.29)

gdzie D oznacza izotop wodoru }H - deuter. Ten ciag reakcji termojadrowych pokazany na
rysunku 38.3 jest znany jako cykl wodorowy.
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Rys. 38.3. Schemat cyklu wodorowego

W cyklu wodorowym wytworzona zostaje czastka alfa, 2 pozytony, 2 neutrina i 2 fotony
gamma. Masa jadra helu stanowi 99.3% masy czterech protonéw wigc wydziela si¢ energia
zwigzana z rdznica mas. Cykl wodorowy jest gldwnym mechanizmem produkcji energii
przez Stonce 1 inne gwiazdy bogate w wodor.

Energia wytwarzana przez Stonce jest ogromna. W ciagu sekundy 592 miliony ton
wodoru zamieniaja si¢ w 587.9 milionéw ton helu. Roznica tj. 4.1 miliony ton jest
zamieniana na energic (w ciagu sekundy). Odpowiada to mocy okoto 4-10*° W.

@ Cwiczenie 38.6

Na podstawie tych danych, sprobuj teraz obliczy¢ po jakim czasie wypalitoby si¢ Stonce
(o masie Mg =2-10"" kg) to znaczy caly wodor zamienitby sie w hel. Pamietaj, ze energia
wytwarzana przy przemianie wodoru w hel stanowi 0.7% masy "paliwa" wodorowego.
Poréwnaj otrzymany wynik z dotychczasowym wiekiem Stonca, ktéry szacuje sie na 5-10°
lat. Wynik zapisz ponize;j.

t:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

—

Ten rozdziat konczy modut jedenasty; mozesz teraz przejs¢ do podsumowania 1 zadan
testowych.
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Podsumowanie

Z zasady Pauliego wynika, ze w danym stanie, opisanym liczbami kwantowymi n, [, m;
z uwzglednieniem spinu elektronu, moze znajdowac sig tylko jeden elektron.

Widmo promieniowania X sklada si¢ z widma ciaglego 1 liniowego
(charakterystycznego). Krotkofalowa granica widma ciagltego jest dana przez

Ain :—5, gdzie U jest napigciem przyspieszajacym elektrony w lampie
e
rentgenowskiej.

Ze wzgledu na typy wiazan krysztaty dzielimy na: krysztaty czasteczkowe, krysztaty
jonowe, krysztaty atomowe (kowalentne), krysztaty metaliczne.

Podstawowymi materialami potprzewodnikowymi sa german i krzem, pierwiastki z IV
grupy uktadu okresowego. Sa to polprzewodniki samoistne. Domieszkujac je
pierwiastkami z V 1 III grupy uktadu okresowego otrzymujemy potprzewodniki typu n
1 p odpowiednio.

W zaleznosci od wielko$ci 1 znaku podatno$ci magnetycznej y , dzielimy ciata na
nastgpujace trzy grupy: 1) yx <0, ciala diamagnetyczne, 2) x>0, ciala
paramagnetyczne; 3) y >> 0, ciata ferromagnetyczne. Ferromagnetyzm jest wlasno$cia
krysztatow, a nie pojedynczych atomow.

Pozostato$¢ magnetyczna, pole koercji i temperatura Curie sa parametrami, ktore
decyduja o przydatnosci danego materiatu jako magnesu trwatego.

Sit¢ wiazaca nukleony w jadrze okreslamy mianem sity jadrowej lub oddziatywania
silnego. Sily te sa krotkozasiegowe, dziataja na odleglosciach ~ 210" m.

Gdy uktad oddzielnych swobodnych nukleonéw taczy si¢ w jadro energia uktadu
zmniejsza si¢ o warto$¢ AE energii wiazania jadra AE = AMc”. Dlatego dla kazdego
atomu jego masa jest mniejsza od masy sktadnikéw o wielko$¢ AM zwang niedoborem
masy lub defektem masy.

Nukleony najsilniej sa wigzane w jadrach pierwiastkéw ze Srodkowej czgsci uktadu
okresowego.

Istnieja trzy rodzaje promieniowania alfa (jadra helu), beta (elektrony lub pozytony)
1 gamma (fotony).

Z probki zawierajacej Ny jader promieniotworczych po czasie ¢ pozostaje ich
N=N,e".

Jezeli cigzkie jadro rozdzielimy na dwie czgsci, to powstale dwa mniejsze jadra sa
silniej wiazane od jadra wyjSciowego to znaczy te dwie czg¢sci maja mas¢ mniejsza niz
masa jadra wyjSciowego. Dzigki temu w reakcji rozszczepienia wydziela si¢ energia.
Zrédlem energii bomby atomowej i reaktora jadrowego sa procesy rozszczepienia
jadrowego.

Energia moze by¢ wytwarzana rowniez w reakcji syntezy lekkich jader na przyktad
deuteronéw “H. Do przezwyciezenia odpychania kulombowskiego dodatnich jader
celem zblizenia ich na odleglo$¢ niezbgdna do ich potaczenia potrzebne sa temperatury
rzedu 107 - 10° K. Reakcje, ktére wymagaja takich temperatur nazywamy reakcjami
termojadrowymi. Sa one zrodlem energii gwiazd w tym i ,,naszego” Stonca.
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Materiaty dodatkowe do Modutu XI
Xl. 1. Rozkfad Boltzmana

Na poczatku rozwazmy uktad zawierajacy pewna niewielka ilo§¢ identycznych czastek
(np. cztery), ktorych energia moze przyjmowac jedna z nast¢pujacych wartosci £ = 0, AE,
2AE, 3AE, 4AE...... Energia catkowita uktadu ma warto$¢ 3AE, a czastki znajduja sig
w rownowadze w temperaturze 7.

By osiagnaé ten stan rownowagi czastki musza wymienia¢ energi¢ ze soba (na przyktad
poprzez zderzenia). Podczas tej wymiany ich energie zmieniaja si¢, przyjmujac rozne
wartosci.

W ten sposob moze by¢ realizowany kazdy mozliwy podziat energii catkowitej 3AE
pomigdzy te czastki. W tabeli XI.1.1, ponizej pokazane sa te wszystkie mozliwe podziaty.
Zwrdéémy uwage, ze obliczajac ilo$¢ sposobdw realizacji danego podziatu traktujemy jako
rozroznialny podzial, ktéry mozna otrzymaé¢ z danego w drodze przestawiania czastek
pomiegdzy réznymi stanami. Przestawienia czastek w tym samym stanie energetycznym nie
prowadza do nowych sposobow realizacji podziatlow, bo nie mozna eksperymentalnie
odrdézni¢ od siebie takich samych czastek o tej samej energii.

Ponadto przyjmujemy, ze wszystkie sposoby podziatu energii moga wydarzy¢ si¢ z tym
samym prawdopodobienstwem.

Tabela X1.1.1

podziat| E=0 E=AE | E=2AE | E=3AE | liczba sposobow Py
k realizacji podzialu
1 1,2,3 4
1 1,24 3
1 134 3 4 4/20
1 2,34 1
2 1,2 3 4
2 1,2 4 3
2 1,3 2 4
2 1,3 4 2
2 1,4 2 3
2 1,4 3 2
5 23 0 4 12 12/20
2 2,3 4 1
2 2,4 1 3
2 2,4 3 1
2 34 1 2
2 34 2 1
3 1 2,34
3 2 1,34
3 3 124 4 4/20
3 4 1,2,3

N(E) 40/20 24/20 12/20 4/20
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Nastgpnie obliczamy N(E) czyli prawdopodobna ilo$¢ czastek w danym stanie
energetycznym E. Rozpatrzmy stan £ = 0.

Dla podzialu £ = 1 mamy N, = 3 czastki w stanie o £ = 0, a prawdopodobienstwo, ze taki
podziat ma miejsce wynosi P; = 4/20.

Dla podziatu k£ = 2 mamy N, = 2 czastki w stanie o £ = 0, a prawdopodobienstwo, ze taki
podziat ma miejsce wynosi P, = 12/20.

Dla podziatu k£ = 3 mamy N; = 1 czastke w stanie o £ = 0, a prawdopodobienstwo, ze taki
podziat ma miejsce wynosi P; = 4/20.

Zatem prawdopodobna ilo$¢ czastek w stanie £ = 0 wynosi:

N(E)=N,P,+ N,P,+ N,P, =3-(4/20)+2-(12/20) +1-(4/20) = 2

Analogicznie obliczamy N(E) dla pozostatych wartosci E (patrz ostatni wiersz tabeli).
Zauwazmy, ze suma tych liczb wynosi cztery, tak Ze jest rOwna catkowitej liczbie czastek
we wszystkich stanach energetycznych. Wykres zalezno$ci N(E) jest pokazany na rysunku
ponizej.

N(E) |
2¢

O T T T T T T —O— T T 1
AE 2AE 3AE 4AE 5AE E
E

£

Ciagla krzywa na rysunku jest wykresem malejacej wyktadniczo funkcji N(E) = Ade
Mozemy teraz wybiera¢ coraz mniejsze AE (zwigkszajac i1lo§¢ dozwolonych standw) przy
tej samej co poprzednio wartosci catkowitej energii. Oznacza to, ze bedziemy dodawac
coraz wigcej punktow do naszego wykresu, az w granicy gdy AE— 0 przejdziemy do
funkcji ciagltej danej powyzszym réwnaniem.

Potrzebujemy jeszcze znalez¢ warto$¢ Ey. Obliczenia te cho¢ proste wykraczaja poza ramy
tego wyktadu. Wystarczy wigc zapamigtac, ze Ey = kT, toznaczy jest rOwna Sredniej energii
uktadu czastek w temperaturze 7. Ostatecznie wigc

E

N(E) = de *

Jest to rozktad Boltzmana, ktory mowi, ze prawdopodobna ilo$¢ czastek ukladu
w rownowadze w temperaturze 7, znajdujacych si¢ w stanie o energii £ jest proporcjonalna
do exp(-E/kT). Sposdb wyboru statej proporcjonalnosci 4 zalezy od tego jaki ukiad
rozwazamy.
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Rozwigzania ¢wiczen z modutu XI

Cwiczenie 36.1
Dane: n = 3.

Dla n = 3 odpowiednie liczby kwantowe zgodnie z warunkami (36.3) wynosza

(n, 1, my, 5)= (3,0,0,% ¥5)
(35171’:|: 1/2)5 (3315O>:|: 1/2)7 (3915_13:|: 1/2)
(3,2,2,+ '), (3,2,1,+ %), (3,2,0,£ '%), (3,2,-1,£ '), (3,2,-2,£ }5)

W stanie n =3 moze znajdowac si¢ maksymalnie 18 elektronow

Cwiczenie 36.2
Dane: k— o0, j=1,R=1.097-10"m", ¢ =3-10° m/s, h = 6.63-10" Js, 1eV = 1.6:107" J,
a= 2, ZCu = 29, Zpb = 82.

Maksymalna czgstotliwos¢ fotondw promieniowania X obliczamy z prawa Moseleya

1 1
V= (Z —a)ch(kz—sz

uwzgledniajac k >0 1j=1.

Po podstawieniu danych otrzymujemy dla miedzi vye. = 8.88:10'° Hz co odpowiada energii
kwantu Av,,. = 368 eV 1 minimalnej dlugosci fali A, = 3.38 nm.

Analogicznie dla otowiu v, = 2.63- 10" Hz, hvye=1091 eV i, =1.14 nm.

Cwiczenie 38.1
Dane: AM = 0.0303779 u, ¢ = 3-108 m/s, 1eV = 1.6:107" J.

Energi¢ wiazania dla 3 He obliczamy z zalezno$ci AE = AMc*

lu = 1/12 masy atomowej wegla ';C

-3
fu= L He 112107 kg/mol _y oo y52m
12N, 126.02:10% 1/mol

Po podstawieniu danych otrzymujemy energi¢ wiazania rowna 28.3 MeV.

Cwiczenie 38.2

Jadro **U przechodzi w ***

U w wyniku przemiany o i dwoch przemian .

239 W4y 4 0p, 0
w U Ut a+ B+,
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Cwiczenie 38.3
Dane: ¢t =42 dni, N(0)) - N(¢) = 0.875-N(0).

Po czasie potowicznego rozpadu liczba jader maleje do potowy to znaczy, ze po m takich
okresach liczba pozostatych jader

N(t =mT) = [;jm N(0)

Z danych wynika, ze N(¢) = 0.125-N(0) = (1/8)-N(0) wigc po podstawieniu otrzymujemy

1 1"
(po-(3] o

m=3

skad

Oznacza to, ze 87.5% jader rozpadlo si¢ w czasie réwnym trzem czasom polowicznego
rozpadu. Poniewaz mingto 42 dni to czas potowicznego rozpadu 7= (42/3) = 14 dni.

Cwiczenie 38.4
Dane: AE =200 MeV, ¢ =3-10°m/s, 1eV = 1.6:107" J.

Masa jest rownowazna energii zgodnie z zaleznoécia AE = AMc’
Podstawiajac dane otrzymujemy AM = 3.55-10*° kg = 0.214 u co stanowi 0.09 % masy
jadra uranu.

Cwiczenie 38.5
Dane: Ey (rozszczepienie jadra uranu) = 200 MeV = 3.2:107'J,
Ec (spalanie 1 kg wegla) =2.5-10" J, my =1 kg, 1, = 235 g/mol, Ny = 6.02-10* 1/mol.

Energia uzyskana w reakcji rozszczepienia 1 kg uranu wynosi E=E, —~% N,
U

Podstawiajac dane otrzymujemy E = 8.2:10" J co odpowiada energii uzyskanej przy
spaleniu wegla o masie mc = E/Ec = 3.28-10° k.

Cwiczenie 38.6
Dane: Ms=2-10"" kg, P =4-10"° W, energia wytwarzana przy przemianie wodoru w hel
stanowi 0.7% masy "paliwa" wodorowego.
Energia wytwarzana w cyklu wodorowym wynosi E = 0.007-Mc* = 1.3-10* J
Stad
t=E/P=(1.3-10" 1)/ (410 W)= 10" lat

Jest to okoto 20 razy wigcej niz dotychczasowy wiek Stonca.
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Test Xl

1.

10.

Ile elektronow w atomie Ge, bedacym w stanie podstawowym, znajduje si¢ w stanach
on=31n=47

Najmniejsza dlugos¢ fali promieniowania X emitowanego z probki wynosi
Amin=2-10""" m. Jaki jest najciezszy pierwiastek wystepujacy w tej probce?

Ile elektronow przewodnictwa znajduje si¢ w gramie germanu domieszkowanego
arsenem, jezeli ilos¢ domieszki wynosi 10" atoméw arsenu na jeden mol atoméw
germanu?

Oblicz orbitalny moment magnetyczny elektronu dla pierwszych trzech orbit wodoru.
Moment dipolowy atomu zelaza wynosi 1.8 10> Am?”. Jaki jest moment dipolowy
zelaznej igly kompasu wykonanej w ksztalcie plytki o wymiarach 3 cm x 5 mm x
I mm jezeli momenty magnetyczne wszystkich atoméw sa ustawione w jednym
kierunku?

Ktory z czasow jest dhuzszy: czas potowicznego zaniku czy $redni czas zycia atomu
promieniotworczego?

Jaka ilo$¢ czastek o wyemituje, w ciagu 1 sekundy, 1 gram izotopu uranu

%3U o polowicznym czasie zaniku T = 4.5 10° lat?

Oblicz maksymalng energig czastek f emitowanych przez promieniotworczy wegiel
"Cw nastepujacej reakcji 'tC—'"N+ 4. Masa 'C =14.003242u, a masa
N =14.003074 u.

[le gramoéw uranu trzeba zuzywaé dziennie w elektrowniach jadrowych, zeby
wyprodukowa¢ 1 GW energii elektrycznej? Sprawno$¢ przemiany wynosi 30%.

Podczas wybuchu bomby wodorowej zachodzi reakcja termojadrowa, w ktorej
z deuteru i trytu powstaja jadra helu H+ H—>;He+,n. Oblicz ilo$¢ energii jaka
wydzieli si¢ podczas wybuchu, w ktorym powstaje 1kg He. Masa atomu
21H =2.014102 u, masa 31H =3.016049 u, masa gHe =4.002604, a masa neutronu

'n =1.008665 u.
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Uzupetnienie — Elementy szczeg6lnej teorii wzglgdnosci

U.1 Elementy szczegodlnej teorii wzglednosci

Mechanika klasyczna oparta na zasadach dynamiki Newtona poprawnie opisuje
zjawiska, w ktorych predkosci ciat sa male w porownaniu z predkoscia $wiatta. Jednak
w zjawiskach atomowych, jadrowych i w astrofizyce spotykamy si¢ z predkosciami
zblizonymi do predkosci §wiatta 1 wtedy zamiast mechaniki klasycznej musimy stosowac
mechanike relatywistyczngq oparta na szczegolnej teorii wzglednosci opracowanej przez
Einsteina. Mechanika klasyczna nie jest sprzeczna z mechanika relatywistyczna, a stanowi
jej szczegblny przypadek (dla matych predkosci).

U.1.1 Transformacja Galileusza

Sprébujemy teraz opisa¢ zjawiska widziane z dwoch réznych inercjalnych uktadow
odniesienia, poruszajacych si¢ wzgledem siebie (rysunek U.1). W tym celu wyobrazmy
sobie, obserwatora na Ziemi, ktory rejestruje dwa zdarzenia (na przyktad dwie eksplozje)
zachodzace na pewnej, jednakowej wysokosci.

A y A

" X X

y

Y

o /
x‘-

e

Rys. Ul.1. Obserwacja zjawisk z dwoch poruszajacych si¢ wzgledem siebie uktadow odniesienia

Odlegto$¢ migdzy miejscami wybuchow wynosi, (wedlug ziemskiego obserwatora) Ax,
natomiast czas migdzy wybuchami Az. Te same dwa zdarzenia obserwowane sa przez
pasazera samolotu lecacego z predkoscia V po linii prostej taczacej miejsca wybuchow.
Wzgledem lokalnego uktadu odniesienia zwigzanego z lecacym samolotem rodznica
polozen wybuchdéw wynosi Ax’, a rdznica czasu Az’.

Poréwnajmy teraz spostrzezenia obserwatorOw na ziemi 1 w samolocie. Zrobmy to na
przyktad z pozycji obserwatora na ziemi, ktory probuje opisaé to co widza pasazerowie
samolotu. Jezeli, pierwszy wybuch nastapit w punkcie x;” (wg samolotu), a drugi po czasie
At, to w tym czasie samolot przeleciat drogg VAt (wzgledem obserwatora na Ziemi) i drugi
wybuch zostat zaobserwowany w punkcie

X,'=x,"+Ax -Vt (UL.1)
czyli

Ax'=x,'-x,'= Ax -Vt (U1.2)

494



Uzupetnienie — Elementy szczeg6lnej teorii wzglgdnosci

Jednocze$nie, poniewaz samolot leci wzdluz linii taczacej wybuchy, to Ay’ =Az’ =0.
Oczywistym wydaje si¢ tez, ze At’ = At. Otrzymalismy wigc wzory przektadajace wyniki
obserwacji jednego obserwatora na spostrzezenia drugiego

(U1.3)

Te rownania nosza nazwe transformacji Galileusza.

Sprawdzmy, czy stosujac powyzsze wzory do opisu do$wiadczen, otrzymamy takie same
wyniki, niezaleznie od uktadu w ktérym to dos$wiadczenie opisujemy. Jako przyktad
wybierzmy ciato poruszajace wzdluz osi x ruchem jednostajnie przyspieszonym
Z przyspieszeniem a.

W uktadzie nieruchomym predkos¢ chwilowa ciata wynosi

Ax

u=—
At

(U1.4)

Jego przyspieszenie jest stale 1 rowne a. Natomiast obserwator w pojezdzie poruszajacym
si¢ wzdhuz osi x ze stala predkoscia V rejestruje, ze w czasie A’ ciato przebywa odleglos¢
Ax’. Zatem predkos¢ chwilowa ciala zmierzonego przez tego obserwatora wynosi

u'= AY (Ul.5)
At' ’
Zgodnie z transformacja Galileusza Ax' = Ax - VAt, oraz At' = At, wigc
u,_Ax'_Ax—VAt_u_V UL6
At' At (U1.6)

Otrzymalismy predko$¢ wzgledna jednego obiektu wzgledem drugiego co jest wynikiem
intuicyjnie oczywistym. Natomiast przyspieszenie w uktadzie poruszajacym si¢ wynosi

M _Aw=V)_Mu_
At' At At

a'=

(U1.7)

Widaé, ze w tym przypadku zastosowanie wzoréw transformacji Galileusza daje wynik
zgodny z dos$wiadczeniem. Jednak nie jest to prawda w kazdym przypadku. Miedzy
innymi stwierdzono, ze ta transformacja zastosowana do réwnan Maxwella nie daje tych
samych wynikow dla omawianych ukladow inercjalnych. W szczego6lnosci z praw
Maxwella wynika, Ze predko$¢ $wiatla jest podstawowa stata przyrody i powinna by¢ sama
w kazdym ukladzie odniesienia. Oznacza to na przyklad, ze gdy impuls $wiatla
rozchodzacy si¢ w prozni w kierunku x jest obserwowany przez dwoch obserwatorow
pokazanych na rysunku U.1.1 to zaré6wno obserwator nieruchomy jak poruszajacy si¢
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zpredkoscia V' (wzgledem pierwszego) zmierza identyczna predko$¢ impulsu
c=2.99810° m/s. Tymczasem zgodnie z transformacja Galileusza i ze zdrowym
rozsadkiem powinni$my otrzymac¢ wartos¢ ¢ — V.

Wykonano szereg doswiadczen, w ktorych probowano podwazy¢ rownania Maxwella,
aw szczegdlnosci probowano pokazaé, ze predkos¢ $wiatta, tak jak predkos¢ dzwigku
zalezy od uktadu odniesienia (stosuje si¢ do transformacji Galileusza). Najstawniejsze
znich, to doswiadczenie Michelsona-Morleya majace na celu wykrycie wptywu ruchu
orbitalnego Ziemi na predkos¢ $wiatla poprzez pomiar predkosci §wiatla w kierunku
prostopadtym i1 rownoleglym do ruchu Ziemi. Wszystkie te doswiadczenia daly wynik
negatywny i musimy uznac, ze

(2% Prawo, zasada, twierdzenie
=58 Predkos¢ swiatta w prézni ¢ =2.998-10° m/s jest jednakowa we wszystkich
inercjalnych uktadach odniesienia.

Rozpatrzmy teraz niektore wnioski wynikajace ze statosci predkosci §wiatla.

U.1.2 Dylatacja czasu

Rozpatrzmy rakietg, w ktérej znajduje si¢ przyrzad wysytajacy impuls §wiatta z punktu
A, ktéry nastepnie odbity przez zwierciadlo Z, odlegle o d, powraca do tego punktu 4,
gdzie jest rejestrowany (rysunek U.1.2).

a) b)
A
y V4

A X
z z'

Rys. U1.2. Pomiar czasu przebiegu impulsu swietlnego w dwoch uktadach odniesienia

Czas Af' jaki uplywa migdzy wystaniem §wiatla, a jego zarejestrowaniem przez
obserwatora bedacego w rakiecie (rysunek a) jest oczywiscie rowny Ar' = 2d/c. Teraz to
samo zjawisko opisujemy z uktadu nieruchomego obserwatora (rysunek b), wzgledem
ktoérego rakieta porusza si¢ w prawo z predkoscia V. Chcemy, w tym uktadzie, znalez¢ czas
At przelotu $wiatla z punktu 4 do zwierciadla i z powrotem do A. Jak wida¢ na rysunku
Ul.2 (b) $wiatto przechodzac od punktu A do zwierciadta Z porusza si¢ po linii
o dtugosci §
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AtY
S= @f2j+d2 (U1.8)

Zatem czas potrzebny na przebycie drogi AZA (to jest dwoch odcinkow o dlugosci §)
wynosi

At
[sz +d (U1.9)

Przeksztatcajac to rownanie otrzymujemy ostatecznie

2d
o At'
_ c _
At = = e (U1.10)
Jl‘cz Jl

Widzimy, ze warunek stalosci predkosci swiatta w r6znych uktadach odniesienia moze by¢
spetniony tylko wtedy gdy, czas pomiedzy dwoma zdarzeniami obserwowanymi
1 mierzonymi z r6znych uktadow odniesienia jest rozny. W konsekwencji

= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Kazdy obserwator stwierdza, ze poruszajqcy sie zegar idzie wolniej niz identyczny
zegar w spoczynku.

To zjawisko dylatacji czasu D jest wilasno$cia samego czasu i dlatego spowolnieniu
ulegaja wszystkie procesy fizyczne gdy sa w ruchu. Dotyczy to réwniez reakcji
chemicznych, wigc 1 biologicznego starzenia sig.

Dylatacj¢ czasu zaobserwowano do$wiadczalnie migdzy innymi za pomoca nietrwatych
czastek. Czastki takie przyspieszano do predkosci bliskiej predkosci $§wiatla 1 mierzono
zmiang ich czasu potowicznego zaniku.

@ Cwiczenie U.1

Sprébuj obliczy¢ ile razy wzrosnie czas polowicznego zaniku czastki poruszajacej si¢
z predkoscia V' =0.99 c. Zeby sprawdzi¢ czy mozna zarejestrowaé taka czastke oblicz jaka
drogg s przebegdzie ona w tym czasie, jezeli czas polowicznego zaniku nieruchomej czastki
wynosi 10® s. Wynik zapisz ponizej.

t:

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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U.1.3 Transformacja Lorentza

Szukamy ponownie (jak przy transformacji Galileusza) wzoréw przektadajacych
spostrzezenia jednego obserwatora na obserwacje drugiego. Chcemy znalez¢ transformacje
wspotrzednych ale taka, w ktorej obiekt poruszajacy si¢ z predkoscia réwna ¢ w uktadzie
nieruchomym (x, y, z, f), rtowniez w ukladzie (x',)', ', #') poruszajacym si¢ z predkoscia V'
wzdhuz osi x bedzie porusza¢ si¢ z predkoscia c. Transformacja wspotrzednych, ktora
uwzglednia niezalezno$¢ predkosci swiatta od uktadu odniesienia ma postaé

x—Vt x—Vt

_Jl_Vz T

c
y'=y
R (Ur.11)
t—Kx I—Kx
f'= Cz 6’2
V

\/1_22 \/1_182

gdzie f = V/c. Te rbwnania nosza nazwg transformacji Lorentza. Omdéwimy teraz niektore
wnioski wynikajace z transformacji Lorentza.

U.1.3.1 Jednoczesnosc¢

Przyjmijmy, ze wedlug obserwatora w rakiecie poruszajacej si¢ wzdtuz osi x' (czyli
takze wzdluz osi x, bo zakladamy, ze te osie sa roéwnolegle) pewne dwa zdarzenia
zachodza rownoczesnie Ar'=1t,'—1¢'=0, ale w roznych miejscach x;'—x;'= Ax' # 0.
SprawdZzmy, czy te same zdarzanie sa rowniez jednoczesne dla obserwatora w spoczynku.
Z transformacji Lorentza wynika, ze

v

At —— Ax
At'=——C (U1.12)
1-p°
oraz
Ax = AX'\[1— B> + VAt (U1.13)
Laczac te rownania otrzymujemy zwiazek
At'= At 1 - B° —c—zAx' (U1.14)

Jezeli teraz uwzglednimy fakt, ze zdarzenia w ukladzie zwiazanym z rakieta sa
jednoczesne At' = 0 to otrzymamy ostatecznie
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At=C Ay (UL.15)

Widzimy, ze rdwnoczesno$¢ zdarzen nie jest bezwzgledna, w uktadzie nieruchomym te
dwa zdarzenia nie sq jednoczesne.

U.1.3.2 Skrécenie diugosci

Teraz rozpatrzmy inny przyktad. W rakiecie poruszajacej si¢ z predkoscia V, wzdtuz osi
x' lezy pret o dhlugosci L'. Sprawdzmy jaka dhugos¢ tego preta zaobserwuje obserwator
w uktadzie nieruchomym.
Pomiar dlugosci preta polega na zarejestrowaniu dwoch zjawisk zachodzacych
rownoczesnie na koncach preta (np. zapalenie si¢ zardwek). Poniewaz zaréwki zapalaja si¢
na koncach preta to Ax'=L'. Ponadto zarowki zapalaja si¢ w tym samym czasie (dla
obserwatora w uktadzie spoczywajacym ) to dodatkowo Ar = 0. Uwzgledniajac te warunki
otrzymujemy na podstawie transformacji Lorentza

Ax (U1.16)

gdzie Ax jest dlugoscia preta L w uktadzie nieruchomym. Stad

Ax=L=L.1- 5’ (U1.17)

Okazuje sig, ze pret ma mniejsza dtugose, jest krotszy.

U.1.3.3 Dodawanie predkosci

W poprzednim punkcie rozwazaliSmy obiekt spoczywajacy w rakiecie. Teraz zajmiemy
si¢ przypadkiem gdy obiekt ma juz pewna predkos¢ U,' w ruchomym uktadzie odniesienia
(to jest wzgledem rakiety). Sprawdzimy jaka predkos¢ U, zarejestruje nieruchomy
obserwator, w ukladzie ktérego rakieta porusza si¢ z predkoscia V wzdluz osi x. Z
transformacji Lorentza wynika, ze

. Ax—VAt
M_ﬁfﬁ’ (U1.18)
oraz
m—ém
A= (U1.19)
1-
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Dzielac te rOwnania przez siebie otrzymujemy

Ax
Ax"  Ax—-VAt At (U1.20)
VLR
c c” At
a po podstawieniu U '= oraz U = A
’ t At
va: Ux -V
- VU, (UL.21)
CZ
Powyzsze rownanie mozna rozwiazac ze wzgledu na Uy
U, - U, +V'
VU (Ul.22)
1+—;
c

@ Cwiczenie U.2

Rozpatrzmy dwa samoloty naddzwigkowe, ktdre leca ku sobie po linii prostej. Predkosci
samolotow wzgledem Ziemi wynosza odpowiednio: pierwszego 1500 km/h, a drugiego
3000km/h. Oblicz jaka predkos$¢ pierwszego samolotu zmierzy obserwator w samolocie
drugim. Zauwaz, ze poniewaz samolot drugi jest uktadem, wzgledem ktorego prowadzimy
obliczenia to zgodnie z naszymi oznaczeniami Uy = 1500 km/h, a V= -3000 km/h. Ujemny
znak predkosci V wynika z przeciwnego kierunku ruchu. Wynik zapisz ponize;j.

U, =

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na konicu modutu.

U.1.3.4 Zaleznos¢é masy od predkosci

Dotychczas zajmowalismy si¢ kinematyka ruchu ciala obserwowanego z dwoch
uktadow odniesienia poruszajacych si¢ wzgledem siebie ze stalg predkoscia. Teraz chcemy
odpowiedzie¢ na pytanie jak mozna opisa¢ zachowanie ciata pod wplywem sit w sytuacji,
gdy transformacja Lorentza, (a nie Galileusza) jest prawdziwa. Chodzi o to, czy druga
zasada dynamiki Newtona F = dp/d¢f moze by¢ stosowana i czy zasada zachowania pgdu
ma taka sama posta¢ we wszystkich uktadach inercjalnych.
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Okazuje sig, ze warunkiem zachowania pgdu przy transformacji z jednego ukladu
odniesienia do innego jest uwzglednienie zalezno$¢ masy ciata m od jego predkosci V,
danej nastgpujacym wyrazeniem

vy=— " __
a0 l_ﬁ (U1.23)

2
C

w ktoérym m( oznacza masg¢ spoczynkowa, czyli mas¢ nieruchomego ciala. Zauwazmy
ponadto, ze masa czastki ro$nie wraz z predkoscia i zmierza do nieskonczonosci gdy
V—c.

Rozpatrzmy teraz ruch ciala pod wpltywem statej sity F dziatajacej rownolegle do kierunku
ruchu. Zalezno$¢ predkosci ciata od czasu obliczamy na podstawie drugiej zasad dynamiki
Newtona. Uwzgledniajac zalezno$¢ masy od predkosci (U1.23) otrzymujemy

Fi
V)= %1 ’

r 2 (U1.24)
t
1+( mOCJ

Poréwnanie zalezno$¢ predkosci ciala od czasu dziatania sitly w mechanice klasycznej
1 relatywistycznej jest pokazane na rysunku Ul.3. W przeciwienstwie do opisu
klasycznego, z powyzszej zalezno$ci wynika, ze czastki nie da si¢ przyspieszad
w nieskonczonos¢ dziatajac stala sita.

V/c predkosé klasyczna

predkosc relatywistyczna

zakres mechaniki klasycznej

0 ; } ' f : f

Rys. U.1.3. Zalezno$¢ predkosci ciala od czasu dziatania stalej sity w mechanice klasycznej
i relatywistycznej

Zmiana masy z predkoscia zostala potwierdzona wieloma do$wiadczeniami
przeprowadzonymi dla czastek elementarnych.
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U.1.3.5 Roéwnowaznos¢ masy i energii

Einstein pokazal, ze =zasada zachowania energii jest spelniona w mechanice
relatywistycznej pod warunkiem, ze pomigdzy masa i catkowita energia ciata zachodzi
zwiazek

E =mc’ (U1.25)
gdzie m zalezy od predkosci ciala V' zgodnie z réwnaniem (U1.23). To znane powszechnie

réwnanie Einsteina opisuje rownowaznos¢ masy 1 energii. Wynika z niego, ze ciato
w spoczynku ma zawsze pewna energi¢ zwiazana z jego masa spoczynkowa

E, =myc’ (U1.26)

Energig kinetyczna ciata poruszajacego si¢ z predkoscia 7 obliczamy odejmujac od energii
catkowitej energi¢ spoczynkowa (nie zwigzana z ruchem)

E, =E—-E, =mc’ —m,c* = (m—m,)c’ (U1.27)

Widzimy, ze mechanika relatywistyczna wiaze energi¢ kinetyczna z przyrostem masy
ciafa.

@ Cwiczenie U.3

Sprobu;j teraz obliczy¢ predkos¢ czastki, ktorej energia kinetyczna jest rowna jej energii
spoczynkowej. O ile wzrosta masa tej czastki w stosunku do masy spoczynkowej? Wynik
zapisz ponizej.

Rozwiazanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

Na zakonczenie zobaczmy jaka warto$¢ przyjmuje energia catkowita, jesli predkos¢ V jest
mala. Dla matego V' rownanie (U1.23) mozna przyblizy¢ (rozwijajac w szereg) do postaci

2
m(y)=—"2 = m{1+2VZ]
v

) c
T2
c

(U1.28)

Podstawiajac t¢ wartos¢ do wyrazenia na energig¢ catkowita otrzymujemy
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2
myV

E=m(V)c’> ~m,c® + (U1.29)

Pierwszy wyraz jest energia zwiazana z istnieniem samej masy (energia spoczynkowa)
natomiast drugi jest klasyczna energia kinetyczna zwiazana z ruchem ciata. Otrzymali$my
rozwigzanie klasyczne jako graniczny przypadek (dla matych predkosci) rozwiazania
relatywistycznego.
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Uniwersalne state fizyczne

Stala grawitacyjna

Wielkos¢ Symbol Warto$¢
Predkos¢ swiatta w prozni c 2.9979:-10° m's™
Przenikalno$¢ magnetyczna prozni Lo 47107 Hm™
Przenikalno$¢ elektryczna prézni & 8.8542-107 F-m™!
Stata Plancka h 6.6262-107* J-s
Elektryczny tadunek elementarny e 1.60219-107" C
Masa spoczynkowa elektronu me 9.1095-10" kg
Masa spoczynkowa protonu my 1.6726485-107 kg
Masa spoczynkowa neutronu my 1.6749-107% kg
Stata Rydberga R 1.0974:10" m™
Liczba Avogadro Nav 6.0220-10* mol ™
Jednostka masy atomowej u 1.6606:10" kg
Stata Boltzmanna k 1.3807-10% J K
Stata Stefana-Boltzmanna o 5.67031:10° W-m >K™*
Stata gazowa R 8.3144 J-mol "K'

6.6720-10""' N-m* kg™

504



Uzupetnienie — Uzyteczne wzory matematyczne

Uzyteczne wzory matematyczne

Geometria
Pole okregu r
Pole kuli 4rr?
. . 4 3
Objetos¢ kuli g” r
Trygonometria
sind = Y
3 r
! cosf = hd
: r
r 1
Ly tef=
!
0 \\'-., i sin® @ +cos” 6 =1
| ]
| 1 > sin 2@ = 2sin @ cos @
X
N _
sin(aiﬂ):Zsina_’Bcosa+ﬂ
2 2
Niektore pochodne
d d df(x)
—a=0 S gx))=a
: @@=
d -1 d !
Ay = —(Inx) =—
dx ( dx " X

4 (sin(ax)) = acosax
dx

4 (cos(ax)) = —asinax
dx

d df dg d dg df
e =+ =4 — —_— . = — 4 o—
dx(f g) dx dx dx(f g) fdx gdx
Niektore calki (C = const.)
n+l
jdx=x+C Ix”dxzx +C
n+1
dx ) 1
j—=lnx+C Is1naxdx=——cosax+C
X a
J-cosaxdx:lsinax+C I(f(x)+g(x))dx:J.f(x)dx+jg(x)dx
a

[ reas=re

lz =F(x2)—F(x1)
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