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METODA - TERMIN

Angielski termin the finite element method jest w polskiej literaturze
thumaczony dwojako:
e w analizie numerycznej uzywa si¢, formy ,,metoda elementu
skonczonego” (wiernie oddajacej tres¢ angielska),
e w naukach inzynierskich przyjelo si¢, stosowac nazwe, ,,metoda
elementéow skonczonych”.

Ta druga forma nawigzuje do tytutu polskiego tlumaczenia klasycznego
podrecznika prof. Olgierda Zienkiewicza.

O. C. Zienkiewicz, Metoda elementow skonczonych, Arkady, Warszawa 1972.
O.C. Zienkiewicz, R.L. Taylor, P. Nithiarasu, The Finite Element Method for Fluid
Dynamics, Butterworth-Heinemann, Elsevier, 2014 (ISBN: 978-1-85617-635-4)



MES (Metoda Elementow Skonczonych) jest jednym z
podstawowych narzedzi komputerowego wspomagania badan
naukowych 1 analiz inzynierskich, o bardzo szerokim zakresie
zastosowan 1 duzej popularnosci.

Znajomos$¢ MES obejmuje wiedz¢ z roznych dziedzin zastosowan
(dzialy fizyki, mechanika konstrukcji, itp.), wiedz¢, matematyczng
dotyczacg podstaw oraz wiedze¢ informatyczng o realizacji na sprzgcie
komputerowym.
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MES W FORMIE PROSTEJ I SCISLEJ

Metoda Elementow Skonczonych jest metoda aproksymacji (czyli
otrzymywania rozwigzan przyblizonych) rownan rézniczkowych
czastkowych (RRC).

Rownania rézniczkowe stanowig model matematyczny, najczesciej
jakiegos procesu lub stanu uktadu fizycznego.

Proces lub stan opisywane sg za pomocg parametrow bedacych
funkcjami potozenia w przestrzeni i ewentualnie czasu. RRC opisuja
zaleznosci miedzy tymi funkcjami oraz ich pochodnymi.

Znalezienie rozwigzania RRC to znalezienie tych funkcji, stanowiacych
funkcje niewiadome dla konkretnego zagadnienia.



PROCESY ZASTOSOWNIA MES

Zastosowanie MES do rozwigzania konkretnego zadania naukowego
lub inzynierskiego sktada si¢ z dwoch odrgbnych procesow:

a) stworzenia modelu obliczeniowego
b) rozwigzania konkretnego zadania za pomoca uzyskanego
modelu.



STWORZENIE MODELU OBLICZENIOWEGO MES

Stworzenie modelu dokonywane jest najczesciej przez fizykow,
inzynierow, matematykow. Polega na wyborze lub stworzeniu modelu
matematycznego w postaci RRC 1 przeksztatceniu do tzw.
sformutowania MES.

Sformutowanie MES dla pewnego typu probleméw skifada si¢ z
dwoch elementow:
e rdéwnania catkowego zwigzanego z RRC;
e definicji z jakich funkcji konstruowane bedzie rozwigzanie
przyblizone.



OBSZAR | WARUNKI

Kazde zadanie MES okreslane jest dla pewnego fizycznego obiektu lub
grupy obiektow zajmujacych miejsce w przestrzeni. To zajmowane
miejsce, czyli obszar w ktorym zdefiniowane sa RRC nazywane jest
obszarem obliczeniowym.

Kazdy taki obszar jest skonczony, a wigc posiada brzeg.

Elementem modelu matematycznego zjawiska, oprocz RRC, ktore
okreslaja zachowanie funkcji niewiadomych wewnatrz obszaru
obliczeniowego, sg takze dodatkowe rownania okreslajgce zachowanie
funkcji niewiadomych na brzegu (warunki brzegowe).

Takze te rownania ujmowane sg w sformutowaniu MES.



ISTOTA MES

Istota MES jest sposob aproksymaciji RRC polegajacy na podziale
obszaru obliczeniowego na mate podobszary o prostych ksztaltach,
zwane elementami skonczonymi oraz

specjalny sposob konstruowania funkcji aproksymujacych opierajacy
sie na funkcjach zdefiniowanych w elementach skonczonych.

MES jako jedna z niewielu metod potrafi modelowa¢ zjawiska w
skomplikowanych obszarach obliczeniowych, co stanowi jedna z jej
podstawowych zalet w zastosowaniach praktycznych.

W elementach skonczonych definiuje si¢ proste funkcje, najczesciej
funkcje liniowe lub wielomiany niskiego stopnia, zwane funkcjami
ksztattu. Elementem sformutowania MES jest okreslenie w jaki sposéb
z funkcji ksztattu konstruuje si¢ funkcje aproksymujace rozwiazanie.



KONSTRUKCJA FUNKCJI APROKSYMUJACYCH
rozwigzanie przebiega w dwodch etapach

Pierwszy etap: z funkcji ksztaltu okreslonych w pojedynczych
elementach konstruuje si¢ funkcje okreslone w catym obszarze
obliczeniowym (bgdacym sumg elementow).

Proces ten mozna okresli¢ jako sklejanie wielu funkcji w matych
podobszarach w jedng funkcje w calym podoobszarze — te funkcje
okreslane w catym obszarze nazywane sg funkcjami bazowymi



Drugi etap: definiuje si¢ w jaki sposob ostateczne rozwigzane ma by¢
otrzymywane z funkcji bazowych.

Zasada jest tutaj prosta, rozwigzanie przyblizone MES jest kombinacja
liniowa funkcji bazowych (czyli suma ze wspotczynnikami réznymi dla
kazdej funkcji).

Zbior wszystkich mozliwych kombinacji liniowych funkcji
bazowych stanowi zbiér wszystkich mozliwych rozwigzan
przyblizonych danego problemu, czyli stanowi przestrzen funkcji, w
ktorej poszukiwane jest rozwigzanie konkretnego zadania.



Wspobdiczynniki wystepujace w kombinacji liniowej dla
aproksymowanej funkcji stanowig zbior liczb.

Znajac ten zbior liczb oraz definicje funkcji bazowych mozna uzyskaé
rozwiazanie przyblizone danego problemu w dowolnym punkcie
obszaru obliczeniowego.

Mowi sie, ze MES jest metoda dyskretyzacji, czyli uzyskiwania
rozwigzania w postaci dyskretnej (a wiec w postaci skonczonego zbioru
liczb), na podstawie ktorego mozna uzyskac rozwigzanie w dowolnym
miejscu obszaru.



DYSKRTETNY ZBIOR WARTOSCI W WEZEACH

Czesto, dzigki odpowiednim definicjom funkcji ksztattu i funkcji
bazowych, dyskretny zbior liczb okreslajacych rozwigzanie MES to
zbiér wartosci w wybranych punktach obszaru obliczeniowego,
zwanych weztami.

Wtedy mozna powiedzie¢, ze MES jest metoda uzyskiwania
rozwigzania w wybranych punktach obszaru obliczeniowego, a
nastepnie interpolowania rozwigzania w pozostalych punktach
obszaru za pomocg funkcji bazowych (lub patrzac z punktu widzenia
pojedynczego elementu funkcji ksztattu).



TRANSFORMACJA ROWNANIA CALKOWEGO
DO POSTACI UKEADU ROWNAN LINIOWYCH

Co dzieje sie z calkami z réwnania? Teraz kazdy wspotczynnik
macierzy uktadu roéwnan liniowych, nazywanej w MES tradycyjnie
macierza sztywnosci, jest sumag odpowiednich catek.

Calki odpowiadajg poczatkowemu uktadowi RRC, sg zdefiniowane dla
calego obszaru obliczeniowego, ale oblicza si¢ je jako sumg calek po
elementach. Odpowiednie definicje funkcji bazowych powoduja, ze w
otrzymanym uktadzie roéwnan liniowych zdecydowana wigkszosé¢
wartosci to zera (niekiedy udzial zer moze przekraczac¢ 99,99%).

To czy dany element macierzy uktadu jest zerem czy nie, wiadomo na podstawie
definicji elementéw i funkcji ksztattu, dlatego znajac te definicje, z gbry wiadomo,
ktoére wyrazy macierzy sg zerami, a ktore nie. Wyrazow zerowych nie oblicza sie.



Rozwigzanie zadania za pomoca MES sprowadza si¢ wiec do
rozwigzania najczesciej wielkiego, rzadkiego ukladu réwnan
liniowych.

To wilasnie ten fakt, ze macierz uktadu rownan liniowych w MES jest
tak rzadka powoduje, ze MES jest atrakcyjna z obliczeniowego punktu
widzenia.



Rozwigzanie konkretnego zadania MES

Stworzenie modelu obliczeniowego MES jest zadaniem realizowanym,
jak to bylo juz powiedziane, przez matematykow, inzynierow, fizykow
dla konkretnych grup zadan.

Model w postaci rOwnania catkowego i definiciji przestrzeni funkcii
aproksymujacych jest rownowazny modelowi w postaci sposobu
konstrukcii uktadu rownan liniowych MES.

Ta druga postac lepiej nadaje si¢ do tworzenia algorytméw
numerycznych i jest podstawows postacig wykorzystywana przy
tworzeniu programoéw MES.



Czesto definicje elementdw i funkcji ksztaltu sg tak proste, ze udaje sie
wyliczy¢ catki tworzace wyrazy macierzy sztywnosci, w zaleznosci od
pewnych parametrow elementow, i poda¢ gotowe wzory na wyrazy
macierzy sztywnosci.

Przyjmowac bedziemy, ze koncowym etapem tworzenia modelu MES
jest podanie algorytmicznego przepisu na tworzenie ukladu rownan
liniowych odpowiadajacych sformutowaniu MES.

Otrzymany model MES zazwyczaj ma zastosowanie do pewnej grupy
problemow. Na jego podstawie tworzone sa programy komputerowe,
ktore realizujg model w konkretnych obliczeniach.



Etapy realizacji:

wybor modelu (kazdy program MES oferuje zazwyczaj kilka
modeli MES, odpowiadajgcych konkretnym RRC i warunkom
brzegowym);

definicja obszaru obliczeniowego 1 podziat obszaru na elementy
(w programach MES mogg pojawiac sie rozmaite elementy
Jjedno, dwu i trojwymiarowe);

definicja przestrzeni, w ktorej poszukiwane sg funkcje
niewiadome czyli wybor aproksymacji (programy MES mogqg
oferowac rozmaite zestawy funkcji ksztattu dla elementow i
funkcji bazowych w calym obszarze obliczeniowym);

okreslenie parametrow modelowanego procesu (najczesciej
parametry te zwigzane sq ze wspotczynnikami RRC i warunkow
brzegowych, w praktyce odpowiadajg np. parametrom
materiatow w modelowanych obiektach, zasadom interakcji
obiektow ze swiatem zewnetrznym, itp.).



PRE-PROCESSING

Bardzo istotnym elementem w praktyce jest zdefiniowanie obszaru
obliczeniowego oraz jego podziatu na elementy.

Etap ten, zwany pre-processingiem, w przypadku skomplikowanych
obszarow obliczeniowych moze zaja¢ wiele czasu i wysitku, moze
wymagac wspolpracy z urzadzeniami pomiarowymi, oprogramowaniem
CAD, odrebnymi programami generowania siatek MES.

Raz zdefiniowana siatka MES moze by¢ uzywana przy rozwigzaniu
szeregu zadan dla tego samego obiektu.



PROCESSING

Po pelnym zdefiniowaniu rozwiagzywanego zadania uruchamiane sa
procedury obliczeniowe.

Ten etap nosi nazwe processingu i sktada si¢ z dwoch podstawowych
faz:

e utworzenie uktadu rownan liniowych

e rozwigzanie uktadu rownan liniowych

Tworzenie ukfadu rownan liniowych odbywa si¢ na podstawie przepisu
stanowiacego model obliczeniowy MES.

Rozwigzanie uktadu rownan liniowych nastepuje poprzez zastosowanie
odpowiedniego algorytmu, czasem sa to algorytmy ogolnego
przeznaczenia, czasem metody specjalnie opracowane dla MES.



WYNIK OBLICZEN

Efektem rozwigzania uktadu rownan liniowych jest zbior liczb,
tworzacych wektor niewiadomych (czesto, jak to byto juz wspomniane,
jest to zbior wartos$ci w konkretnych punktach obszaru, np.
wierzchotkach elementow).

Znajac ten zbior wartosci oraz definicje funkcji ksztalttu w elementach
mozna odtworzy¢ rozwigzanie przyblizone w caltym obszarze
obliczeniowym.



POST-PROCESSING
Na podstawie rozwigzania przyblizonego mozna takze oblicza¢ inne
parametry zjawiska. Takie obliczenia, a takze wizualizacja rozwigzan i
obliczonych na ich podstawie wielkosci, sa realizowane w etapie
zwanym post-processingiem.
Takze tutaj istnieja odrebne programy realizujace te funkcje.

Otrzymanie rozwigzania za pomocg programu MES nie powinno nigdy
by¢ koncem procedury rozwigzywania problemu.

Trzeba mie¢ swiadomosé, ze uzyskany wynik prawie zawsze obarczony
jest bigdem.

Istnieje wiele mozliwych Zrodet btedu rozwiagzania.



Najwazniejsze to:

btad modelowania (zastosowany model matematyczny nie
odzwierciedla doktadnie rzeczywistosci);

btad wartosci wspotezynnikdow (przyjete wartosci wspotczynnikow
RRC i warunkow brzegowych, czyli np. dane materiatowe, dane o
interakcji obiektu ze swiatem zewnetrznym obarczone sq bfedem);
btad odwzorowania obszaru (obszar obliczeniowy nie odpowiada
dokladnie rzeczywistemu obszarowi zajmowanemu przez analizowany
obiekt);

btad numeryczny (bfgd dyskretyzacji, zastosowana metoda
aproksymacji wprowadza bigd w stosunku do rozwigzania doktadnego
problemu wyjsciowego w postaci RRC);

biad zaokraglen (ze wzgledu na zastosowanie ograniczonej
dokiadnosci reprezentacji liczb w komputerze, rozwigzanie uzyskane
programem komputerowym nie odpowiada rozwigzaniu
przyblizonemu, ktore zostatoby otrzymane przy doktadnej
reprezentacji liczb).




WERYFIKACJA WYNIKOW
Po uzyskaniu rozwiazania wyniki nalezy podda¢ weryfikacji.
W przypadku btedu modelowania méwimy o walidacji modelu.

Model matematyczny jest opracowywany przez inzynierow, fizykow,
matematykow.

Uzytkownik programéw MES powinien sprawdzi¢ jak dobrze
zastosowany przez niego model matematyczny odwzorowuje
rzeczywistosé, np. jak wiele osob dotychczas stosowato ten model,
jakie uzyskaty wyniki itp.




Z kolei btedy wartosci wspotczynnikéw i btad odwzorowania obszaru
naleza do fazy przygotowania danych do rozwigzywanego problemu.

Matematyczna analiza sformutowania problemu moze przyniesé
odpowiedz na pytanie

jak wrazliwy jest model na zmiany powyzszych parametrow,

w jaki sposob zmiany parametrow wpltywajg na zmiane rozwiazania,
czy wiedzac, ze informacje o danych i obszarze obarczone sg pewnym
btedem nadal mozemy zaktada¢, ze rozwigzanie MES wystarczajaco
dokfadnie opisuje badane zjawisko.




Blad odwzorowania obszaru moze wynikaé nie tylko z btedu danych
wejsciowych przy definicji problemu, moze zosta¢ wprowadzony w
fazie dyskretyzacji obszaru, czyli generowania siatki MES.

Tutaj takze analiza matematyczna zagadnienia moze prowadzi¢ do prob
oszacowania jak duzy jest btad i w jaki sposob mozna go zmniejszyc.

Kolejnym typem btedu jest btgd numeryczny. MES jako metoda
aproksymacji, w zdecydowanej wiekszosci zastosowan (poza niezwykle
prostymi zadaniami) prowadzi do btedu dyskretyzacji.

Blad dyskretyzacji mozemy okresli¢ jako roznice rozwigzania
doktadnego RRC i przyblizonego rozwigzania MES. W teorii MES
bada si¢ jaka jest zaleznos¢ btedu numerycznego od sformutowania
MES i parametrow rozwigzania, takich jak np. maksymalna wielkos¢
elementow w siatce MES lub stopien wielomiandéw przyjetych jako
funkcje ksztattu.



Blad dyskretyzacji zwiazany jest z zamiang rozwiazania doktadnego z
przestrzeni nieskonczenie wymiarowej, na rozwigzanie z przestrzeni
skonczenie wymiarowej, czyli rozwiazanie, ktore daje si¢ przedstawi¢
w postaci skonczonej liczby wartosci, np. wartosci rozwigzania w
wezlach siatki MES.




ADAPTACJA ZADANIA

Teoria dostarcza takze informacji jak dla konkretnego zadania poprawic¢
rozwiazanie.

Mowimy wtedy o adaptacji zadania, polegajacej najczesciej na
modyfikacji siatki lub doboru funkcji ksztattu.

Ich zastosowanie polega najczesciej na wstepnym rozwigzaniu zadania,
oszacowaniu popelionego btedu numerycznego, a nastgpnie
modyfikacji zadania i ponownym rozwigzaniu.

Informacje o procedurach szacowania btedu oraz procedurach
modyfikacji zadania (siatki i aproksymacji) powinny znajdowac sie¢ w
dokumentacji programu MES.

Ich znajomos¢ jest czesto warunkiem koniecznym uzyskiwania
wiarygodnych i doktadnych wynikéw za pomoca MES.




Ostatni typ btedu, btad zaokraglen jest specyficzny dla komputerowej
realizacji algorytmow MES.

Uzytkownik powinien mie¢ swiadomos¢, w ktorych momentach
obliczen moga pojawic si¢ btedy zaokraglen, jak bardzo sg one istotne
dla doktadnosci wynikow i czy istniejg alternatywne algorytmy
unikajace tych btedow. Informacje takie powinny takze znalez¢ si¢ w
podreczniku uzytkownika programu komputerowego MES.



MES W MECHANICE CIALA STALEGO

Zastosowanie MES w mechanice oparte jest na ponizszym rownaniu
macierzowym:

gdzie:

[M][u”T+[CI[uT+[K][u]=[F]

[M] = suma([m]) - macierz bezwtadnos$ci uktadu elementéw
skonczonych rowna sumie macierzy bezwtadnosci
poszczegbdlnych elementow;

[C] = suma([c]) - macierz tlumienia uktadu elementow
skonczonych rowna sumie macierzy ttumienia poszczegdlnych
elementow;

[K] = suma([k]) - macierz sztywnosci uktadu elementow
skofczonych roéwna sumie macierzy sztywnosci poszczegoInych
elementow;


https://pl.wikipedia.org/wiki/Macierz

[u™] - macierz kolumna przyspieszen poszczegdlnych wezlow
ukiadu;

[u'] - macierz kolumna predkos$ci poszczegdlnych weztow
uktadu;

[u] - macierz kolumna przemieszczen poszczegdlnych weztow

uktadu,
[F] - macierz kolumna sit przytozonych do ciata w weztach
uktadu elementéw skonczonych.



MACIERZ RZADKA

Kazdy element sgsiaduje tylko z kilkoma innymi elementami, dlatego
tez macierz wynikowa (a wigc 1 uktad rownan do rozwigzania) jest
bardzo rzadka. Z jednej strony powoduje to utatwienie w postaci
szybszego rozwigzania problemu, ale z drugiej wymaga specjalnych
procedur zapewniajacych zbieznos$¢ rozwigzania.

Przyktad rzadkiej macierzy MES.



https://pl.wikipedia.org/wiki/Uk%C5%82ad_r%C3%B3wna%C5%84
https://pl.wikipedia.org/wiki/Macierz_rzadka
https://pl.wikipedia.org/wiki/Macierz_rzadka

Na podstawie:

Krzysztof Bana§, Wprowadzenie do MES, 24 pazdziernika 2012
Zrodlo:

http://www.metal.agh.edu.pl/~banas/wprowadzenie _do_MES.pdf

https://docplayer.pl/8791640-Wprowadzenie-do-mes-krzysztof-banas-
24-pazdziernika-2012.html
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