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Uogolniona koncepcja elementéw skonczonych

Symulacje komputerowe wymagajg stosowania metod numerycznych do
rozwigzywania ukladow czastkowych rdéwnan rdézniczkowych
okreslonych na obszarach o skomplikowanych geometriach. Na brzegach
tych obszaréw zdefiniowane sg odpowiednie warunki brzegowe, a w
przypadku zagadnien zaleznych od czasu w rozwazanym obszarze

roOwniez warunki poczatkowe.



Co prawda rosnie wydajno$¢ obliczeniowa stosowanych komputerow,
ale jednocze$nie modeluje si¢ 1 rozwigzuje coraz Dbardziej
skomplikowane zagadnienia. Wymaga to rozwoju nie tylko sprzgtu, ale
roOwniez oprogramowania, co wigze si¢ miedzy innymi z

opracowywaniem efektywniejszych metod i algorytmow.



Z matematycznego punktu widzenia metody objetosci skonczonej
[Hym1992], r6znic skonczonych [Hill1968], elementéw brzegowych
[Kan1994, Bur1995, Ban1994], czy tez metoda elementow skonczonych
[Zie2000] sg ze sobg blisko powigzane i trudno jest zdecydowac, ktora z
nich ma zdecydowang przewage nad pozostatymi. Podstawowg zaleta
tych metod jest mozliwos$¢ uzyskania rozwigzan dla skomplikowanych
ksztattow, dla ktorych niemozliwe jest przeprowadzenie obliczen
analitycznych.

Kazda z metod oparta na dyskretyzacji przestrzennej ma swoje zalety,

jak i wady.



Podobnie jest z doskonalonymi w ostatnim czasie metodami
bezsiatkowymi  [Liu2003, Fas2007]. Wymieniajac  metody
rozwigzywania roOwnan roézniczkowych czastkowych, wspomnie¢ nalezy
rowniez o metodzie kollokacji brzegowej, nalezacej do grupy metod
brzegowych. Metoda ta moze by¢ rozpatrywana jako jeden z wariantow
metody Trefftza, w ktérej rownanie rozniczkowe rzadzace zjawiskiem
jest spelnione Scisle (przez przyjeta postac funkcji probnych), a warunki
brzegowe sa spetnione w sposob przyblizony [Trel926]. Jednym ze
sposobow uzyskania przyblizonego speinienia jest metoda kollokacji

brzegowej. W pracy [Kol2001] zaprezentowano przeglad prac



dotyczacych  zastosowania metody kollokacji  brzegowej do
rozwigzywania probleméw mechaniki stosowane;.

Obecnie metoda elementow skonczonych (MES) jest szeroko
stosowana w rozwigzywaniu zadan wynikajacych z praktycznych
probleméw przemystowych. W tym rozdziale zawarte jest krotkie
wprowadzenie do metody elementow skonczonych. Przedstawione sa
roOwniez sposoby badania oraz kontroli stabilno$ci rozwigzan
numerycznych z wykorzystaniem MES. Sposoby te mozna wykorzysta¢

réwniez w innych metodach siatkowych.



W latach pieédziesiagtych XX wieku zaczgto do rozwigzywania
praktycznych zagadnien technicznych wykorzystywa¢ metode roznic
skonczonych. W podzniejszych latach roéwnie skutecznie stosowano
metode elementéw skonczonych. Szczegdtowa teoria metody elementow
skonczonych zostala opisana w licznej literaturze, np. [Huel975,
Zienkiewicz2000, Zienkiewicz2013-2014]. Trzytomowa pozycja
literaturowa Zienkiewicza 1 wspotautorow jest uznana za jedng z
najwazniejszych ksigzek w tematyce metody elementéw skonczonych

[Zienkiewicz].



Jedng z cech decydujacych o przewadze metody elementow
skonczonych nad metoda roznic skonczonych jest wzgledna tatwosé
uwzgledniania w obliczeniach warunkow brzegowych rozwigzywanych
zagadnien [Burl1985]. Wiele rzeczywistych problemoéw charakteryzuje
si¢ warunkami brzegowymi wyrazonymi za pomocg wyznaczanych
wielkos$ci oraz nieregularnymi i skomplikowanymi ksztattami brzegow
obszaru. Powoduje to, ze aplikacja warunkéw brzegowych w metodzie
réznic  skonczonych jest dosy¢ klopotliwa. Wymaga bowiem
aproksymacji tych warunkéw na wezlach siatki. Algorytmy oparte na
metodzie elementow skonczonych s3 uniezaleznione od postaci

szczegdlowych warunkow brzegowych.



Sposoby formulowania metody elementéw skonczonych

Problemy fizyki stosowanej wystepujace w technice mozna badaé
jednym z dwu sposobdéw. W pierwszym zadane sg rOwnania rézniczkowe
opisujace zachowanie si¢ typowego nieskonczenie matego obszaru. W
drugim postuluje sie wazno$¢ w catym badanym obszarze wariacyjnej
zasady ekstremalnej. Poprawnym rozwigzaniem problemu jest takie
rozwigzanie, ktore minimalizuje pewna wielkos¢ F, zdefiniowang przez
odpowiednie catkowanie poszukiwanych wielkosci po catym obszarze.
Taka wielko$¢ catkowa F, bedaca funkcjg nieznanych funkcji, nosi
nazwe funkcjonalu. Oba te sposoby sa matematycznie rOwnowazne, a

dokladne rozwigzanie jednego zagadnienia jest rozwigzaniem drugiego.



Ogolny problem wariacyjny

Zalézmy, ze matematyczne sformulowanie zadnia ~wymaga
minimalizacji funkcjonalu F w pewnym obszarze F jest zdefiniowana
jako pewna catka w obszarze V 1 na czg$ci jego brzegu S, w ktorym

istnieje nieznana funkcja {¢} oraz jej pochodne:
F=J, f(9}5 @} )av +
f; 9(9}h i@}, ..)ds.

(X.1)



Dzielimy obszar na mniejsze czgsci (podobszary), ktoére nazywamy
elementami, i1 niech funkcja, ktorg chcemy znalez¢, bedzie w kazdym

elemencie opisana przez

{¢} = [N]{®}°. (X.2)

W rownaniu tym {®}® moze by¢ zbiorem warto$ci w weztach funkcji
zwigzanej z elementem lub zbiorem pewnych jego charakterystycznych
parametrow. Funkcja {¢p} moze by¢ wektorem, a [N] jest zestawieniem

funkcji ksztattu, bedacych funkcjami wspotrzednych.



W celu zminimalizowania funkcjonalu F wzglgdem wszystkich
parametréw {®} wystepujacych w catym obszarze, nalezy napisa¢ uklad

rOwnan

o] (0
o {LE} _ {o} ~o. (X.3)



Jezeli catkowity funkcjonat jest sumg skladnikow pochodzacych od
poszczegdlnych elementdw, tj. F = ), F¢, wowczas typowe roOwnanie
przybiera postac

0F dF¢

=) = X.4
o, o, (X4)

gdzie sumowanie nalezy wykona¢ po wszystkich elementach. W ten
sposob otrzymujemy regute budowania catego minimalizujgcego uktadu

rownan.



W szczeg6lnym przypadku, gdy F jest funkcjonalem formy kwadratowej
od {¢} i jej pochodnych, mozemy zawsze zapisa¢ pochodne dla
okreslonego elementu e jako

oFe

@y [K]¢{®}® + {F}°, (X.5)

gdzie [K]¢ i {F}° sg macierzami statych.



Minimalizujacy uktad rownan mozemy zapisa¢ jako

oF
o{ P}

=[K] {®} +{F} ,

gdzie

[Ky] = Z[kii]e
(F) = ) (R

(X.6)

(X.7)

(X.8)



W powyzszych sumach sumowanie obejmuje wszystkie elementy.

Aby uzyska¢ zbiezno$¢ wynikéw do doktadnych przy zwigkszaniu
gestosci podziatu na elementy, aproksymacja funkcyjna wg. rownania
(X.1) musi spelnia¢ pewne warunki kompletnosci. Po pierwsze, gdy
malejg wymiary elementu, funkcje f 1 g z rownania (X.1) musza
pozostawac¢ jednoznaczne 1 ciggle. Dlatego niezbedne jest speinienie

nastepujacych kryteriow.



Kryterium 1. Funkcje ksztattu [N] powinny by¢ takie, aby przy
odpowiednim doborze {®}° mozna bylo uzyska¢ kazda statg warto$¢ {¢}
lub jej pochodnej, wystepujaca w funkcjonale F, jezeli wymiary
elementu daza do zera.

Po drugie nalezy zachowa¢ wazno$¢ definicji sumowania. Na granicach
migdzy elementami wyrazenia takie jak f i g muszg pozosta¢ na tych

granicach skonczone. Prowadzi to do nastepujacego kryterium.



Kryterium 2. Funkcje ksztattu [N] powinny by¢ dobrane tak, aby na
powierzchniach styku elementow zaréwno {¢} jak i jej pochodne o rzad

nizsze od wystepujacych w funkcjach f 1 g, okreslajacych funkcjonat,
byty ciagte.



Metoda residuéw wazonych

Jedna z metod pozwalajacych rozwigza¢é czastkowe rownanie
rozniczkowe z okreslonymi warunkami brzegowymi 1 poczatkowymi jest
metoda residuéw wazonych (MRW). Jest to metoda numeryczna, ktora
moze by¢ uzyta do rozwigzania pojedynczego réwnania lub ukiadu
roOwnan rézniczkowych czastkowych okreslonego na obszarze Q z
brzegiem 602 = I, a dokladne rozwigzaniem reprezentuje jedng zmienng

lub wektor kolumnowy zmiennych.



Zastosowanie tej metody sktada si¢ z dwdch krokéw. W pierwszym
zaktada si¢, ze pewna funkcja w przyblizeniu (aproksymacyjnie) spetnia
dane rownanie rozniczkowe oraz warunki brzegowe. Po podstawieniu tej
funkcji aproksymujacej do rownania rozniczkowego 1 warunkow
brzegowych mozna okresli¢ btad spetnienia (doktadnos$¢ aproksymacji)
nazywany residuum. Wymagane jest, by residuum ,,znikala” (aby jego
warto$¢ byla rowna zero lub bliska zeru) na rozwazanym obszarze.
Innymi stowy im mniejsza jest warto$¢ residuum tym lepsza jest funkcja
aproksymujaca rozwigzanie. W drugim kroku rozwigzuje si¢ dane
roOwnanie (lub réwnania) z warunkami brzegowymi wynikajace z

pierwszego kroku i tym samym mozna uzyska¢ rozwigzanie.



Rozwazmy stacjonarne (niezalezne od czasu) czastkowe rownanie

roézniczkowe

L(w) =f, (5.1)

zdefiniowane w obszarze Q2wraz z warunkami brzegowymi okreslonymi
na brzegu 77 L(u) okre$la operator rozniczkowy, w ktorym znajdujg sie

pochodne funkcji u do drugiego rzedu wigcznie.



W metodzie residuéw wazonych rozwigzanie u jest aproksymowane

przez wyrazenie u postaci
N
j=1

gdzie S; sg funkcjami probnymi, a Sy musi spetnia¢ wszystkie okreslone
warunki brzegowe zagadnienia (S, = 0, jezeli wszystkic warunki sg
jednorodne) i S; musi spetnia¢ nastgpujace warunki:

e S; powinna by¢ taka, aby L(S;) byla dobrze zdefiniowana i niezerowa,

to znaczy, aby istnialty wymagane jej pochodne;



e §; musi speia¢ przynajmniej warunek brzegowy Dirichleta
rozwazanego zagadnienia;
o dla dowolnego N zbiér funkcji probnych {S;,j = 1,2, ..., N} musi byé

liniowo niezalezny.



Wprowadzmy pojecie bledu lub residuum, Rq, aproksymacji (przez
zastapienie w rownaniu szukanej funkcji jej przyblizeniem u), ktore

definiujemy jako
Ro=L(w) - f, (5.3)

gdzie u zawiera funkcje probne oraz spelia warunek brzegowy
Dirichleta postaci u = u, na fragmencie brzegu I'; € I'. Im wartos¢
residuum jest mniejsza tym aproksymacja rozwigzania jest lepsza.
Zauwazmy, ze residua R jest funkcja wspotrzednych punktu w obszarze

Q). Zminimalizujmy w miar¢ mozliwo$ci warto$¢ residuum do zera.



Jezeli warto$¢ catki

f T;RqdQ =0 (5.4)
Q

gdzie T;, i = 1,2, ..., M jest zbiorem dowolnych funkcji oraz M — o, to
mozna powiedzie¢, ze residuum R zanika (rowna si¢ zero). W tym

wypadku T; sa nazywane funkcjami wagowymi.



W ogdélnym przypadku nie musza one by¢ takie same jak funkcje probne

S;. Po rozwinigciu powyzszego rOwnania otrzymujemy

Jy Ti(L@) - f)dQ = 0. (5.5)

Funkcja u, spetniajgca powyzsze rownanie dla kazdej funkcji T; w
obszarze Q, jest rozwigzaniem stabym (ang. weak solution) roéwnania
roézniczkowego. Mocne rozwigzanie (ang. strong solution) T spetnia

roOwnanie rézniczkowe w kazdym punkcie obszaru Q.



Kiedy operator L jest liniowy, rownanie (5.5) mozna zapisaé w

postaci:

i fTiL(Sj)dQ u; = j T;(f — L(Sp))dQ (5.6)

J=1\Q Q

lub w postaci macierzowej

N
j=1



gdzie

Ajj = f T,L(S;)dQ (5.8)
QO

oraz

fi = Jq Ti(f = L(Sp))dQ. (5.9)

Zauwazmy, ze w 0gdlnym przypadku macierz A nie jest symetryczna,

Czyli AL] * A]L



MRW (dla przypadku, kiedy T; # S;) jest czasami nazywana rowniez
metodag Petrova-Galerkina. Metoda ta funkcjonuje pod réznymi
nazwami w zaleznos$ci od zastosowanych funkcji wagowych T;. Ponizej
przedstawiono w zarysie wybrane z nich.

Dla T; = S; MRW znana jest jako metoda Galerkina. Kiedy operator
L jest liniowy parzystego rzedu, metoda Galerkina redukuje si¢ do

metody Ritza. W tym przypadku macierz A jest symetryczna.



Metoda najmniejszych kwadratow polega na poszukiwaniu
rozwigzania, gdzie wspotczynniki u; otrzymuje si¢ minimalizujgc catke

z kwadratu residuum:

0

— | R2da = 5.10

auij.RQdQ 0 (5.10)
Q

lub

dRq
= 5.11
f 6uiRQdQ 0 (5.11)



dRq
aui '

Poroéwnanie rownan (5.11) 1 (5.4) pozwala stwierdzi¢, ze T; =

Jezeli operator L jest liniowy, rownanie (5.5) przybiera postac:

2 f L(SOL(S)dQ |, = j LSH(f —LS)de  (5.12)

J=1\Q Q

co oznacza symetryczny uktad rownan (macierz A jest symetryczna), a

réwnanie wymaga tego samego rzedu rozniczkowania co operator.



Metoda kollokacji poszukuje si¢ przyblizonego rozwigzania U przez
przyrébwnanie residuum Ry = R (x,u) do zera w N wybranych

punktach (kollokacyjnych) x;, i=1,2,...,N w obszarze Q:
Rq (x;,u) =0 (5.13)

Wybdr punktow x; ma kluczowe znaczenie w uzyskaniu dobrze
uwarunkowanego ukladu rownan liniowych oraz dokladnego

rozwigzania zagadnienia.



Metoda kolokacyjna moze by¢ traktowana jako specjalny przypadek
rOwnania fn T; RadQ = 0dla T; = 6§(x — x;), gdzie §(X) jest funkcja

delta Diraca:

[ reosee-x a0 = roo (5.14)
Q



Metoda Couranta jest polaczeniem metody Ritza oraz metody
najmniejszych kwadratow (dla operatora liniowego). Z jej uzyciem
poszukuje si¢ przyblizenia rozwigzania u przez minimalizowanie

funkcjonatu kwadratowego:
a
L@ = 1@+ IL@ ~ fII* (5.15)

gdzie I(&) jest funkcjonatem kwadratowym zwigzanym z L(u) = f, gdy
operator L jest liniowy, a « jest predefiniowanym parametrem.
Stosowanie tej metody jest ograniczone dla operatorow, ktore

dopuszczaja sformutowanie funkcyjne.



PRZYKLADY
Rownanie Poissona
Rozwazmy  matematyczny  problem  rozwigzania  rOwnania

rozniczkowego Poissona

9%¢p 9%¢
b~ 4+ (= Y.1
52z T 377 +C=0 (Y.1)

w pewnym obszarze V przy zadanych wartosciach ¢ = ¢, na granicy

obszaru (jego brzegu).



Mozna wykazaé, ze matematycznie jest to roOwnowazne znalezieniu

funkcji ¢ spetniajacej warunki brzegowe i minimalizujacej calke

F=[] [ g—i —Cd)]dxdy (Y.2)

Dla rozwigzania przyblizonego dzielimy nasz obszar na skonczone

elementy. W kazdym z nich

Nl{®@}° = [N, N;, ] [4)1] (Y.3)



gdzie {®}¢ przedstawia zbior parametrow, bedacych w tym przypadku
po prostu warto$ciami ¢ w wezlach elementow.

W przypadku minimalizacji funkcjonalu oraz zakladajac, ze [N] jest
zdefiniowane w taki sposob, iz zapewnia sie cigglo$¢ na stykach
pomigdzy elementami, réwnanie definiujgce sumowanie bedzie

wowczas spetione.



Mozemy rozpatrzy¢ typowy element. Podstawiajac wzoér na
przyblizone rozwigzanie (Y.2) do funkcjonatu F okre§lonego wzorem

(Y.2) 1 catkujac po powierzchni elementu, otrzymujemy:
o0F*° ﬂ [aqb 4] 6(]) 0 ( ¢)
d¢; 0x 6(]51 ax ay do; \dy

— C—] dxdy =
agsl Y

(Y.4)



)

aN; +aNj . aNl-+ aN; +aN,- s aN;
0x i 0x ¢ 0x dy i dy j dy

— CNil dxdy
lub
dF¢
Sy = M@ + (e (Y5)

gdzie



ON;dN; AN, N;
= Y.6
ki ﬂ <6x 0x + dy dy dxdy (Y-6)

Ve

F; = — [f,. CN;dxdy. (Y.7)



Przy zadanym ksztalcie elementu i funkcjach ksztattu mozna obliczy¢
powyzsze wspotczynniki oraz okresli¢ zebrany uktad rownan. Nastepnie
po podstawieniu warunkow brzegowych rozwigzuje si¢ liniowy uklad
roOwnan otrzymujac wynik czyli warto$ci w weztach elementow.

Korzystajac z teorii wazonych proces6w residualnych rownanie Poissona

mozemy zapisac jako:

92 92
If, w; [a_;fJfa_nyfC] dxdy = 0. (Y.8)

gdzie ¢ = [N]{®}°. W podanej powyzej postaci catka wymaga cigglosci
) Yze)j Yy

pochodnych we wszystkich obszarach miedzy elementami, aby unikngé



nieskonczonych wartosci drugich pochodnych. Jezeli chcemy oming¢ to
ograniczenie, mozemy dokona¢ przeksztalcenia poprzez catkowanie

przez czesci. WOwczas otrzymujemy

ﬂWl - dxdy
.f |Wl 0xlg

(Y.9)

ff oW, a¢d <y




awa¢
fmazw H o dxdy.

gdzie [, jest kosinusem kierunkowym normalnej zewn¢trznej wzgledem
0si X, za$ calka S brana jest po calym brzegu obszaru. Stosujac taki sam

sposob catkowania drugiego wyrazu mozemy napisac

ﬂm zdxdy = fma ﬂa dy

(Y.10)




Ostatecznie residuum zapisujemy w postaci

¢ ¢
35 w, (alx +Ely) ds

S

U oW, a¢ oW, 9¢ (Y.11)
ax ax ady ay
- Wl-C> dxdy =0

przy czym musimy zalozy¢ ograniczenie na funkcje wagi W;. Funkcja ta

musi by¢ zawsze ciagla.



Trzeba zauwazy¢, ze w wyrazeniu na residuum catka powierzchniowa

ma pewien sens fizyczny. Przedstawia ona w rzeczywistosci wazong
catke po brzegu z przeptywu g—f, poniewaz
9]
jg Wi (aqbl dS j Wl—dS (Y.12)

S

Prowadzi to do



lea 5 ﬂ oW, 0¢ oW, 09 _ l-C)dxdy

ax ax dy dy (Y.13)

gdzie g—f: mozemy zapisaé jako g—f =n-Vap.

Podstawiajagc za rozwigzanie przyblizone rozwigzanie postaci ¢ =

[NJ{¢} = X}_1 N;¢; otrzymujemy



ﬂ Wi o0 L I 5 dxa f W;Cdxd
ox 0x ayayd)jxy iLaxay
v

=1
Y (Y.14)

d¢



Kontynuujac rozwigzywanie problemu zastosujemy proces Galerkina,
zgodnie z ktorym przyjmuje si¢ funkcje wagi rowne funkcjom ksztattu,
tj. W; = N;, co prowadzi do

iﬂ ON ON; ONON UNCd .
. dx 0x ayayd)jxy Xy
Vv

Jj=1vy
d¢
—fNi%dS.

(Y.15)

S



Powyzsze rownanie stanowi uklad rownan z niewiadomymi ¢;, ktory

zapisa¢ mozemy w postaci

n
j=1
gdzie
ON;ON; | ON;ON;
Y.17
ff <ax ax dy 8y>dxdy' ( )

%4



F; = ﬂ CN;dxdy, (Y.18)
v

G = [, N;2tds. (Y.19)

W powyzszym calka G; wyznaczana jest tylko po zewngtrznych brzegach

. . ,, 0 . .. , ,
obszaru, gdzie znana jest warto$¢ %. Calka ta nie wnosi nic do rownan dla

punktow lezacych wewnatrz obszaru. Gdy punkt "i" znajduje si¢ na jego brzegu,



na ktorym zadano warto$¢ ¢, calka ta nie jest znana, natomiast zadane warunki
brzegowe pozwalajg uzyska¢ rozwigzanie dla wszystkich weztowych wartosci.

PRZYKLAD
Rozwiazanie dwuwymiarowego ustalonego zagadnienia
przewodzenia ciepla metoda elementéow skonczonych

Zagadnienia ustalonego przewodzenia ciepta przedstawionego na
rysunku opisane jest nastepujgcym rownaniem:

(AT 4 L (3 0) 4 0 =0 wobszarze 0
o\ Aoy ay\*3 Q= w obszarze



Rysunek 4.2 Schemat geometrii i warunkéw brzegowych

Warunki brzegowe 1, II 1 Il rodzaju dla powyzszego zagadnienia
sformutowane sa nast¢pujaco:



T(x,y) =T, nabrzegu I},

aT aT )
(Aanx) + (A@ny) = (Q, babrzegu [,

oT oT
()lanx> + (A@ny) = a(T,, — T) nabrzegu I3,

gdzie T, oznacza temperature otoczenia, Q, to gesto$é strumienia
ciepta,

a — wspotczynnik wnikania, A - wspolczynnik przewodzenia ciepta, ny i
ny — sktadowe wektora kierunkowego normalnej do brzegu.



Rozpatrujac pojedynczy element nalezacy do obszaru  mozemy
aproksymowac¢ rozklad temperatury za pomocg nastepujacej funkcji:
M

T¢(x,y) = Z T# -Nf (x,y),
j=1

gdzie M odpowiada liczbie weztéw przyjetego elementu €, T 0znacza
temperaturg w wezle j elementu e, Nf to funkcja ksztaltu elementu e.
Stosujac przedstawiong wczesniej metode Galerkina, mozemy zapisac:

f(a (Aare>+ 0 (AaTe)+ ')Ne( )dxdy =0
ox\" ox oy \" dy Q)Ni(x, y)dxay = 0.

Qe




Korzystajac z twierdzenia Greena, otrzymujemy nastepujaca

zalezno$¢:

f g (AaTeNe)+ g (AaTeNe) dxdy =
ax\" ax ay\" ay ! xey =

= .]-(AaTed AaTed )Ne
B ax dy X )R

l"e

Przeksztatcajac lewq strone rownania otrzymujemy:



j 0 (AaTe)_F d (AaTe) NEdxdy —
ax\" ox/  oay\” ay L axay =

Qe

aTCONE  OT® IN? aTe aTe
=—f p 42 dxdy + j(a dy — 2 dx)
e l"e

dx Ox dy dy dx dy

Biorac pod uwage, ze

. (AE)T >+(AOT )
= axnx ayny,

1 podstawiajac do roOwnania Galerkina otrzymujemy:



j AaTeaNf N AaTeaNie dxdy =
dx Ox dy dy Xay =

Qe

— f INEdxd +j(,16Ted 2 )Ne
= | QNydxdy o W 3y x| Ni.
Qe l"e

Uwzgledniajac warunki brzegowe otrzymujemy:

j‘ AaTeaNf N AaTeaNf ddy =
dx Ox dy ady xey =
Qe




jQNedxdy+fQ2 eds+foc(T —T,) Nfds,

l—-e
gdzie
ds = (AaT d)+(AaT d)
Qds = axnx s ayny s .

Wprowadzajac do powyzszego rownania (4.17) zalezno$¢ (4.11)
otrzymujemy:

f AaNfﬁ: e ) AaNfi LU AN P
0x £ 0x dy £ dy xey =
J:

Qe ]:




M
- jQNiedxdy+ j Q,Nfds — f aZ(T;Nf) NEds + JaTm Nfds.
Qe ré r¢g  Jj=t

rs

Powyzsze rownanie mozna sprowadzi¢ do algebraicznego ukladu
rOwnan postaci:
Ka = f.

W klasycznej metodzie elementéw skonczonych macierz K zwykle
nazywa si¢ macierzg sztywnosci, za§ w przypadku zagadnien
przewodnictwa ciepta spotyka si¢ rowniez okreslenie: macierz
przewodnosci. Wektor a reprezentuje rozwigzanie, za$ f - wektor
obcigzen.

Poszczegdlne elementy rownania macierzowego (4.19) przedstawiaja
si¢ nastgpujaco:



K = K¢ + K¢,
f=rfi+fr, +1t,

. _f Aazvfazvje N AaNfaNf dxd
o dx Ox dy 0y Xy,

Qe

gdzie:

Klg3,l'j = -]. aNl'e]VjedS,

rs



fqe,i=f
ONgd
{dxdy

Qe

FeZ:i j
ZN'e
f ; Q,Nfds



MES w modelowaniu pol przestrzennych

Rozwigzanie zadania z mechaniki polega na wypisaniu uktadu
rownahn wynikajacych z podstawowych praw mechaniki oraz pewnych
zalozen teoretycznych. Nastepnie przeksztatca si¢ taki uktad rownan w
taki sposob aby otrzymac rozwigzania.

Dotyczy to uktadow rownan statycznie wyznaczalnych czyli takich

gdzie liczba niewiadomych rowna si¢ liczbie réwnan.



W przypadkach uktadow statycznie niewyznaczalnych czyli gdy
liczba niewiadomych przekracza liczbe rownan istnieja dwie metody
rozwigzywania: metoda sil gdzie niewiadomymi w rownaniach sg sity
oraz metoda przemieszczen, gdzie niewiadomymi w rOwnaniach sg
przemieszczenia. Poniewaz istnieje okreslona zalezno$¢ pomiedzy sitami
a przemieszczenia w konstrukcji ktora ulega odksztalceniom mozliwe
jest sprowadzenia takiego zadania do ukfadu rownan algebraicznych w

wiekszosci przypadkéw uktadow liniowych.



Poniewaz metoda sil dopuszcza wiele mozliwych ukladoéw
podstawowych najlatwiejsza to ,,skomputeryzowania” jest metoda
przemieszczen, gdzie uklad podstawowy jest zazwyczaj $cisle okreslony
a algorytm komputerowy prosty co dzisiaj stawig tg metod¢ na pierwszej
pozycji.



W odmianie przemieszczeniowej metody elementow skonczonych
analizowana konstrukcja jest dzielona na male obszary zwane
elementami skonczonymi. FElement skonczony jest to obszar
zdyskredytowanego osrodka cigglego dziatajacy na prawach teorii
sprezystosci, ktorego ksztalt stanowia proste figury lub bryly
geometrycznych takie jak na przykfad trojkat, prostokat, czworoscian,
sze$cian. Na rysunkach 1.1 i 1.2 przedstawiono przykladowe typy
elementéw skonczonych uzywanych do tworzenia siatki obiektow

powierzchniowych oraz brylowych.



a. tri

RYS. 1.1 ELEMENTY SKONCZONE POWIERZCHNIOWE

N T




a. Tetra 4 b. Tetra 10 c. Penta d. Hexa 8 e. Hexa 20

RYS.1.2 ELEMENTY SKONCZONE BRYLOWE

Petna definicja elementu skonczonego zawiera informacje o jego
geometrii czyli wielkosci 1 ksztalcie, przypisanych do niego numerow

weztow oraz parametrach weztowych okreslajace niewiadome w wezle.

Doswiadczenie obliczeniowe pokazuje uzyskiwanie lepszych rezultatow
analizy przy uzyciu mniejszej liczby elementéw o wigkszej liczbie
weztow niz dla wigkszej liczbie prostych elementéw. Ponadto w

przypadku elementow powierzchniowych siatka konstrukcji powinna



sktada¢ si¢ z elementéw zblizonych do trojkatoéw réwnobocznych a w
przypadku elementéw czworokatnych do kwadratu.

Typ elementu powinien by¢ dobrany odpowiednio do zadanego
problemu na co sktada si¢ zar6wno wiedza teoretyczna jak i praktyczna.
Profesjonalne programy oferujg uzytkownikowi szereg typow
elementéw skonczonych. Wybor elementu do rozwigzania danego
zagadnienia wigze si¢ z akceptacja modelu matematycznego na
podstawie ktérego zostal stworzony co ma bezposredni wpltyw na

uzyskany rozwigzanie.



Elementy skonczone taczg si¢ ze sobg w punktach zwanych weztami. Na
rysunku 1.3 przedstawiono przyktad ptaskownika skladajacej si¢ z 70
elementéw trojkatnych 148 weztdw.

Wezel przypisany do elementu skonczonego nie jest punktem
geometrycznym i moze on si¢ nie tylko przemieszcza¢ w przestrzeni, ale
roOwniez i1 obraca¢. Zawiera on informacje o zachowaniu elementu

skonczonego 1 jego wlasciwosciach.






RYS.1.3 ELEMENTY SKONCZONE I WEZLY

Wyro6znia si¢ nastepujace umiejscowienie wezta w elemencie:
wierzchotkowe — zawsze

krawedziowe

scienne

wewnetrzne

Liczba niewiadomych w wezle okre$lana jest liczbg stopnia swobody i
powigzana jest z modelem fizycznym 1 matematycznym analizowanego

problemu.



Waznym aspektem podczas pisania programow komputerowych jest
numeracja wezlow i elementow, gdyz ma ona ogromny wplyw na
strukture globalnej macierzy sztywnos$ci ukladu. Numeracja numerow
wezlow moze przebiega¢ dowolnie 1 dla danego obszaru kazda dowolna
numeracja  wezlow  doprowadzi  to do  ukladu  réwnan
o tych samych wymiarach 1 liczbie cztonow zerowych.

Jednakze, mozna zauwazy¢ nastepujaca zaleznos¢, ze w przypadku gdy
numeracja wezlow przebiega wzgledem krotszego wymiaru
dyskretyzowanego obszaru skutkuje to zmniejszeniem szeroko$ci pasma
macierzy globalnej wptywajac korzystnie na ilo$¢ zajmowanej pamigci

W komputerze 1 redukcje czasu obliczen.



Z liczba wezlow w elemencie zwigzany jest rowniez stopien wielomianu
uzytego do aproksymacji poszukiwanej wielko$ci w obszarze elementu.
Im wigksza liczba weztdéw tym wyzszy stopien wielomianu ale 1 tym
doktadniejsza aproksymacja. Wigksza liczba weztow zwigksza takze
wymiar otrzymanego ukfadu rownan.

Proces podzialu obszaru konstrukcji na elementy skonczone
nazywany jest dyskretyzacja. Dzicki dyskretyzacji czyli podziatowi
klasycznego kontinuum na elementy skonczone mozliwe jest otrzymanie
wartosci przemieszczen dla kazdego wezla. Sposdb podziatu obszaru na
elementy zalezy od geometrii obszaru oraz zachowania poszukiwanej

funkcji w danym obszarze na przyklad w obszarach o mozliwosci



wystapienia lokalnych spigtrzen naprezen czy tez krawedziach nalezy
zagesci¢ podzial siatki ze wzgledu na mozliwo$¢ naglej zmiany wartos$ci
poszukiwanej funkcji. Podejscie takie nazywane jest tzw. wersja h
metody 1 jest najczgsciej stosowane. Metoda p, polegajace na nieco
bardziej nowszym sposobie rozwigzywania takich przypadkéw polega na
podwyzszeniu rzedu wielomiany aproksymujacego element. Inna z kolei
metoda jest metoda r, ktdra polega na zmianie umiejscowienia weztow w
elemencie. Istniejg rowniez kombinacje tych metod to jest metody hp, hr,
hpr w rejonach naglych zmian poszukiwanej funkcji MES. Dyskretyzacja

jest szczegbOlnie waznym etapem kazdej symulacji komputerowe;,



gdyz niepoprawnie wygenerowana siatka jest powodem blednych
wynikow.

W elementach skonczonych definiowane sa funkcje ksztaltu, ktore sg tak
naprawde niczym innym jak prostymi funkcjami liniowymi lub
wielomianami niskiego stopnia. Funkcja ksztaltu opisuje ksztalt
rozwigzania w obszarze elementu a kazdy wezel posiada swoja wiasng

funkcje ksztattu.



Na podstawie interpolacji warto$ci przemieszczen pomiedzy wezlami za
pomoca funkcji ksztaltu jest budowana cigglo$¢ przemieszczen dla
catego osrodka. Wezet dyskretyzuje funkcje ktore powinny by¢ ciagle w
obszarze elementu skonczonego. W weztach dane sg punktowo pewne
wielko$ci na przyklad temperatura lub ci$nienie a zadaniem funkcji
ksztattu jest dystrybucja w obszarze elementu skonczonego tych

wielkosci czyli obliczenie warto$ci funkcji pomiedzy weztami.



Przyktadowe funkcje ksztattu Ny N,, N3 dla weztow 1, 2, 3 dla elementu
tarczowego z rysunku 1.4 wygladaja nastepujgco:

Ny = [x,53 — 23y, + (72—y3)x + (x3 — x3)y]/(24)
Ny = [x3y; — x1Y3 + (y3—y1)x + (xp — x3)y1/(28)
N3 = [x1y; — %51 + (V1—Y2)x + (x; — x1)y]/(28)
1 x5 »n
2A= |1 «x, yzl
1 x3 s
A — jest powiechania tréjkata o wierchotkach 1,2, 3

24 = %53+ X3y + X1V, — V1Xp — YoXz — Y3Xy




A

m3
3(x3,¥3) N

_—

2(x3,5,)

d(x,y)
=a; +a,x
+ azy
b1
= a1 + ale
+azy;

= al + azxz
+asy;

= a1 + a2x3
+asys



RYS.1.4 ELEMENT TARCZOWY TRZY WEZLOWY W
PRZESTRZENI 2D

Zadaniem funkcji Ny N,, N3 jest rozprowadzanie wartosci funkcji
¢(x,y) pomiedzy weztami elementu skonczonego dla znanych stalych

wartosci wielkosci fizycznych ¢4, ¢,, ¢s.

$(x,y) = Nypy + Ny, + N3
Funkcje ksztaltu zatem skaluja funkcje ¢p w zaleznosci od potozenia x, y

tak aby w i-tym wezle funkcja ta osiggnela wartos¢ ¢;. Przyjmujac



konkretne wspohrzedne punktowe trzech weztow takiego elementu
tarczowego, dla funkcji ¢ bedacej na przyktad funkcjg temperatury
mozna obliczy¢ wartosci temperatury dla roznych punktow wewnatrz

takiego trojkata (Ryc. 2.1-5).

B 200°C
1(7, 8)
Wezet/wspéirzedna x y

Wezel 1 7 8
Wezel 2 2 1
Wezet 3 10 2

30°C 30°C

i @,

10, 2
22, 1) 310.2),

—




N = (%215 — %37, + (V2 —y3)x + (x5 — x,)y]
| =

2A
[2-2-10-1+(1-2)x+ (10-2)y] —-6—x+8y
B 51

51
N, = [x3y1 — x1y3 + (73 —y)x + (%1 — x3)y]
, =

20
[10-8—7 2+ (2—8)x+ (7 —10)y] 66 — 6x —3y

51 51
[y, — 2291 + (V1—Y2)x + (X — x1)y]

Ns = 24
[7-1—2-8+(8—1)x+(2—7)y]_—9+7x—5y

51 - 51
2A =X,y + X3V + X1V — V1Xo —YoX3—Y3X;, =2-2+10-8+7-1-8-2—
1-10-2-7=
=44+80+7—-16—10—14=91—-40=>51




¢ (x,y) = Nyy + N, + N3ghs
—6—x+ 8y 66 — 6x — 3y -9+ 7x — 5y
¢1 + ¢, +

Pb6y) =——5 L 51 2 51 3
dla x=7 iy=8
—6—x+8y 66 — 6x — 3y -9+ 7x -5y

D) =——r it bt %
dla x=7 iy=8

—-6—7+8-8 66—6-7—3-8 -9+4+7-7-5-8

$(7,8) = 51 ¢, + 51 ¢, + 51 ¢3 =

_—6—-7+64 66 —42 — 24 —-9+49-40

= 15 2t 57 3=

—-13 + 64 0 —13 + 64 51

0
=T¢1 +a¢z +§¢3 =T¢1 =§¢1 = ¢,



Funkcja ¢ (x,y) dla x=7 i y=8 czyli wezta numer 1 przyjmie warto$¢ ¢,
czyli w tym przypadku 200° C. W kazdym innym punkcie w obszarze
trojkata pomiedzy weztami, suma funkcji Ny, N, N3 rOwna jest jednosci.
Funkcja ¢(x,y) dla punktu x=7 i y=7 znajdujgcego si¢ w obszarze
pomiedzy weztami przyjmie warto$¢ temperatury 173.333° C (Rys. 1.6)



OUTPUT

24

[ N1 [ nz [ w3 [N1sn2enz] ey

51

| 0,84314 | 0,05882 | 0,09804 |

1 [173,333

INPUT
x1= yl=
X2= yi=
X3= 10 y3=
X
4

01 | @2 | @3
200| 30 |30

200°C
D,

173.333°C

30°C
D

2

2(2,1)

(7,7)|P

1(7, 8)

(l):i
3(10,2)
X

—

RYS.1.6 FUNKCJA KSZTALTU DLA TEMPERATURY



Z funkcji ksztaltu kazdego elementu konstruuje si¢ funkcje calego
obszaru obliczeniowego zwane funkcjami bazowymi, skleja si¢ wiec
funkcje z matych podobszarow w funkcje reprezentujgce caty obszar.
Rozwigzaniem przyblizonym MES jest zatem kombinacja liniowa

funkcji bazowych.



Znajac  wspOlczynniki ktoére wystgpuja w kombinacji liniowej
aproksymowanej funkcji, stanowigce zbior liczb oraz definicje funkcji
bazowych uzyskuje si¢ rozwigzanie przyblizone w kazdym punkcie
obszaru obliczeniowego. MES uzyskuje zatem rozwigzanie w wybranym
wezle a nastgpnie interpoluje rozwigzanie w pozostatych weztach za
pomocg funkcji bazowych. Pozwala to zatem na zastgpienie problemu
opisanego za pomocg rdéwnan rozniczkowych  roéwnaniami
algebraicznymi co czyni tg metode bardzo atrakcyjng z obliczeniowego

punktu widzenia.



Warunki brzegowe w metodzie elementow skonczonych to sposéb
umocowanie konstrukcji w przestrzeni jako warunek kinematyczny oraz
jej obcigzenie jako warunek Kinetyczny.
Jezeli wezmiemy pod uwage sity skupione, ktore jako obcigzenie
przyktadane sa w wezlach to wprowadzenie tak okreslonych warunkow
brzegowych kinetycznych polega na ulokowaniu poszczegolnych
wspohrzednych sit skupionych na odpowiednich pozycjach wektora
obcigzen {Q}. Jezeli w uktadzie wektor {Q} bedzie wektorem zerowym
wowczas wektor przemieszczen wezlowych {q} takze bedzie wtedy

wektorem zerowym, poniewaz brak obcigzen to takze brak



przemieszczen

a wigc brak deformacji konstrukcji:

[K]-{a} = {Q}

Jednak samo obcigzenie konstrukcji nie prowadzi do rozwigzania uktadu.
Wynika to z faktu, ze macierz sztywno$ci [K] bezposrednio po jej
utworzeniu jest osobliwa. Oznacza to ze jej wyznacznik glowny jest
rowny zeru, a wigc taki uktad jest sprzeczny badz tez ma nieskonczenie
wiele rozwigzan. Gdy wyznacznik gléwny macierzy jest rozny od zera
wowczas uklad ma juz jedno niezerowe rozwigzanie co $wiadczy 0

deformacji konstrukcji. Osobliwo$¢ macierzy sztywnosci dowodzi



niestabilnos$ci konstrukcji, oznacza to ze albo fragmenty konstrukcji
moga wzglednie si¢ przemieszcza¢ albo konstrukcja jako cato$¢ moze
przemieszczac si¢ wzgledem globalnego ukfadu wspotrzednych. Dlatego
aby uktad rownan mégiby by¢ rozwigzany kazda konstrukcja musi zosta¢
poprawnie zamocowana i obcigzona w przestrzeni. Na podstawie
znanych wartosci przemieszczen obliczane s3 ze zwigzkow
geometrycznych odksztalcenia a z rownan konstytutywnych naprezenia
w obszarze kazdego elementu konstrukcji. Wektor przemieszczen {q},
jest zwigzany liniowo z wektorem sit i momentow {Q}, w elemencie
skonczonym. Macierz sztywnosci elementu [k], zawiera wspolczynniki

proporcjonalnosci  k;;  wystepujgce  pomigdzy = kazdym =z



przemieszczeniem i kazdg z sit. Dla rozpatrywanego przyktadu zginanej
belki w przestrzeni trojwymiarowej (Rys. 1.7), sktadajacej si¢ jednego
dwuwezlowego elementu, kazdy o 6 stopniach swobody - macierz
sztywnosci [k], bedzie miala wymiar dwanascie na dwanascie i sktadaé

si¢ bedzie z stu czterdziestu czterech wspotczynnikdéw sztywnosci.



W algorytmach programéw komputerowych opierajacych swoje

dzialanie na metodzie elementéw skonczonych mozna wyr6znié

nastepujace etapy:

a.

Podziat analizowanej konstrukcji na elementy skonczone oraz
wyznaczenie macierzy sztywnosci [k], dla kazdego z elementow
Agregacja elementéw skoficzonych [k], w jedng calo$¢ czyli
utworzenie globalnej macierzy sztywnosci konstrukeji [K]
Wprowadzenie warunkow brzegowych:

- Kinetycznych w formie sit czynnych. W tej fazie tworzony jest

wektor  prawych  stron  czyli  wektor obcigzen {Q}



- Kinematycznych: przez okreslenie przemieszczen wskazanych
obszarow konstrukcji.

W tym miejscu uktad rownan [K] - {q} = {Q} jest ustanowiony i
gotowy do rozwigzania.

Rezultatem rozwigzania jest wektor parametrow weztowych {q}.
Znane s3 zatem przemieszczenia konstrukcji w weztach czyli
ksztatt konstrukcji po obcigzeniu oraz reakcje w weztach ktore nie
zostaty utwierdzone

Obliczenie odksztalcen 1 naprezen. Na podstawie znanych
wartosci przemieszczen w obszarze kazdego z elementow,

obliczane sa odksztalcenia € w kazdym z elementow (ze zwigzkow



geometrycznych) 1 na nast¢gpnie naprezenia o (z roOwnan

konstytutywnych).

Program komputerowy rozwigzujacy powyzszy algorytm sktada si¢ z
trzech moduldow: preprocesora, procesora i postprocesora. Moduly te
odpowiadaja odpowiednio za przygotowanie danych do obliczen,
budowanie i1 rozwigzywanie danego ukladu rownan oraz prezentacje
otrzymanych wynikéw analizy. Na rysunku 1.12 przedstawiono idee

komputerowej implementacji metody elementéw skonczonych.



[start | wemp | Definicja_problemu ‘
ETAP 1

PREPROCESOR

1.Wezytywanie danych sterujacych
2.Genercja wspétrzednych weztowych
3.Generacja danych ¢ elementach

4. Wczytywanie danych materiatowych
5. tadowanie warunkow brzegowych
6. Prezentacja modelu

-

ETAP2
PROCESOR

ETAP 3
POSTPROCESOR

1. Generowanie funckji ksztattu elementu
2. Obliczenie macierzy sztywnosci
elementéw

3.Transofrmacja do uktadu globalnego
4, Wprowadzanie warunkéw brzegowych
5. Rozwigzywanie uktadu rownan

1.Przestawienianie wynikow analizy
2.Graficzna reprezentacja wynikéw
3. Wydruk raprotu analizy

4. Wyswietlenie przebiegu analizy

RYS. 1.12 KOMPUTEROWA IMPLEMETACJA MES
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