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W pracy podnno podstawy teoretyczne i sposéb zastosowania nowej metody obliczania
rédnorodnych ukladéw konstrukcyinych, jaka jest metoda elementéw skoficzonych.
Postgpujsc wg tej metody mozna rozwiszaé wszystkie uklady konstrukeyjne zapisujac
problem w jgzyku macierzowym, najbardziej przydatnym do ukladania programéw

an mawsyny cyfrowe.

Maotodn elementéw skoficzonych umozliwia analize ciaglych ukladéw przestrzennych

lantropowych i anizotropowych o dowolnych ksztaltach, dowolnie obcigzonych, znajdujacych

sy w stanic spredystym lub plastycznym.

W pracy zanygnslizowano takie mozliwodé zastosowania metody elementéw

shotezonych w reologii ofrodkéw cigglych oraz w problemach przewodzenia ciepta

| innych zugndnieniach teorii pola. Praca przeznaczona jest w. zasadzie dla inZynieréw
projoktuntéw budownictwa ladowego i wodnego. Ze wzgledu jednak na uniwersalnoéé
proponowanej metody obliczeri mogg z niej korzystaé konstruktorzy réznych
upoajulnodel.
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Przedmowa

W pierwszym, ogloszonym w 1967r. wydaniu ksigzki: ,,Metoda elementéw
skosiczonych w mechanice budowli i kontinuum” wigksza cze$¢ przedmowy pos-
wigcono wyjaénieniu, na czym polega wymieniona w tytule metoda. Wyjasnienie
to jest dzisiaj zbedne, nastapit bowiem gwaltowny rozwéj metody. To, co pier-
wotnie pomyslane bylo jako sposéb badania konstrukcji, pozwalajacy uwzglednié
prawie dowolne jej uksztattowanie, dzi§ stalo si¢ metoda ogélng, szeroko stoso-
wang w réznych zagadnieniéch fizyki i techniki. Ten szeroki rozwdj zastosowa,
zaréwno do celéw badawczych jak i praktycznych, spowodowat konieczno¢
rewizji pierwotnego tekstu. Od razu tez uwidocznily si¢ trudnoéci w wyborze
nowego materialu i jego przedstawieniu, nalezalo bowiem uniknaé konfliktu
migdzy prostoty wykladu a jego wszechstronnoécia; spowodowato to znaczny
wzrost objgtosci ksigzki. W wyniku poszukiwafi wiasciwego ujecia wicksza czgéé
ksiazki zostala opracowana od nowa, chociaz podstawowy jej ukiad i idee po-
zostaly niezmienione.

W istocie swej metoda elementéw skoficzonych jest procesem, W wyniku kté-
rego kontinuum o nieskoficzonej liczbie stopni swobody moze byé aproksymo-
wane poprzez zbiér podobszaréw (elementéw), z ktérych wyodrebnia sig okres-
long, skoriczong liczbe stopni swobody. Nastepnie kazdy z tych elementéw laczony
jeat z sgsiednimi w znany kazdemu inzynierowi sposéb, stosowany przy badaniu
dyskretnych ukladéw konstrukcyjnych lub elektrycznych. Ta zasadnicza prostota
fizycznej interpretacji i postaci matematycznej wplynela niewatpliwie na popu-
larnoéé metody w takim samym stopniu jak istnienie maszyn cyfrowych, pozwa-
lnjacych dzi$ na realne rozwigzywanie najbardziej zlozonych zadaf inzynierskich.
W wielu biurach projektéw metode elementéw skoficzonych stosuje si¢ dzid
juko zwykle postgpowanie inzynierskie i tendencja ta niewatpliwie bedzie sig
rozszerzaé.

Pierwszy rozdzial ksigzki ma niewiele wspélnego z elementami skoficzonymi.
Podano w nim w prosty sposéb podstawowe zasady wyznaczania zbioru sztyw-
noci konstrukeji, aby uniknaé potrzeby odwolywania si¢ do innych opracowari,
Dl tych, ktérych zainteresowania kierujg sie na inne zagadnienia, jak np. elek-
trotechnika, pokazano, ze podstawowe zasady wyznaczenia zbioréw sg w tych
|ziedzinach w istocie takie same; bedzie to powtarzane w dalszym ciggu tckstu
pray wyjadnieniu szczegStéw postgpowania za pomocq metody elementéw skori-
eronych.
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Rozdziat 2 oplauje podstawy metody elementdw skodczonych w odniesioniu
do probleméw apresystodei pray zastosowaniu metody przemicszezet. Uwazne
prrestudiowanie tego rozdziatu bedzie wynagrodzone latwoscig rozumienia dal-
nzego tekstu, opartego gléwnie na podanych tu wywodach. Przytoczone alter-
natywne postepowanic przy zastosowaniu zasady pracy wirtualnej lub minimali-
mcji energii prowadzi wprost do rozdzialu 3, w ktérym podano uogdlnienie me-
tody na wezystkie procesy wariacyjne, pokazujac réwnoczesnie prostot¢ sformu-
lowania Rayleigha-Ritza. Ponadto w rozdziale tym zbadane s3 réwniez nie wa-
rincyjne mozliwosci sformulowania teoretycznych podstaw postepowania.

Podezas gdy w rozdz. 4 do 6 przedstawiono najprostsze postacie elementéw
wkoriczonych, ogélna dyskusja nad ksztaltem tych elementéw zawarta jest w rozdz.
7 i 8. Caytelnik znajdzie tutaj podstawy réznych sposobéw obliczania elementéw.

Rozdzialy 16 i 17 poswigcone s rozszerzeniu metody elementéw skoriczonych
m zngadnienia zmienne wzgledem czasu, rozdzialy za$ 18 i 19 na zagadnienia
nicliniowe. Przy rozwigzywaniu tych zagadniefi obserwuje sie najwiekszy postep,
uzyskany w ostatnich latach; z tego powodu ograniczono sie tu do raczej ogél-
nych sformulowar, niz szczegélowych opiséw postepowania. Nieco doktadniej
omdwiono plastycznoéé, duze odksztalcenia i zagadnienia pokrewne.

Praktyczne zastosowanie metody elementéw skoriczonych wymaga nie tylko
odpowiednich wiadomosci teoretycznych, ale takze i znacznego wysitku przy
opracowywaniu programu na maszyne. I chociaz istnieje szereg skutecznych
systeméw programowania, zlozonosé ich moze sprawié zawéd poczatkujacemu,
ktdry by wolat z mniejszg nieco 4cistoscia, ale w prosty sposéb rozwigzaé zadanie
drednicj wiclkosci. Majac to na uwadze opracowano ostatni, 20 rozdzial, ktéry
nupisali dwaj moi wspélpracownicy, dr I. P. King i dr Y. K. Cheung, przyczynia-
Jye sig walnie do uwzglednienia tego aspektu zagadnienia. Podano prosty zbiér
wrorcowych podprograméw éredniej wielkosci i nalezy mieé nadzieje, ze ulatwi
to Czytelnikowi opracowanie wlasnych programéw bez koniecznosci poszuki-
wanin szeregu nowych wiadomodci.

Ksigzka zostala napisana zaréwno dla studentéw, jak i dla praktykujacych
indynicrow. Aby uzyskaé bezposredniosé i prostote wyktadu, rezygnowano czasem
# matematycznej elegancji wywodéw (nalezy si¢ spodziewaé, ze bez szkody dla
dcialodei). Wymagane s3 jednak pewne wiadomosei wykraczajace poza program
studidw; wszedzie dla wygody stosowano rachunek macierzowy. W Dodatku
poduno gléwne zasady operowania macierzami.

Rachunck macierzowy nie jest jednak istotg metody elementéw skoriczonych,
juk to nickiedy bigdnie sie sadzi. Z réwna skutecznoécia mozna by zastosowaé
rachunck tensorowy.

W pierwszym wydaniu podany byt rozdziat o ewentualnym dalszym rozwoju
metody, Wiele z tego zostalo w migdzyezasie urzeczywistnione; totez przepo-
windanie nie wydajc si¢ obecnie celowe, chociaz w szeregu szczegdlowych za-
wudnied wekazywane sq pewne przyszle mozliwosci. Nalezatoby chyba uspra-
wicdliwié si¢ z tego, 4e nic umieszczono na przykiad bezposrednicgo zastosowania
twierdzenia warlacyjnego Helinger-Reissnera i postgpowania hybrydowego, ktdre
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to metody szybko si¢ obecnie rozwijajg. Pominigeie to zostalo jednak zamierzono
nie tylko dla oszczgdnodei miejsca, lecz takze dla zapewnienia jednolitodei przed-
slawienia tredci.

Przyklady praktyczne wybrano z réinych dziedzin inzynierskich; Czytelnik
prawdopodobnie zauwazy, 2e wybér byt w pewnym stopniu uzalezniony od gléw-
nego kierunku zainteresowari autora — inzynierii budowlanej. Rozszerzenic na
inne dyscypliny wymaga jednak — to sie wyczuwa — troche wyobrazni.

0. C. ZIENKIEWICY
University of Wales—Swansea

Do wydania polskiego

‘I'nmaczenic mej ksigzki na jezyk polski przez prof. Kisiela sprawilo mi wielkq
oxohisty przyjemnosé. W chwili obecnej elementy skoficzone staly sig przedmio-
tem dugego zainteresowania w wielu krajach éwiata, nie tylko w kolach inzyniers-
skich, nle i wéréd matematykéw, ktérzy w koficu uznali wielky efektywnosé me-
tmly, O ile keigika zyska przychylng ocene ze strony polskich inzynieréw, i jezeli
ieigki nicj wzrosnie zainteresowanie metods i praktyczne stosowanie jej do za-
uwdnton inzynierskich, to bede uwazal, ze cel pracy zostal osiagniety.

0. C. ZIENKILWICZ
University of Wales — Swannen



Podzigkowania

Profesorowi Ray Clough, ktérego goracy entuzjazm skierowal mojz uwage na
metode i ktérego trwala przyjazii zapewnita mi wspolprace z Jego aktywnym zes-
polem w Berkeley, California.

Zespolem badaczy z Uniwersytetu Technicznego w Trondheim, Norwegia,
Cornell University (USA), MIT (USA) i szeregowi innych grup i oséb, ktérzy
dostarczali informacji i dopomogli do ogblnego rozwoju metody.

Moim stuchaczom i wspélpracownikom ze Swansea, bez pomocy ktérych nie
byloby mozliwe opracowanie tego tomu. Serdecznie dzigkuje zatem drowi Y. K.
Cheungowi, drowi 1. P. Kingowi, Pani M. Watson, drowi J- Ergatoudisowi, drowi
8. Valliappanowt, drowi C. Parekhowi, drowi S. Ahmadowi, Pani D. Phillips,
Panu G. Nayakowi, Panu §. Cambpellowi, Panu F. Scottowi, Panu C. Dullage’owi,
Panu G. Treharne’owi, Panu R. Woodowi, Panu D. Phillipsowi, Panu ¥. Too,
Panu K. Hintoo i innym, ktérych wymienianie bardzo wydluzyloby te liste.

Panu M. B. Ironsowi, mojemu Koledze, za Jego wklad do teorii elementéw
{zoparametrycznych (rozdz. 7 i 8) i wielce pomocne dyskusje.

Wreszcie za pomoc szeregowi instytucji finansujacych, ktérych Srodki dopo-
mogly do prowadzenia badari. Moje podziekowania kieruj¢ do Civil Engineering
Research and Information Association, do Science Research Council, do NATO,
do Ministry of Transport, do United Kingdom Atomic Energy Authority i innych,

0. C. ZIENKIEWICZ
University of Wales—Swansea

Od ttumacza

Konieczno$é oszczedzania materialéw konstrukcyjnych, doceniana i rozumiana
dzid na calym éwiecie, zmusza do pelniejszego wykorzystywania ich wlasnodci
wytrzymato$ciowych. Mozna osiggnaé to, z jednej strony, w wyniku coraz lepszego
pusznawania whasnosci reologicznych materialéw, z drugiej — przez stosowanie
corar, dokladniejszych metod obliczania konstrukeji, uwzgledniajgcych przestrzen-
ne razmicszczenie materiaty, jego anizotropie, dzialanie wplywéw niestusznic
nlolibdy zwanych dodatkowymi (termiczne, dynamiczne itp.).

{1 ile w konstrukejach pretowych na ogél, przy mniejszych lub wigkszych kio-
potuch, dajemy sobie z tym rade, to konstrukcje powierzchniowe Iub brylowe
preysparzajg nieraz pod tym wzgledem niepokonalnych trudnoéci, Zmusza to
inyniera do stosowania uproszczesi, czasem tak daleko idacych, ze az ich sens
fizyczny staje sie watpliwy.

Intnicje zatem pilna potrzeba zastosowania efektywnej metody obliczeri, umoz-
liwinjgeej znajdywanie sit wewngtrznych i deformacji w konstrukcjach powierz-
vhmiowych lub brytowych. Mamy zawsze prawie moznosé zapisania ukladu nie-
shgdnych do tego celu réwnan rézniczkowych i dostatecznie poprawnego sfor-
mulowania warunkéw granicznych problemu. Trudnodci wystepuja dopiero przy
shswigzywaniu. Pozostaje wéwezas jedyna droga, tj. obliczenia numeryczne, T'e
sud, wykonywane na suwaku lub arytmometrze, sg zwykle i praco- i czasochlonne.

W ton sposéb wspélezesny inzynier zmuszany bywa coraz czeéciej do korzy-
standn 7 uslug maszyn cyfrowych. Inzynier jutra nie bedzie mdgt pracowaé bex
lch pomocy. Fakt, ze maszyna Sredniej wielkosci potrafi zastgpié pracg setek
tachmistrzow, méwi sam za siebie.

Aby jednak w calej pelni wykorzysta¢ moliwosci maszyn cyfrowych nalety
formutowaé dla nich zadania w sposéb zgodny z ich ukladem logicznym. Ten
sk ré2ni sic dodé istotnie od logiki, w jakiej zwykli§my na codzie formulowaé
wuelania rachunkowe.

Proponowana uwadze Czytelnika ksigzka profesora Uniwersytetu Walijskiego
Olgierda Zienkiewicza formuluje wszelkie operacje rachunkowe w jezyku macie~
rsowym, najbardziej przydatnym dla ukladania programéw na maszyny cyfrowe.
"I'ematem jej jest metoda elementéw skoficzonych, opracowana gléwnie do analizy
uklnddw o charakterze kontynualnym. Jest ona w pewnym sensie daleko idgcym
nogdlnieniem znanego rachunku ré2nic skoficzonych. Wykazuje jednak powng
wydnzod¢ nad tq ostatnig, gdy2 mo#na w niej stosowaé w jednym obszarze réine

1 Metoda slementéw . re  }



w tddnych Jego miojwcach gestodel padviafu nn elementy, co daje motlwodé do-
klndnogo dledzenin cfektéw lokalnych zaburzed, Metoda ta pozwala ju na obec-
nym ctapio nappnalizg, limitowany jedynie pojemnoiciq pamieci maszyny, wezel-
kich ukiadéw kontynualnych o réznych wiasnodciach fizycznych, o dowolnych
kaztaltach, dowolnie obcigzonych, znajdujgcych si¢ w stanie sprezystym lub pla-
atycznym,)Mozna za jej pomocg rozwigzywaé, stosujgc jednolity sposéb, zadania
pelzania, przeplywdw i przewodnictwa. W ksigZce nie podano oczywidcié wszyst-
kich zastosowafh metody, znajduje si¢ ona bowiem w burzliwej fazie rozwoju.
Wolno wige przypuszczaé, ze Czytelnik po zapoznaniu si¢ z istotng metody nie-
jedno potrafi w niej ulepszyé, a moze znalezé nowe dziedziny jej zastosowhri.
Autor ksigzki powoluje sie na wiele prac, z ktérych niektére przetlun“%aczone
sy przez ,,Arkady”, np. ksigzki Timoshenki. Jest to korzystne dla Czytelnika,
ktory chcialby przedledzié niektére wywody Autora. Warto wspomnjec’:\l takze
o wydanej ostatnio przez PWN ksigzce Y. C. Funga ,,Podstawy mechaniki ciala
stulego”, w ktérej znaleZ¢ mozna sporo probleméw (przeplywy, przewodlxlf}ctwo)
poruszanych przez Zienkiewicza w niniejszej ksigZce. :

i
IGOR KISIEL

i

Wrochw  grudzied 1971,

1. Wprowadzenie
— sztywnos$¢ konstrukcji
i analiza sieci

1.1. Wstep

I'romte konstrukcje inzynierskie mozna rozpatrywaé jako zespoly elementéw po-
Iy ronych ze sobg za pomocy skoriczonej liczby punktéw weztowych (wezléw).
ledll wwigzki miedzy sifami a przemieszczeniami dla poszezegdlnych elementéw
) rnune, to stosujgc znane metody mechaniki budowli [1], [2], mozna wyprowa-
ilyaé wnioski odnosnie do zachowania si¢ konstrukeji jako calosci.

W kontinuum sprezystym rzeczywista liczba punktéw polaczeri jest nieogra-
niegona i to stanowi najwigkszg trudnoéé w ich analizowaniu. Koncepcja ,,ele-
mentdw skoficzonych”, wprowadzona przez Turnera i innych [3], usituje pokonaé
Iy trudnodé poprzez zalozenie podzialu rzeczywistego kontinuum na elementy
polyezone ze sobg tylko w skoriczonej liczbie punktéw wezlowych, w ktérych
+ahluddu nig istnienie sit skupionych reprezentujgcych napiecia w rzeczywistodel
selwlajgee kontynualnie na granicach elementéw. Jezeli taka idealizacja jest do-
jiwreulnn, problem sprowadza si¢ do zwyklego zadania statycznego nadajacego
alfy o rozwigzad numerycznych.

Postgpowanic takie, choé zachecajace intuicyjnie inzyniera-konstruktora, nie
wyilaje g catkowicie przekonywujace; w szczegdlnosci pozostaje otwarta sprawu
selnefl ,ully -przemieszczenia” elementu. Sposéb okreslania tych relacji bedzie -
sscuegdlowo przedstawiony w rozdz. 2, gdzie podane zostana podstawy metody.
"I'n natominst oméwiona jest ogdlnie metoda analizy sztywnosci konstrukeji, sto-
siwiii w niniejszej ksigzee.

Metoda clementéw skoficzonych bedzie tu zastosowana do rozwigzania wieclu
probleméw typu niebudowlanego. Zasadnicze zaleznoci w elementach bedg
Juulinio w postaci spotykanej w mechanice budowli. Réwniez ogélne postgpowa-
the pray uldadaniu i rozwigzywaniu réwnan bedzie bazowaé na zasadach, dla
htirych w mechanice budowli ustalono najwlasciwsze formy.

W istocie postaé réwnan przyjeta w mechanice budowli jest charakterystyczna
e tylko dla tej dyscypliny. Ta sama postaé réwnah wystepuje jako typowa
w problemach zwigzanych z obwodami elektrycznymi lub obwodami rurociggéw
mowadzgeych ciecz. Dlatego tez wigze sig je czgsto z ,,analizg sieci”.

" : 18



1.2. Element konstrukcyjny

Rysunck 1.1 przedstawin dwuwymiarowg konstrukcje zlozong z oddzielnych
clementéw polgczonych w wezlach 7 do #. Na wetepie rozwazany jest przypadek,
gdy wezly nie przenoszg momentdw.

I b

Rys. 1.1, Przyklad konstrukcji zbudowanej
Element (a) z elementéw polaczonych w wezlach

Przyjmijmy, ze w wyniku odrebnego rachunku lub w wyniku do$wiadczenia
poznane zostaly dokladnie relacje zachodzace migdzy silami i przemleszczemarm
din poszczegdlnych elementéw. Gdy zatem rozpatrujemy element (a) powigzany
» konstrukcja wezlami 1, 2, 3, to sily dzialajgce na wezly s3 jednoznaczniesokre-
#lone poprzez: przemieszczenia tych wezléw, obcigzenie rozlozone na elemencie
(p) i jego odksztalcenic wstgpne. To ostatnie moze by¢ wywolane przez tempera-
turg, skurcz lub tez przez niedokladnosci montazu. Odpowiednie sily F i prze-
micezczenia 6 s okreslone przez skladowe: Uy V, u, v w prostokatnym ukladzie
wapétrzednych.

Zcstawiajac w postaci macierzy® sily F dziatajace na element w weztach (w roz-
widanym przypadku trzy) mamy

U1|
Py Zl
Fy =i =102 (1-1)
F, U:
Vs
') Pray czytaniu niniejszej ksiazki niezbedne s3 wxadomoécxzalgebry macierzy. Zapis

muolerzowy byl niezbedny dla uzysknma odpownedmej zwngzioécl wykladu i skrécenia objetodei
keingki. Dla Czytelnikéw nie zngjgcych rachunku maclerzowego przytacza sie krétki dodatek
nn kofcu keigki, w ktérym wyloZone sq podstawy algebry macierzy w zakresie wystarczejacym

d 'y

do éledrenin wywodbéw r ych w ksigZce.
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Odpowiednie przemieszczenia wezléw 8 moina zapisad

%
4, e
oy = H = (1-2)
83 45
V3

“nkladajge, Ze element jest sprezysty, zwigzki charakterystyczne majg zawsze
postaé ogélng

{F}* = [R*{8}+ {F}s+ {F}o, (1-3)

glrie: {I'}; —sily wezlowe niezbedne do zréwnowazenia kaidego obciglenia
wowngtrznego dzialajacego na element, {F}i, — sily wezlowe wywolane odksztal-
venbumi poczgtkowymi, np. wplywem temperatury, gdy poza tym wezly nie pod-
loguly dadnym innym przemieszczeniom. Pierwszy wyraz sumy (1-3) oznacza
wily wywoline przemieszezeniami wezléw.

I"dobnie wstepne obliczenie wzglednie doéwiadczenie pozwala jednoznacznie

_ikiedlié naprezenia lub reakcje wewnetrzne w kazdym wybranym punkcie (punk-

tneh) olementu w zaleznosci od przemieszczen wezldw. Definiujac takie napre-
senlu juko macierz {¢}°, otrzymujemy zwigzek

{0} = [SI{0}*+ {o}i+ {o}%0, (1-4)

w ktdrym dwa ostatnie wyrazy oznaczaja naprezenia wywolane odpowiednio
piewr obeigienie rozlozone na elemencie oraz odksztalcenia poczgtkowe, przy
Inku innyceh przemieszezen wezléw.

Marlors [k]? nazywa sie macierzg sztywnosci elementu, macierz [S]* zad ma-
vierey napredod clementu.

Zwiyskl (1-3) i (1-4) napisano dla elementu o trzech wezlach przenoszgeych
tylho pu dwlo skladowe sit. Oczywidcie, te same rozwazania i definicje sq wazne
w prayprdku ogdlnym. Na przyklad element (5) ma tylko dwa wezly; inno ele-
mnly mogy mieé wieksza liczbe wezléw.

Zukladujye nastgpnie sztywne polaczenia elementéw, nalezy w wezlach wpro-
wailulé po trzy skladowe sil uogdlnionych i trzy skladowe przemieszezeti uogdl-
whimyeh, Dia sztywno polaezonych przestrzennych elementéw liczba sktadowych
wyrlowyeh wynosié bedzie po sze$é. Ogélnie zatem mozna zapisaé

F| 61
{F}* = oraz  {8}" = l ] (1-5)

.

m

uilslo katly wektor Fii 8 ma tg samgq liczbe skladowych lub inaczej — stopni
awnhady,
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Maclerze witywnokel elementu wy oczywikcle zaware kwadratowo | majy postaé

kll klj klm

(R]* = (1-6)

kml kmj kmm

Rdzic clementy &y, ... s3 podmacierzami takze kwadratowymi i majacymi wymiar
Ix1; 1 jest tu liczbg skladowych sit wezlowych w rozpatrywanym wezle.

Jako przyklad rozpatrzmy obustronnie przegubowy pret o statym przekroju
A i module sprezystoéci E (rys. 1.2). Pret poddany jest obcigzeniu poprzecznemu
p oraz wydluzeniu termicznemu

Rys. 1.2. Pret o polgczeniach przegubowych

Jezeli korice preta okreslone sg przez wspélrzedne a;, Yis %ay Yuy 10 jego dlugoéé
wynosi

L=V {a—xy+ 0],
a jego nachylenie do osi x

-1 Yn—Yi

o= tan .
Ky — %

W wezlach preta wystepujs tylko po dwie skladowe siti przemieszczef.
Sily weztowe od obcigzenia p wynoszg

U, —sina
F 14 coso| pL
Py — i} Il L
{Fl; :F,, » U, —sina| 2
Val, cosa

" Oxnucxenic tan ! odpowinda prayjetemu u nas oznuczeniu arctg (prayp. thum.),
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| ng po prostu reakcjami belki. Podobnie, aby uwzglednié wplyw sily osiowej
KaTA od wydluzenia termicznego 8, na reakcje w wezlach, obliczamy

cosa
Y Fl _ Il ] sina "
{F}-o={FnL° =l =]-cosa (EaTA4).

Valwo —sing
Hkladowe przemieszczert elementu, wynoszgce
U
o _ )0l __Ju
{6} - {871} i
Un

spowadujy wydluZenie (#,—;) cos o+ (v,—wvy) sin «, ktére pomnozone przez
KA/l (n il osiows. Skladowe sil wezlowych mozna znale£é przez podstawienic
1o ally pumiunt B T4 do wyrazen na sily od wydluzenia termicznego. Otrzymujemy
iy atpl ostatecznie

U

o B _ Vil _
{F}a—{Fn}J_ Un n
Va

con?o sin o cosa | —cos?o —sina cosa | (x
H 2 - _ain2
kA | sinacosa  sin’x sing cosa —sin®x ol et
= .
1 | =cos’a —sina cos sina cosa | |us
sino cosa  —sin?a i sinocosy  sin*a Un,

Mhlndowe réwnania (1-3) dla rozwazanego elementarnego przypadku sg w ten
spwmihy untulone. Teraz wzglednie prosto mozna znalezé naprezenie w kaidym
pwthile elomontu w postaci réwnania (1-4). Na przyklad, gdy rozpatrzymy prze-
bisd) € prota (ryn. 1.2), naprezenia w skrajnych wiéknach (uwzgledniajgc site osiows
| sglnanle) wynoszg

o, K | —cosa, —sina, cosa, sina] Wopr? d _{1=
H ]{‘5} +{—1}T7 1fEaT,

, | —cose,” —sine, cosa, sina
aiwial d  potowa wysokodci przekroju, I — moment bezwladnoéci. Wazystkie
wyiaxy wioru (1-4) mozna teraz latwo wyznaczyé.

Din bardzicj skomplikowanych elementéw postgpowanie jest oczywidcie bar-
aief slogone, wyniki jednak maja te sama postaé. Inzynier latwo zauwady, 2o
tew. , rozprowadzanie” w obliczaniu ram o sztywnych wezlach jest szczegélnym
preyprdiiom opisancgo postepowania.

Naloky tu zwrdcié uwage, ze pelna macierz sztywnogci otrzymana dla prostego
1selyganogo clementu okazuje sie niesymetryczna (choé jej podmacicrze sy sy-
wetryeano), Wynika to z zasady zachowania energii i jej naturalnego nastgpatwa —
sholiwe gnanego odwrotnego twierdzonia Betti-Maxwella.
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Wisnnokel sprodyato elementu prayjoto tu juko catkowicio liniowe. W zanadzic
podobne zwigzkl mozna ustalié takze «ln materialéw nieliniowyeh, Rozwazania
to sy podane w dalszych czedcinch kaigaki.

1.3. Analiza ukladu

Wréémy znéw do konstrukeji przedstawionej na rys. 1.1. Aby rozwigzaé ja po-
prawnie, nalezy speini¢ dwa warunki: a) zgodnosci przemieszczesi, b) réwnowagi.
Kazdy uklad przemieszezed wezléw

5
{8} = { ] (17)
67:

zapisany dla calej konstrukeji (wszystkich elementéw) automatycznie spelnia
pierwszy warunek.

Poniewaz warunki réwnowagi s3 juz spelnione wewnatrz kazdego elementu,
pozostajg do spelnienia tylko warunki réwnowagi w wezlach konstrukcji. Wynika-
jyce stad réwnania beds zawieraé przemieszezenia jako niewiadome. Po wyzna-
czeniu tych niewiadomych problem statyczny zostanie rozwigzany. Sity wewnetrz-
ne w clementach, a takZe naprezenia mozna latwo znale#é stosujgc zaleznosm
ustalone a priori dla kazdego elementu wg (1-4).

Rozpatrzmy konstrukeje obcigzong silami zewnetrznymi

R,
R} = [ s ] ‘ (1-8)
R, .

przylosonymi w weztach (niezaleznie od obcigzen cigglych dziatajacych na posz-
cregdlne elementy) Kazda z sit R; musi mieé t¢ sama liczbe skladowych jaka
przewiduje si¢ dla poszczegélnych reakeji wezldw. W rozwazanym przypadku

wy={3 9

ponicwaz wezly potraktowalidmy jako przegubowe; ogélnie mozna przyjaé do-
wolng liczbe skladowych.

Jedli teraz mamy ustalié warunki réwnowagi dla typowego wezta i, to nalesy
doda¢ kazdg ze skladowych R; do sumy sft skladowych wyrazajacych oddziaty-
wanie clementéw zbiegajacych sie w tym wezle. Rozwazajgc wszystkie skladowe
sily, mamy

(R} = Z{F?} = {FI}4+{F}4- ..., (1-10)

gdzie: F} — sita oddziatywajaca na wezel ¢ od elementu 1, F} — jw. od elementu
2 itd. Oczywidcie, tylko elementy laczace sie w wezle { wprowadzajg do tego réw-
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nania sily niezorowe, jednak dia porzgdku do sumowania wigczono wezystkio
elonienty.
Podstawinjge (1-3) otrzymujemy nastgpujgce réwnanio dla sit zwigzanych
v weslem o
(R} == (BRa)M O ElR] ) O} - 2 {F AL (R, (1-11)
Humowanie znéw obejmuje tylko te elementy, ktére laczg sle w wqile i
Wazystkic takie réwnania zapisujemy w postaci

[K1{8} = {R}— {F}— {Flwo- (1-12)

Miugierz [K] nazywa si¢ macierzg sztywnoéci ukladu.
lilementami tej macierzy sa podmacierze okreslone nastepujaco:

[Kin] = Z[kin}",
{Fi}p = Z{F};, (1-13)
{Fi}eo = Z{Fi}%0,

juay ewym sumowanie obejmuje wszystkie elementy.

"I'n prowtn reguta zbierania réwnai jest bardzo wygodna, gdyz natychmiast po
sunlexleniu odpowiedniego wspdlczynnika dla poszczegdlnego elementu mozne
un hy¢ watawiony we wiasciwe miejsce przez samg maszyne. Ta ogdlna regula

“shisrania stanowi wspblng i podstawowa cechg wszystkich obliczer za pomocq ele-

mentdro shodcsonych i powinna byé dobrze przyswojona przez Czytelnika.

(uly stosujemy rézne rodzaje elementéw komstrukeji powinniémy mieé na
uwudze, 2¢ reguly sumowania macierzy pozwalaja dodawaé je tylko w przypadku,
uily My one tego samego wymiaru (ta sama liczba kolumn i ta sama liczba wicrszy).
lmdywidualne podmacierze, z ktérych skiada si¢ macierz, muszg byé zatem budo-
watie znwaze dla tej samej liczby sktadowych sit lub przemieszczen. Jesli na przy-
ki element konstrukeji przenoszacy moment do wezla spotyka sig w tym we#lo
# elenentem przegubowym, macierz sztywnoécei tego ostatniego nalezy uzupelnié
Mwer welawienie wspétezynnikéw zerowych (zer) w odpowiednie micjsca dln
abrotow lub momentéw.

Ukl rdwnan (1-12) moze byé rozwigzany, gdy podstawione zostang odpowied-
nle przemieszezenia. W przypadku rys. 1.1, jedli obie skladowe przemieszczef
wyzléw 1 do 6 sg zerami, nalezy to przekazaé przez podstawienie

(03 = (01 =}

Jewt to réwnowazne redukeji réwnai réwnowagi (w tym przypadku dwunastu)
prey réwnoczesnej redukcji liczby niewiadomych do o$miu.

jodnukde zawsze wygodniej jest ukladaé réwnania w myél (1-12), tj. wigczaé
wazystkic wezly.

Jout ogzywiste, Ze bez podstawienia co najmniej takiej liczby przemicszczed,
ktora jest niezbedna dla zapoblciema ruchom konstrukeji jako ciata svtywncgo,
nle jost mosliwe rozwigzanic ukiadu, poniewaz w takiej sytuacji przemicszczonia
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nie bydg jednoznacznio okredlono preoy, sily. 'I'en fizycrnie oczywisty fukt bedzie
interpretowany natematyeznle w muacierry [K, ktdra wowezns bedzic macierzg
osobliwg, tj. nic bedzie miala macierzy odwrotnej. Uwzglednienie ograniczer
kinematycznych w konstrukeji po zebraniu réwnan powoduje modyfikacje macie-
1zy [K]. W przypadku przemicszczen zerowych ulegajg skresleniu odpowiadajace
tym przemieszczeniom wiersze i kolumny tej macierzy.

Podezas gdy podstawienie znanych przemieszczefi jest wzglednie latwe przy
obliczaniu tradycyjnym, dajgc w wyniku redukcje liczby rozwigzywanych réwnan,
to czgsto wygodniej jest przy obliczeniu na maszynie wykonywaé dzialania na
pierwotnej liczbie réwnasi, aby uniknaé praeksztalcania stanu pamieci maszyny.
Staje si¢ to bardzo proste przy wykorzystaniu pomysty Payne'a i Ironsa [41.

Przy zastosowaniu tego pomysh, zamiast eliminowaé réwnania réwnowagi,
w ktdrych znane sg poszczegdlne przemieszczenia (a odpowiednie skfadowe sity
zewngtrznej nieznane), i rozwigzywaé pozostale réwnania poprzez podstawienie
znanych przemieszczeri, wspélczynniki przekgtne macierzy [K] dla rozwazanego
punktu sq mnozone przez bardzo duzg liczbe. Réwnoczesnie wyrazy po prawej
stronie réwnania zastepuje si¢ iloczynami tej liczby przez zadane wartodci prze+
micszezen. Réwnanie eliminowane zastgpuje sig¢ wiee réwnaniem, w ktérym roz-
wazane przemieszczenie jest réwne odpowiednio dobranej wartosci, i podstawia
si¢ to réwnanie do rozwiazywanego ukladu.

Po uzyskaniu wartosci przemieszczei w wyniku rozwigzania ukladu (1-12)
znajduje si¢ sity i naprezenia w poszczegélnych elementach konstrukeji, korzy-
stajge ze wzoru (1-4).

1.4. Transformacja wspélrzednych

Cresto wygodnie jest zestawi¢ zwigzki charakterystyczne dia poszczegblnych
elementéw w ukladzie wspdlrzednych réinym od tego, w ktérym obliczane s3
wily zewnetrzne i przemieszczenia calej konstrukeji. Dla kazdego elementu moga
byé stosowane rézine uklady wspéirzednych, jesli ulatwia to rachunek. Istnieje
prosty sposéb przeksztalcania skladowych przemieszezen i sit w réwnaniu (1-3)
% okredlonego ukladu na jakikolwiek inny uklad wspélny dla konstrukcji. Oczy-
wicie mozna to uczyni¢ przed zebraniem pelnej macierzy konstrukcji.

Oznaczmy lokalny uklad wspélrzednych, w ktérym wyrazamy wlasnosci ele-
mentu, przez wskaznik ,,prim”, za$ ogdlny uktad wspélrzednych (dla calej kon-
strukcji) pozostawmy bez wskaznika. . .

Sklndowe przemieszczen mozna przetransformowaé przez odpowiednig ma-
cierz kosinuséw kierunkowych [L]

{0} = [L}{8)" (1-14)

Skladowe sit transformuje si¢ podobnie, za pomocy tej samej macierzy

[F]° = [LI{F}" (1-15).
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Jedli macierz sztywnodci pozostala zapisana w lokalnych wup(S.Ierlc:lnych (pri-
mowanych), to réwnanie (1-3) w ogélnych wspéirzednych (nieprimowanych)

mu postad
{F)* m (LI7H{F) = (LY VLY H LI F Y+ L {F Y. (1-16)
Macierz sztywnosci w ogélnych wspétrzednych wyraza si¢ zatemn nastepujgco
(H = [LIP[RTL). (1-17)

Poniewaz macierz transformacji jest ortogonalna, tj. transpozycja macierzy
rdwna si¢ jej odwrotnodci,! mamy

(L] = [L]%

» wige

{£) = [LI"[FT'IL]- (1-178)

Cwytelnlk moze sprawdzi¢ poZytecznosé powyzszej transformacji poprzez

wninwne przerobienie przyktadu preta obustronnie przegubowego. Oczywxéc!c:

uayshane tutaj uproszezenie bedzie znacznie efektywniejsze w przypadku bardzicj
sludonych clementdw.

1.8, Bleé elektryczna lub wodociagowa

Ih ntyoene zasady okredlania charakterystyk elementéw i ukladania réwnar obo-
wipsijy tukze w wielu zagadnieniach niebudowlanych. )

Hoswatmy na przyklad uklad oporéw elektrycznych przedstawiony na
tyw 1.4, Jedli typowy element oporu if wydzielimy.z ukladu, mozemy zapisal
sunliie ® prawem Ohma zwigzek pomigdzy natgiemer.n pradu wchodzgcego do
slwnmntu nu jego koricach a napieciem na tych koficach jako

1
Li=—(V=V))

1
L=—Vi=V)

7°

') Mudnk to latwo sprawdzi¢ wychodzgc z faktu, Ze praca wykonana w kazdym ukiadzio wapdl-
isgdnyeh jost tuka sama. Zatem

(P () = ((F)o (&')e.
Wykoruyntujnc zalotnodci (1-14) i (1-15)
({F))T {8} = ({F})*(LIFILI{é}"
Ownywldolo musi byé
[L)2(L) == [{] (macierz jednostkows),

" wige
[L] = [LIT.



lub w postac macierzowo

=7l T
I ri—-1 1]y,
Stosujgc tu ustalony poprzednio zapis, mamy
Iy = ey, (1-18)
Postaé ta odpowiada zwigzkowi (1-3).

Podobnie ] jezeli wzdluz ,.elementu” przylozone jest natesenie zewnetrzne
mozna réwniez znales¢ wyrazenie odpowiadajgce ,,sile” w elemencie.

Rys. 1.3. Uklad oporéw elektrycznych

Dla zestainenia catego ukladu zaklada sie ciaglo$é potencjatu w weztach i bilans
prydu. Jezeli Py przedstawia doplyw pradu w wezle 7, wéwczas analogicznie do

(1-11) otrzymujemy
P= Zm;k;’me, (1-19)

Rdzie drugie sumowanie nalezy rozciggnaé na wszystkie elementy.
Dla wszystkich weztéw stosujemy zapis

{P} =[K}{V}, (1-20)

Ky= k.

W ;.)ovyyiszyfn 'wyraieniu opuszczono nawiasy, poniewaz takie wielkogci jak
napigcie 1 natezenie pradu, a zatem i wspélczynniki »macierzy sztywnosci”, sg
skalarami. . ,

Jedeli ukdad o.poréw elektrycanych zastapimy przez rury prowadzace ciecz,
w ktérych panuje stan laminarny, wéwczas mozna dokladnie powtérzyé takie
same sformulowania, oznaczajac przez V ciénienie hydrauliczne, przez I za§
przeplyw.

w uk*ada,ch rurociqgfiw spotykanych w praktyce liniowe prawa nie mogg by¢
stosowane. ‘Typowy zwigzek miedzy cidnieniem a przeplywem ma postaé

L= o(Vi—V)y, (1-21)

glzie

gdzie wykladnik y = 1,5--2,
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1 tutnj rdwnict mozliwe jest zapisanic zwigzkéw w postaci (1-18), z tym jodnuk,
ge macierze & nie bedg zbiorem stalych lecz znanymi funkcjami od {V}, Réwna-
nin koficowe moina tu zestawi¢ podobnie jak poprzednio, lecz nie bedg to réw-
nunin linjowe i na ogél przy ich rozwigzaniu potrzebne jest postgpowanie itera-
cyjne.

ercuzcic warto zaznaczy€, ze mozna rozwazaé takie bardziej ogélng postaé
sloci cloktrycznej poddanej dziataniu pradu zmiennego. Zazwyczaj zwigzki miedzy
nat¢eniem a napigciem zapisuje si¢ wowczas w postaci zespolonej, zastepujac
opdr przez impedanci¢ zespolong. I znéw mozna otrzymaé standardows postaé
rownat (1-18) do (1-20), jednak kazda wielkoé¢ bedzie teraz podzielona na czedci
rrocuywistg i urojong.

Mo#nn zastosowaé tu taki sam sposéb postgpowania przy rozwigzywaniu,
Jodoll wyntepuje réwnosé czesci rzeczywistych i urojonych w kazdym etapie,
Istotndo, wapdlezesne maszyny cyfrowe pozwalaja stosowaé programowanie stan-
wrdowe  umolliwiajace wykorzystanie wszystkich ulatwied przy operowaniu
lewhminl wospolonymi. Uwagi dotyczgce pewnych zagadniefi tego typu podane
oy W ilalagych rozdzialach, przy omawianiu zagadnien drgan.

1.6, Uktad ogélny

I wlrwilenin omawianych koncepcji ponizej rozpatrzymy przykiad. Pokazano
Wi rys. 1.4n; ustrdj sklada sie z pigciu oddzielnych elementéw polgczonych
s wnbyy, Mogy one przedstawiaé zagadnienie budowlane, elektryczne lub inne,
typi linlowego. Przy rozwigzaniu zagadnienia postgpujemy wedlug ponisszego
w hunata,

Prervonsym krokiem jest okrelenie whasnoécei elementdw ze wzgledu na geo-
mwltly ukladu, materiat i dane o obcigzeniu. Dla kazdego elementu znajdujemy
i liny wntywnodei i odpowiednie obcigzenia w wezlach w postaci réwnania
(1 1). Kupdy clement ma swéj wlasny numer i okreslone powigzania w weztach,
Ny

element 1 wezly 1,3, 4
2 1,4,2
3 2,5 .
4 3,67, 4
5 4,7,8,5

Znkindnjye, e wlasnosci zostaly okreslone we wspélrzednych ogélnych, mo-
seniy wplaaé kazdg skladows sztywnosei lub sily w jej polozenie w ogdlnej ma-
vimuy, Juk pokazano na rys. 1.4b. Kazdy zaciemniony kwadracik oznacza poje-
dyneny wapélezynnik lub podmacierz postaci [ky], jezeli rozpatrywana jest wigcej
nl# jelun wlelkodé w pojedynczym wezle. Dla kazdego elementu widaé zatom
lwter udvlal w macicray ogélnej: Czytelnik zechce sprawdzié polozenia poszcze-
wilnyeh wapdlezynnikéw, Zauwazmy, Ze réinc postacie rozpatrywanych tu ele-
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Ryn. 1.4, Uklad ogélny rozwiazania (opis w tekscie)

mentéw nie sprawiaja trudnodci przy wpisywaniu (wszystkie sily wezlowe, dla
uproszczenia, s3 tutaj powigzane z elementami).

Drugi krok polega na zebraniu koficowych réwnar typu podanego we wzorze
(1-12). Dokonuje sie tego przez zastosowanie reguly dodawania wszystkich liczb
odpowiednio do ich polozenia w macierzy ogdlnej wg wzoru (1-13). Wynik
pokuzano na rys. 1.4c, gdzie wspStezynniki niezerowe zaznaczone 83 przez za-
ciemnicnie odpowiednich kwadracikéw.

Ponicwaz macierz jest symetryczna, wystarczy wyznaczyé tylko jej gérng po-
lowg nad przekatna.

Wszystkie niezerowe wspélczynniki zﬁajdujq si¢ wewnatrz pasma, ktérego
szerokosé, dla zadanych warunkéw polgczenia elementéw, mozna okresli¢ = gdry.
Dlatego w programie maszyny nalezy zapamigtaé tylko elementy znajdujace sie
w gérnej polowie pasma macierzy, wliczajac giéwna przekgtna, jak pokazano
na rys, l4c.

Trseci krok polega na wstawieniu do korficowego uktadu macierzy zadanych
warunkéw granicznych, jak to oméwiono w p. 1.3.
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Namtgpnic dokonuje si¢ ostatniago kroku, pologajgeego na rozwigzaniv osta-
teernego ukludu réwnud. Mozna tu zalecié szereg réznych metod postgpowania,
niektdro # nich oméwione sy w rozdz. 20. W istocie, problem rozwiyzywanin
1hwnan, chocia szczegdlnie wainy, lezy poza zakresem zainteresowars niniejazej
ki,

P'o tym ostatnim kroku nalezy jeszeze dokonaé podstawien dla obliczenia na-
preded, natgzed pradu lub innych wymaganych wielkosci koficowych.

Wuzystkic operacje przy analizie sieci dokonywane sg zgodnic z przedstawio-
nymi powyiej wytycznymi, ktére Czytelnik powinien dokiadnie zrozumieé i opa-
nowad, 84 one waine dla zastosowah metody elementéw skoficzonych, choé nie
sanowiy jej istoty, i s3 w zasadzie dobrze znane i zawsze dadzg si¢ zastosowad
w dyskrotnych uktadach sieci.

Duleay cigg tej ksiqski poSwiccony jest badaniu metody, za pomocg ktdrej of-
vl ciggle mog tqpic z dostatecanym prayblizeniem praez ré: ine ukiady
ik stne, (idy cel ten osiggniemy, wéwcezas przedstawione tutaj zasady pozwoly
ik pelnego obliczenia ukladu,
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2. Skonczone elementy
kontinuum sprezystego
— metoda przemieszczen

1.1, Wetgp

W wiely wegudnieniach inzynierskich wymagane jest znalezienie rozkladu napreged
{ indbaetuleert w kontinuum sprezystym. Z problemami tego rodzaju spotykamy
sl¢ puey obliczaniu tarcz, plyt, powlok i cial tréjwymiarowych. We wszystkich
tyo I praypadkach liczba powigzan pomigdzy dowolnym ,,skoficzonym elementem”
wytlslolonym myslowo a jego otoczeniem jest nieograniczona. Zadanie to moze
hy¢ ublivsone w sposéb podobny do opisanego w rozdziale 1. Rozwiazanie jest
gp|gee:

w Kuntinwum podzielone zostaje w mysli liniami na pewng liczbg ,,skoficzo~
nyh elemontéw”.

b Zukladu wig, Ze elementy te s3 polgczone ze sobg w skoriczonej liczbie punktdw,
silbijgeyeh sig na ich obwodach. Przemieszczenia punktéw wezlowych stanowié
bply puimawowy uklad niewiadomych.

+  #smtajo dobrana funkcja (funkcje) okreélajaca jednoznacznie stan przemicsz-
vesn wownyirz kazdego elementu skoniczonego w zaleinosci od przemieszczen
prnkitw werlowych,

A Vunkije praemieszezed definiujg jednoznacznie stan odksztalcei wewngtrz
shenwnitdw w zaleznosei od przemieszezen wezléw. Odksztalcenia te, wspélnie
¢ mikasintonlumi poczatkowymi i wlasnoéciami sprezystymi materialy, okreslajg
shatt mptgod wocalym elemencie, a wige i na jego brzegach.

+ Jumtnjo okreglony uktad sit skupionych w wezlach, réwnowazgeych napigein
o Insegueh clementéw oraz wszelkie inne sily; otrzymuje sie zwigzki satywnodel
w petael rédwnad (1-3).

tidy olap ten zostanie osiagnigty, dalsze rozwigzywanie odbywa si¢ w opisany
wpesminlo aposdb,

U sywhtelo wymaga to szeregu aproksymacji. Pierwsza trudnoéé stanowi
uluande funkeji przemieszezent spetniajgcych warunek cigglosci pomigdzy sty-
bjsrytnl wig clementami. Dlatego tez warunki zgodnosei wzdtuz tych linii mogy
whe Dyd wpolnione (chociaz wewngtrz kaidego elementu sq one spelnione przes
e

'

4 Mubiin slotnenlow
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wybdr wapomnlanych funkeji), Po drugie, przez skupienio sil réwnowasgeych
w wezlach warunki réwnowagi apelnione sy tylko w odnicsicniu do calego ukladu.
Zazwycraj wystepowaé bedg lokalne odchylenin od warunkéw réwnowagi wew-
ngtrz kazdego clementu i na jego granicach.

Wyhdr ksztaltu elementu i postaci funkeji przemieszezeri w poszezegélnych
przypadkach zalezy w duzym stopniu od pomystowosci i doéwiadczenia inzyniera.
Oczywiécie wybér tych dwéch czynnikéw decyduje o stopniu przyblizenia roz-
wigzania.

Zaproponowany tutaj sposéb podejécia do zagadnienia znany jest pod nazwa
sposobu przemieszezen [1], [2].

Opisany dotychczas proces moze byé sprawdzony tylko intuicyjnie, jednakse
to co zostalo zaproponowane, w istocie swej jest réwnowazne minimalizacji cal-
kowitej energii potencjalnej ukladu, wyrazonej w funkcji zalozonego pola prze-
micezezeii. Jezeli pole to jest okreslone w odpowiedni sposdb, wéwezas zapew-
niona jest zbieznos¢ do wynikéw poprawnych. Proces jest wiec podobny do dobrze
znanego postepowania Ritza. To podobiefistwo (réwnowaznosé) zostato udowod-
nionc dalej; tam tez oméwione sg kryteria zbieznosci.

Réwnowaznoéé metody elementéw skoriczonych z procesem minimalizacji
encrgii stwierdzono wezesniej [2], [3]. Natomiast Courant [4] w 1943 r. oraz
Prager i Synge [5] w 1947 r. zaproponowali metody podobne w istocie do opisy-
wanej. Ta bogata baza metody pozwala rozszerzyé jej stosowanie na wszystkie
prawic problemy, w ktérych mozliwe jest sformulowanie wariacyjne. Pewne za~
gidnienia typu niebudowlanego s3 oméwione w rozdz. 15.

2.2. Bezpoérednie okreSlenie charakterystyk elementu skon-
czonego

Sposoby wyznaczenia charakterystyk elementu skoficzonego wyodrebnionego
z kontinuum, oméwione ogélnie, zostana obecnie przedstawione w szczegGlowej
postaci matematycznej.

Pozgdane jest uzyskanie rezultatéw w postaci ogélnej, nadajacej sie do kazdych
okolicznodci; aby jednak ulatwi¢ zrozumienie, zwigzki ogélne sg ilustrowane na

v

/ Rys, 2.1, Obszar plaski podzielony na ele-
X menty skorczone

piwykladzie plankicj tarczy. Podziclono jy na elementy trdjkatne, jak podano na
1yn, 2.1, Wyrazenin majyee znaczenie ogdlne sy drukowane tlustg czeionkg, o od-
mmrgeo wig do praykindu — normalng. Stosowany jest zapis macierzowy.

1.2.1, Funkcja przemieszczen. 'I'ypowy clement skoficzony e (rys. 2.1) zde-
Hinlowany jest poprzez wezly 7, j, m, ... i prostoliniowe brzegi. Przemicszezenie
w dowalnym punkcie wewngtrz elementu jest okredlone wektorem kolumnowym
lr(“'ﬂ')}

5

(£} = [N] {8)* = NN, N, ...] :f @-1)

w ktdeym wklndowe [N] ogdlnie sg pewnymi funkcjami, {6}¢ zad reprezentuje
shiti prweiicwzezen weztdw dla omawianego elementu.
e sugdnienia plaskiego

0= a )

|reslnlawi przemieszczenia poziome i pionowe dowolnego punktu wewngtrz

wlemanti, talomiast
sy =1"
{6:} = o

wipowlednio przemieszezenia wezla 2.

I'unkeje Ny, Ny, Ny, ... nalezy tak obraé, aby dawaly odpowiednie przemicsz-
verils werldw, gdy do réwnania (2-1) wstawione beda wspélrzedne odnoénych
wyeliw,

W praypadku funkgji liniowych mamy

Ni(xy, 1) = I (macierz jednostkowa),

ond
Ny, 35) = Ni(m, ym) = 0 itd.

Meeregdly dotyczgce tego zagadnienia podane sg w nastepnych rozdziatach.
lunkeje [N] nazywane sg ,,funkcjami ksztaltu”; odgrywajg one doniosty rolg
w nwtidzle elementéw skoficzonych.

83,3, Odksztatcenia. Jeicli znane s3 przemieszczenia we wszystkich punktach
slementy, to mozna wyznaczyé ,,odksztatcenia”? w dowolnym jego punkcie.
¥wiyek pomigdzy odksztalceniami i przemieszezeniem wezléw w postaci macie-
tenwej Jout nastgpujgcy

{e} = [B]{8}". 22

HE Lt il loonin'’ wy tu r i 6lnie, np. krsywisnn w problemio zginanin plyt.
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Dl zadanin plaskiego odkeztaleenin mogy byé zapisne w ogdlnie znunej po-
staci [6]

u
ox
8
* )
{e} = [ey ] = 35,‘
Vxy u +£
ay " ox |

7 réwnati (2-1) przy okreslonych funkcjach Ny, N; i Ny, uzyskuje si¢ z tatwoscig
macierz [B]. Jesli przyjmiemy liniows postaé tych funkeji, wéwczas odksztalcenia
wewngtrz rozwazanego elementu pozostajg stale.

2.2.3, Naprezenia. Ogdlnie biorgc, material elementu moze by¢ poddany po-
czqtkowym odksztalceniom spowodowanym temperaturs, skurczem, rozwojem
krysztaléw itd. Oznaczmy te odksztalcenia przez {eo}. NapreZenia w elemencie
wywolane beda réznicami pomiedzy tymi odksztatceniami a odksztalceniami wy-
stepujacymi aktualnie. Ponadto wygodnie jest zalozyé, ze na poczatku obliczed
cialo jest poddane dzialaniu znanego ukfadu poczatkowych naprezen resztkowych
(residualnych) {oo}, ktére mozna pomierzyé, lecz zmiennosci ich nie da si¢ prze-
widzicé bez znajomoéci pelnej historii materiatu. NapreZenia te moZna po prostu
doda¢ do zdefiniowanych ogélnie. Zatem, przy zalozeniu sprezystych whasnodci
materintu, zwigzek pomigdzy odksztalceniami i naprezeniami staje si¢ liniowy
i przyjmuje postaé

{0} = [DI({e}—{€})+ {0} 2-3)

gdzie [D] — macierz sprezystoéci, opisujaca zadane wlasnoéci materiatu.
Dl szczegélnego przypadku plaskiego stanu mamy trzy naprezenia skladowe,
odpowiadajace trzem rozpatrywanym skladowym odksztalceniom. Naprezeniami

tymi sg
Ox
{o}= lo':v ]
Tay

zaé macierz [D] dla materialu izotropowego otrzymuje si¢ ze znanych zaleznosci

[6]
&— (8} = %O'x_'% Oys
ey— (&)= — %ax—l—% oy,

Por— (e = 2 7y,
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lub po zebraniu odpowiednich wyruzdw

I 0
v 1 0
00 (1-9)2

I
y2

] 1—v

3.2.4, Rownowaine sily weztowe. Niech wektor (macierz)
F,
' =1F,

pemintawin wily wezlowe, statycznie réwnowazne napieciom na granicach elementu
iy obeigzeniom elementu. Kazda z sit {F,} musi mieé t¢ samg liczbg skla-
iwyeh Juk odpowiednie przemieszczenie wezta {8;} i musi byé skierowana we
windi lwym [erunku. ObcigZenia {p} definiowane sg jako dzialajace na jednostke
hijytodrl wowngtrz clementu i majace kierunki odpowiadajace kierunkom prze-
imhan oot {f} w odpowiednich punktach wnetrza.

W wrevegdlnym przypadku plaskiego stanu naprezenia sily wezlowe majg

omtnt
5 ={7

wlehe: 1/ 1 1" — skladowe sit odpowiadajace kierunkom przemieszczeft u i v, zné
wlw byponie rozlozone {p}
X

wlsbe: N | ¥ —znane skladowe ,,sity masowej”.

Al nerynié sity w wezlach statycznie réwnowazne napieciom na brzegach
¥l lysenkonn roztozonym, najprosciej jest zalozyé dowolne wirtualne przemicaz-
vernbt wyrliw i poréwnaé prace sit zewnetrznych i wewnetrznych, ktdrg wezystkie
sih wyhonujy na tych przemieszczeniach.

falidiny, 2¢ przemieszezenia wirtualne weztéw sg d{8}°. Powodujg one prze-
tibease peniln § odksztalcenia wewnatrz elementu, ktére wg (2-1) i (2-2) zapisujemy
mlpnwleduio

d{f} = [N]d {8} oraz d{e} = [B]d {8}". (2-4)
Mimw wykonana przez sity weztowe réwna sie sumie iloczynéw poszczegdinych

shbulowych tych sit przez odpowiadajace przemieszczenia, tj. w zapisie macie-
1wy

(a{s})* {F}" (2-5)
twlohnle praca sit wewnetrznych w jednostce objetoéci wykonana przez na-
prydunin 1 wily rozlozone wynosi

(d{e})*{a}—(d{f})" {p}, ' (2-6)
” a7



lub')
(d{8})"([B["{o} [NI*{p}). @7
Poréwnujge prace sit zewngtrznych z calkowity pracy sit wewngtrznych, otrzy-
mang przez scatkowanie po calej objetosci elementu, mamy?
(A8} (F) = (a(8))"({[BI* {e}d(voD)— | NI {p}d(vol)).  (2.8)

Poniewaz zwigzek ten jest wazny dla kazdej wartosci przemieszczent wirtualnych,
musi zachodzié¢ réwnos$¢ mnoznikéw. Podstawiajac zatem (2-2) i (2-3) otrzymuje-

my
{F)* = ({[BI" [DI[BId(vol)) {5} | [BJ [D] { e }d(vol)+

+§ BI" {a0}d(voD)— | [NT" {p}d(vol). 29)

Jest to typowy zwiazek dla charakterystyk dowolnego elementu skoriczonego
W postaci przedstawionej w rozdz. 1 przez (1-3). Macierz sztywnosci ma postaé

(k] = | (B)* DIBd(vol), (2-10)
sily w wezlach wywolane roztozonym obcigzeniem
{F); = — [ INI" {p} d(voD), (2-11)
zné sily w weztach od odksztalceri poczatkowych
{F}to = — { [BI[D] { eo}d(vol). (2-12)

Sily weztowe wywolane przez naprezenia poczatkowe o, (patsz p.2.2.3) mozna
snpisaé

{F}z, = {[BI* {os} d (vol). (2-13)

Jezeli uktad naprezen poczatkowych jest samozréwnowazony, jak to jest w przy-
pudku zwyklych naprezen residualnych, wéwezas sily wyrazone przez réwnanie
(2-13) po scalkowaniu musza by¢ réwne zeru. Dlatego tez czesto pomija si¢ te
sily. Jednakze, jesli na przyktad cze$¢ maszyny wykonuje sie z bloku, w ktérym
wystepujg naprezenia residualne, lub gdy wykonuje sie wykop w skale, gdzie
»nane s3 naprezZenia tektoniczne, pominiecie takie nie jest mozliwe.

Dla rozwazanego przykladu tréjkatmego elementu plaskiego charakterystyki
powyzsze mozina otrzymaé przez odpowiednie podstawienie funkcji ksztaltu,
Nalezy zaznaczyé, se dla funkcji liniowych macierz [B] nie zalezy od wspélrzed-
nych, zatem catkowanie wykonuje si¢ do$é prosto.

i) Zauwazmy, e zgodnic z reguly algebry macierzy
(AN BN* = [BI*[4]".
) vol oznucza tu objetodd (preyp. thum.).
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Pulyesenic | rorwigzanic ealego ukladu clementdw odbywa sig w sposdh opisany
w ioridy, 1. Ogdlnie hiorge, w wezlich mogy istnieé sity skupione, a wowcezas ma-
vl

R,
R
Ry =" (2-14)
R,
pmwinim hyé dodana do stanu réwnowagi weztéw.

Onidwlenin wymagajg tu jeszeze elementy w poblizu brzegéw badanego obszaru.
Nin i triednoded, jedli na brzegu okreslone sg przemieszczenia. Rozwaimy jednak
I sy nhelggony silami rozlozonymi np. {g} na jednostke pola. Do obcigzefi weztow
tuewmdanego clementu nalezy dodaé czton obrazujacy wplyw obcigzonego brzegu.
thly lmlwiny pracg wirtualng, dodajemy po prostu®)

{F} = —{[NI* {g} d(area), (2-15)

prev vaym calkujemy po calym polu brzegu. Zauwazmy, ze {g} musi micé tyle
sanme akbulowyeh, ile ich ma {f}. Taki element brzegowy pokazano dla przypadku

phoaklign i rys 2.1,
t wikwiiie tego typu rzadko udaje sie explicite. Zwykle, korzystajge z intuicji

eyt snny, 1nodnn rozpatrywaé obcigzenie brzegowe jako uklad sit skupionych
shelulajgeyeh w wezlach i obliczaé je zwyklymi metodami statyki. W szczegdlnym,
snswitnyin tu przypadku rezultaty beda dostatecznie doktadne.

1 hly precinicazezenia wezléw sg wyznaczone przez rozwigzanie ukladu réwnan
swiwigl, mozna okreslié naprezenia w kazdym punkcie elementu z zaleXnosei
TRIRRIE)

{0} = [D][B]{8}*—[D]{eo}+ {50} (2-16)
W iaminhi tym latwo dostrzegamy typowe wyrazy z réwnania (1-4); maciers
gy 4o olementu ma postaé
[SF* = [D][B]. (2-17)
18 tugn nuledy dodaé naprezenia:
{60} = —([D]{€}) oraz {o,}. (2-18)

Ihak w rdwnaniu (2-16) wyraZenia na naprezenia od rozlozonych obcigion
w1, wynlkn styd, e nie byla rozwazana réwnowaga wewngtrz kaidego elementu,
& sonianinnn jedynie warunki réwnowagi calego uktadu.

§.4 8. Uogélniony charakter przemieszczen, odksztalcen i napreion,
P senfe pojoé takich jak: przemieszczenie, naprezenie i odksztalcenie w roz-
wataniyin powydej preykiadzie jest jednoznaczne. Natomiast w wielu innych za-
shwwanilach, opisanych dalej, terminologia ta bedzie stosowana w mniej oczy-

Toweew  omnaown tu pole bramgu (prayp. tlum.).
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wistych przypadkach. Rozpateujge nn prayklud element plyty, juko ,,przemieszcze-
nia” mozna traktowaé ugigeln plyty i nachylenia poszczegdlnych jej przekrojéw;
,napreZzeniami” nazwane bedg momenty zginajgee, a ,,odksztalceniami” — krzy-
wizny plaszezyzny srodkowej.

Wazystkie wyprowadzone powyzej wyrazenia nie tracg waznosci jesli zatozymy,
#¢ suma iloczynéw skladowych przemieszezen i odpowiadajgeych im skladowych
sil oznacza pracg zadanych sit zewnetrznych, za$ suma iloczynéw skladowych
,naprezen” i odpowiadajgeych im ,,odksztalcer” — catkowity prace sit wewnetrz-
nych.

2.3. Uogélnienie na caly obszar z pominigciem pojecia wew-
netrznych sil wezlowych

W dotychczasowych rozwazaniach zastosowano zasade pracy wirtualnej dla jednego
elementu, przy zachowaniu pojecia réwnowaznych sit wezlowych. Zasada ukla-
dania réwnan w sposéb oczywisty wynikala z konwencjonalnej, poéredniej metody.

Idea sit wezlowych, pochodzacych od elementéw i zastepujacych oddziatywania
rozlozone w sposéb ciagly, stanowi trudnosé koncepeyjng. Ma ona znaczenie przy
odwolywaniu si¢ do intuicji inzyniera — praktyka, pozwalajac na interpretacje,
ktéra z drugiej strony nie jest weale oczywista dla matematyka. Nie ma jednak
potrzeby rozpatrywania kazdego elementu indywidualnie; rozwazania poprzednie
mozna zastosowaé wprost do kontinuum jako calosci.

Réwnanie (2-1) mozna odnieé¢ do calego obszaru, czyli

{fy = [N {8}, (2-19)
gdzie w {8} wyszczegdlnione s3 wszystkie punkty wezlowe, oraz
N, =Nj, (2-20)

gdy rozwazany punkt jest zawarty wewnatrz pewnego elementu ¢, zas 7 jest punk-
tem zwigzanym z tym elementem. Jezeli punkt ¢ nie znajduje si¢ wewnatrz ele-
mentu, wtedy
N;=0. (2z-21)
Podobnie mozna zdefiniowaé macierz [B] i zastosowaé zasade prac wirtualnych
do calej konstrukcji. Sily migdzy elementami mogg tu nie byé brane pod uwage
i praca sit zewngtrznych wywolana poszczegdlnymi przemieszczeniami wirtual-
nymi d{8} wyraza si¢

| @{8)y (R}, (2-22)
zaé praca wirtualna sit wewnetrznych
j@(eyrie)av—{ @Oy piv-j@@rges,  en)
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gdzie calki nalezy ternz rozciggngé na caly obszar. Podstawiajqe
d{f}=[Njd{8)} i d{e}=[B]d{8} (2-24)

i uwzgledniajgc zwigzek fizyczny (2-3), otrzymamy bezposrednio przez prayréw-
nanie prac wirtualnych sit zewnetrznych i wewngtrznych nastgpujgcy naleznodé

[K1{8}+ {F}p+ {Flo+ {F oo+ {Fleo— {R} = 0. (2-25)

"I'ypowa postaé wyrazu macierzy sztywnosci jest nastepujgca

[Ky]= { (BIF[D](BL;av, (2-26)
14
gdzie calkowanie rozciaga si¢ na caly obszar.
Rozpatrujgc jednak zwigzek pomiedzy [Bl: i [B]; stwierdzamy, ze

Kyl =D [k, (2-27)

uilzie udziat kazdego elementu musi byé wyznaczony indywidualnie, zgodnie
v vsalcceniami podanymi w poprzednich paragrafach.

I'o samo mozna z latwoscig wykazaé dla innych skladowych sit wystepujgcych
w réwnaniu (2-25).

"I'ak wiec reguly ukladania réwnafi mozna otrzymaé bez potrzeby korzystania
7 koncepcii ,,sit migdzyelementowych’”. W pozostatej czedei tego rozdziatu wekaz-
nik gérny, oznaczajacy element, moze wiec byé opuszczony. Podobnie, nie bedzic
wi¢ czynié réznicy pomiedzy funkcjami ksztattu elementu i ukiadu.

Jednakze konieczne jest tu podanie waznej uwagi. Rozpatrujac prace wirtualnyg
valego ukladu (2-23) i przyréwnujac ja do sumy udzialéw kazdego elementu,
sukinda sie bez zastrzezen, Ze nie wystepuja Zadne niecigglosci migdzy elementami.
Jedeli jednak takie nieciggloéci wystepuja, nalezy doda¢ udzial réwny pracy na-
prezef womiejscach rozdziatu,

Zatem pole przemieszczeni zdefiniowane przez funkcje keztaltu jest takie, Ze
nu stykach istnieja tylko deformacje skoriczone, tzn. aby réwnania ogélne byly
wluszne musi istnieé cigglo$é przemieszezed. O tym warunku bedziemy mdwié
dulej.

2.4. Metoda przemieszczen jako minimalizacja calkowitej
energii potencjalnej

Zastosowana powyzej zasada przemieszezeri wirtualnych zapewnia spelnienio
warunkéw réwnowagi w granicach zadanych przez przygotowany uklad przemiesz-
czeft. Tylko wtedy réwnowaga bedzie Gatkowita, gdy zapewni sig réwnoéé pracy
wirtualnej dla wezelkich dowolnych wariacji przemieszczen (przy zadanych wa-
runkach brzegowych).
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Jodli licabu purametréw {8} oplaujycych preemiewsczenic wzrasta nicograni-
czenie, to wéwezas uzyskuje sig coraz lepsze przyblidenie do wazystkich warun-
kéw réwnowagi.

Zasada prac wirtualnych moze byé réznie zredagowana. Przyréwnujac wyra-
#enin (2-22) 1 (2-23) mozna napisaé

§ (d{s})o}dV — [(d{é})T{R}+§ (@D (p)aV+ [ (@£} {g}as] = 0. (2-28)
5
Picrwszy wyraz powyiszego réwnania jest wariacja energii odksztalcenia U
uldadu, drugi za$ jest wariacja energii potencjalnej sit zewngtrznych W' ; zamiast
réwnania (2-28) mozna zatem napisaé

HUAW)=dy =0, (2-29)

gdzic wielko$¢ y zwana jest calkowitq energiq potenciaing.

Stwierdzenie powyzsze oznacza, Ze dla spelnienia warunkéw réwnowagi cai-
howita energia potencjalna musi byé stacjonarna przy wariacjach przemieszezen
dozwolonych.

Réwnania elementéw skoficzonych, wyprowadzone w poprzednich paragra-
fach (2-25), stanowig po prostu twierdzenia o tych wariacjach ze wzgledu na
praemieszezenia wymuszone przy ograniczonej liczbie parametréw {6}; mozna
je zapisa¢ w postaci

|
[
oy
a—{% =1 o I}: 0. (2-30)

Mozna wykazaé, ze w zagadnieniach sprezystoéci calkowita energia potencjaina
jest nie tylko stacjonarna, lecz takze minimalna w stanie réwnowagi [7]. Metoda
elementdw skoriczomych jest zatem pr poszuks takiego mini pray
wy entu zalogonej siatki przemieszczer

Im wigksza jest liczba stopni swobody ukladu, tym uzyskane rozwigzanie bliz-
uze bedzie rozwigzaniu poprawnemu, calkowicie uwzgledniajacemu warunki réw-
nowagi, przy zatozeniu, Ze rzeczywiste przemieszczenia mogly by¢ znalezione
juko granica przyblized. Mozna zatem wyprowadzi¢ niezbedne warunki zbiez-
nodci dla metody elementéw skoriczonych. Oméwienie tego znajduje sie w dal-
szych rozdzialach. )

Warto odnotowa, ze o ile poprawne spelnienie warunkéw réwnowagi wymaga
absolutnego minimum catkowitej energii potencjalnej y, to przyblizone rozwia-
zanie za pomocy elementéw skoriczonych przy zastosowaniu metody przemiesz-
czenh zawsze. doprowadzi do przyblizonej wartoéci y, wiekszej od tego minimum.
Zatem granica wartoSci calkowitej energii potencialnej jest zawsze osiqgalna.

") Zukinda sig, #e sily zewngtrzne sq stale lub tez dadzq si¢ wyprowadzi¢ z potencjatu jako wyraze-
nin bedyee rézniczkami zupelnymi.
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Jedli funkcjn y more byé zaloiona a priori, wtedy réwnania elementéw
skoficzonych mo#na wyprowadzi¢ bezposrednio przez réZniczkowanie réwnas
(2-30). i )

Podstawiajac do réwnania (2-28) zwigzki fizyczne sprezystoéei (2-3) i zakla-
dajgc, ze obcigzenia nie zmieniajg si¢ wraz z przemieszczeniami, mozna je scal-
kowa¢ wzgledem przemieszczen i odksztalced, tj.

[§ (eriD1{esar— § {7 D] {eo}dV+ § {¢} {0}V ]~

v v v
— [t Ry + § (Y (pyav + S {f)™{g}dS] = 0. (2-31)

W réwnaniu tym pierwszy wyraz w nawiasach przedstawia U, drugi zaé ¥,
Istotnie, wyrazenia na catkowita energie potencjalng moga by¢ napisane bezpo-
drednio; stosujgc wiec metode elementéw skoficzonych czgsto bywa dogodnicj
7aczgé obliczenie wiasnie od tego. Proponuje si¢ Czytelnikowi, jako éwiczenie,
wyprowadzi¢ explicite wyrazenia dla elementéw skoriczonych z poprzednich
paragraféw, wychodzac z réwnania (2-31) i rézniczkujac je wzgledem ukladu
przemieszezeri zadanego przez réwnanie (2-19).

Dobrze znane postgpowanie Rayleigha-Ritza [8], [9], czesto stosowane w zi-
padnieniach sprezystosci, opiera si¢ wladnie na takiej metodzie. Formuluje sig
wyrazenie na calkowitg energie potencjalng oraz zaklada si¢ uklad przemieszczen,
ktéry moze zmieniaé sie w zaleznosci od skoficzonej liczby nieznanych parametréw.,
Nastepnie przez podstawienie wymienionych parametréw i zrézniczkowanic
otrzymuje sie uklad réwnoczesnie spelnionych réwnan, minimalizujgcy calko-
witg energie potencjalng.

Postgpowanie za pomocy elementéw skoriczonych mozna wige okreslié juko
identyczne z postgpowaniem Rayleigha-Ritza. Réinica polega jedynie na spo-
sobic zadawania przemieszczern. W metodzie Ritza s3 one zadawane jako wyru-
#cnia wazne w calym obszarze, prowadza wigc do réwnoczesnie spelnionego ukludu
rownati, w ktérym nie wystepujg wiezie i macierz wspétezynnikéw jest petna,
W metodzie elementéw skoniczonych przemieszczenia zadane sg ,,odcinkowo’;
kazdy parametr w wezle wplywa tylko na zbiegajace si¢ w nim elementy, skqd
snzwyczaj otrzymuje si¢ macierz typu pasmowego.

7 istoty swej postepowanie Rifza jest na ogél ograniczone do do$¢ prostych
kaztaltéw geometrycznych obszaru, podezas gdy w metodzie elementéw skoriczo-
nych ograniczenie to dotyczy wylgcznie ksztaltu samych elementéw. To zad
pozwala na rozpatrywanie zlozonych, bliskich do rzeczywistosci ksztaltéw ob-
wzaru, wychodzac z prostych ksztaltéw elementéw.

Metode elementéw skoriczonych wyréznia réwniez to, e zamiast nieoznaczo-
nych blizej parametréw stosuje sie po prostu poszczegélne przemieszczenia obras
nych wezléw. Pozwala to na prostg fizyczng interpretacje, niezwykle cenng dla
intyniera. Niewsatpliwie, gléwny powéd popularnodci metody elementéw skont-
ceonych wynika z tego wiasnie faktu.
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2.5. Kryteria zbieciznodci

Zalozone funkcje ksztaltu uwzgledniajg tylko cueéé 2 nieskoriczonej liczby stopni
swobody ukladu; rzeczywista warto$¢ minimum energii nie moze byé zatem
nigdy osiagnigta, niezalesnie od zageszczenia podziatu. Aby wiece zabezpieczyé
zbieznos¢ do wyniku poprawnego, muszg byé spetnione pewne proste wymagania.
Oczywiste jest, ze funkcja przemieszczed powinna przedstawiaé rzeczywisty
rozklad przemieszczei tak dokladnie, jak to jest mozliwe. Mozna dowiesé, ze
mimo to brak jest zbieznodci, jezeli przyjete funkcje powoduja stan napigcia ele-
mentu, gdy ten przemieszcza sig jako cialo sztywne. Stad pierwsze kryterium dla
funkeji przemieszczed musi brzmieé nastepujgco.

Kryterium 1. Funkcje przemi erii powinny byé tak obrane, aby nie
poswalaly na wytworzenie si¢ stanu napiecia w el ie, jesli praemi enia
wexldw powodujq jedynie ruch elementu jako ciala sxtymwnego.

Kryterium to moze byé latwo naruszone przy zastosowaniu niewlasciwych
rodzajéw funkeji ksztaltu; stad przy doborze tych funkeji musi byé zachowana
ostrozno$é.

Drugie kryterium wynika z wyzej podanych wymagas. Oczywiste jest, ze gdy
zmniejszamy wymiary elementu, maleja réwniez réznice odksztalcer w poszcze-
golnych jego punktach. Jesli istniejg warunki stalego odksztalcenia, byloby naj-
bardziej pozadane z punktu widzenia dokladnosci, aby w skoticzonym elemencie
odtworzy¢ je Sciéle. Otéz mozliwy jest dobér takich funkeji, ktére spelniajac
pierwsze kryterium, zakladaja zmienno$é naprezen w elemencie, przy réwnocze-
snej zgodnosei przemieszezen wezléw z warunkiem statego odksztalcenia. Fi unkcje
takie ogélnie biorac nie beda wykazywa¢ zadowalajgcej zbieznosci do rozwigzania
poprawnego i nie mog3, nawet w granicy, przedstawiaé poprawnego stanu od-
keztalceni. Dlatego nalezy sformutowaé drugie keyterium.

Kryterium 2. Funkga praemiesaczeri musi mie¢ takq postat, aby pray
agodnofei praemi eni wezlbw z war stalych odksztalcert mozna bylo otrzy-
mat te stale odksztalcenia. (W tym kontekicie rozumie sig 2ndw ,uogdlniony” stan
odksatalcenia).

Mozna zauwazyé, %e kryterium 2 faktycznie obejmuje wymagania kryterium 1,
poniewaz przemieszczenia ciata sztywnego s szczegdlnym przypadkiem stalych
odksztalced — réwnych zeru. Kryterium to zostalo sformulowane przez Bazeleya
i innych [10] w 1965 r.

Wreszcie (jak wspomniano juz w p. 2.3) zakiada si¢ w podanych powyzej wy-
wodach, ze w pracy wirtualnej nie wystepuje udzial czynnikéw na granicy po-
migdzy elementami. Wynika stad konieczno§é wprowadzenia jeszcze jednego

kryterium.
Kryterium 3. Funkcje praemiesscaes powinny byc obrane tak, aby odksztal-
cenia na granicach miedzy sqsiednimi elementami byly skoriczone (chociag moga nie

byé¢ okreslone).
Kryterium to implikuje okreslony rodzaj ciggloéci przemieszczeri pomiedzy
clementami. W przypadku, gdy odksztalcenia zdefiniowane s jako pierwsze
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pochodne, jak to oméwiono dla zadat pluskich, tylko praemieszezonia munzy byé
ciggle. Jedli jednak, jak to ma miejsce w plytach i powlokach, ,,odksztalcenin’
8y reprezentowane przez drugie pochodne ugieé, nalezy zgdaé takze cigglodel
picrwazych pochodnych przemicszezes.

Kryteria powyzsze matematycznie wlaczone sg w twierdzenic o ,,funkcjonalnej
kompletnosci”; Czytelnik moze zapoznaé si¢ z wyczerpujacg dyskusjg matema-
tyczng zagadnienia w pracach [11] + [15]. ,,Heurystyczna” kontrola wymagan
sbicznoéci, przytoczona powyzej, jest wystarczajaca dla celéw praktyki we waszy-
stkich przypadkach (z wyjatkiem moze przypadkéw szczegélnie ,,patologicz-
nych”).

2.6. Funkcje przemieszczen z nieciagloScia pomiedzy elemen-
tami

W pewnych przypadkach napotyka si¢ na znaczne trudnosci przy poszukiwaniu
{unkeji przemieszezen, ktére byly by automatycznie ciggle na calym obwodzie
pumigdzy sgsiednimi elementami.

Jak zaznaczono, niecigglos¢ przemieszezeni spowoduje nieograniczone odksztal-
cenin wzdluz linii podzialu; czynnik ten pomijano w oméwionych dotad sformu-

‘lowaniach, poniewaz udzial energii ograniczano do samych elementéw.

(dy jednak siatka podziatu maleje, wéwczas w granicy cigglosé zostanie przy-
wrdcona i sformulowanie nasze doprowadzi do poprawnych wynikéw. Warunck
len czesto mozna osiggngl, jezeli:

w) warunek stalych odksztalcenn automatycznie zapewnia cigglo$é przemicaz-
vzen,

1Y) kryterium statych odksztatceri (patrz p. 2.5) jest spelnione.

W pewnych zagadnieniach omawianych w niniejszej ksigzce sg stosowane funk-
vje przemieszezen o tym typie ,,nieciagloéci”. Jednakée uzywanie ich do okredlue
uln funkcjonatu nie jest juz wowczas dopuszczalne.

2.7. Granice energii sprezystej w metodzie przemieszczeh

Poniewaz przyblizenie otrzymane za pomoca metody elementéw skoficzonych
yuwsze daje nadmiar w stosunku do poprawnej wartosci y catkowitej encrgii po-
teancjalne] (absolutne minimum odpowiadajace poprawnemu rozwigzaniu), zatem
tnkn warto$é y nie jest bezposrednio przydatna dla praktyki. W poszezegélnych
praypadkach jest jednak mozliwe uzyskanie lepszych przyblizes.

Rozpatrzmy na przyklad problem, w ktérym nie ma ani napreed, ani od-
kwstalcert poczatkowych. Z zasady zachowania energii wynika wéwczas, Ze¢ energia
olksztalcenia powinna byé réwna pracy sit zewnetrznych wzrastajacych mono-
tonicznie od zera {16]. Praca ta wynosi + W, gdzie W jest energig potencjulng
obcigzed.
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Zntem
!
U4 5 W= 0, (2-32)

fub
x=U+W= -0, (2-33)

zaréwno dla poprawnych jak i dla przyblizonych wartosci przemieszczen,

W tym wige przypadku rozwigzanie przyblizone zawsze jest ponigej poprawnej
wartoéei U, a uzyskane przemieszczenia stanowia dolng granicg roxwigzania.

Gdy istnieje jedna tylko zewnetrzna sila skupiona R, wtedy wyrazenie na gra-
niczng warto$é energii odksztalcenia informuje nas, ze ugiecie pod tg sity bedzie
mnicjsze od rzeczywistego (poniewas U = 5 W — %Ré). W bardziej zlozo-
nych przypadkach obcigzenia uzyteczno$é tego wyrazenia jest mala, gdyz ani
odkeztalcert ani naprezen, tj. wielkodei interesujacych inZyniera, nie mozna od-
dzielnie uzalezniaé.

Nalezy pamieta, e omawiane ,,ograniczenie” energii odksztalcenia ma miejsce
tylko przy braku naprezer i odksztalcen poczatkowych.

WyraZenie na U w tym przypadku mozna otrzymaé z réwnania (2-31)

U= {e)"[D]{s}av,

ktére przy wykorzystaniu zaleznosei (2-2) przyjmuje postaé
U= (r[{Brmmar]e) - o).

Jost to forma kwadratowa, w ktdrej [K] oznacza macierz sztywnosci omawiang
poprzednio.

Powyzsze wyrazenie na energie jest zawsze dodatnie, co wynika z rozwazah
fizycznych. Zatem macierz [K] wystepujaca we wszystkich ukladach ‘metody
clementéw skoficzonych jest nie tylko symetryczna, lecz takse okreslona dodatnio
(wlasnodé wynikajgca stad, ze forma kwadratowa musi byé zawsze wigksza lub
¢0 najmniej réwna zeru).

"I'n okolicznoéé ma znaczenie, gdy rozwiazanie numeryczne ukladu réwnan
jewt rozpatrywane jako uproszczenie, wystgpujace w przypadku ,,symetrycznych,
dodatnio okreglonych” réwna.

2.8. Minimalizacja bezposrednia

Fakt, 2e przyblizenie za pomocs elementéw skoficzonych sprowadza sie do
problemu minimalizacji calkowitej energii potencjalne;j #, okreslonej jako funk-
cjn skoriczonej liczby parametréw weztowych, doprowadzila nas do zestawie-
nia ukladu réwnari, przytoczonego symbolicznie w (2-30). Jest to najbardziej
uiyteczne i wygodne postgpowanie, szczegblnie w zagadnieniach liniowych;

46

mozna jednak dlu okredlonin najmnicjsscj wartodci x zustosowaé postepowanie
odmienne, opracowane obecnic dobrze dla probleméw optymalizacii.

W dalszym ciggu stosowaé bedziemy nadal postgpowanie za pomocy ukiadu
rownad; Czytelnikowi, ktéry interesuje si¢ innymi mozliwosciami, proponu-
jemy prace [177, [18].
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3. Uogdlnienie koncepcji
elementow skonczonych

3.1. Ogélne problemy wariacyjne

Problemy fizyki stosowanej wystepujace w technice mozna bada¢ jednym z dwu
sposobéw [1]. W pierwszym zadane s3 réwnania rézniczkowe opisujace zachowas=
nie sig typowego nieskoriczenie matego obszaru. W drugim postuluje sig waznosé
w calym badanym obszarze wariacyjnej zasady ekstremalnej; poprawnym roz-
wigzaniem problemu jest takie rozwigzanie, ktére minimalizuje pewng wielko$é y,
sdefiniowang przez odpowiednie catkowanie poszukiwanych wielkoéci po catym
obszarze, Taka wielkos¢ catkowa y, bedaca funkcjy nieznanych funkeji, nosi nazwe
funkcjonatu.

Oba te sposoby s3 matematycznie réwnowazne; dokladne rozwigzanie jednego
zngadnienia jest rozwigzaniem drugiego. Kazde z nich mozna uwazaé za podsta-
wowe sformulowanie problemu, aczkolwiek sformulowanie za pomocg réwnania
rézniczkowego prawdopodobnie jest bardziej uzyteczne. Mozliwe jest tez czysto-
~matematyczne formalne przejécie od jednego sformulowania do drugiego; stanowi
to przedmiot wielu prac na temat metod wariacyjnych [2], [3], [4].

Réznice wystepuja w przypadku rozwiazywania przyblizonego. Podczas gdy
jedne metody, jak np. metoda réznic skoficzonych [5), [6], aproksymujg rozwig-
zanie réwnania rézniczkowego bezposrednio, popszez dyskretyzacje, inne, jak np.
metoda Ritza i jej odmiana — metoda elementéw skoficzonych — raczej doko-
nujg bezposrednio przyblizonej minimalizacji funkcjonatu.

W rozdziale 2 podano w jaki sposéb zagadnienie okreslania przemieszczes
moina oszacowaé poprzez minimalizacje catkowitej energii potencjalnej, zdefi-
niowanej jako funkcjonal na tychze przemieszczeniach. Pokazano takze, ze metoda
clementéw skoriczonych jest réwnowazna owej przyblizonej minimalizacji w za-
stosowaniu do przemieszczeni wezléw. Ponizej problem ten rozpatrzymy w sposéb
ogdlny.

Zalézmy, ze fizyczne (lub czysto-matematyczne) sformulowanie zadania wy-
maga minimalizacji funkcjonatu y w pewnym obszarze. y jest zdefiniowane jako
pewna catka w obszarze Vi na czeéei jego brzegu S, w ktérych istnieje nieznana
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funkcju {¢} lub jej pochodne, tj.
1= Sf({d)), ;; {o} -..)dV-|-§g({fﬁ}, —5’;{:/:}, ...)dS. (3-1)

Podziclmy obszar na mniejsze czgéci (podobszary), ktére nazwiemy elementami,
i nicch funkcja, ktorg checemy znalezé, bedzie w kazdym elemencie opisana przez

{6} = [N]{®}" (3-2)

W réwnaniu tym {®}° moze by¢ zbiorem wartodci w weztach funkcji zwiazanej
7 clementem lub po prostu zbiorem pewnych jego charakterystycznych paramet-
row. Oznaczenie nieznanej funkcji ujeto w klamry aby zaznaczyé, ze moze ona
by¢ wektorem (jak to byto w przypadku omawianym w rozdz. 2). [IV], jak poprzed-
nio, jest zestawieniem funkcji ksztattu, bedacych funkcjami tylko wspélrzednych.

Aby zminimalizowaé funkcjonat y wzgledem wszystkich parametréw {®}
wystepujacych w calym obszarze, nalezy napisa¢ uklad réwnat

oy ]

3%, |

oy {=0. (3-3)
|62, |

dy
ST~

Jezeli prawdziwe jest twierdzenie, e catkowity funkcjonal jest suma skladnikéw
pochodzacych od poszezegdlnych elementéw, tj.

1= Iy, (3-4)

wéwezas typowe réwnanie przybiera postaé

9% _ NI -
®, o®,’ (3-5)
gdzic sumowanie nalezy rozciggnaé na wszystkie elementy.
. W ten sposéb otrzymujemy regule budowania calego minimalizujacego ukladu
réwnar.
W szczegdlnym przypadku, gdy x jest funkcjonalem formy kwadratowej od

{¢} i jej pochodnych, mozemy zawsze zapisa¢ pochodne dla okreslonego elementu
¢ jnko

S8 _ (@) (FY
Fiaye = @I+ ), (3-6)

gdzie: [k]°.1 {F}*— macierze stalych. Minimalizujacy uklad réwnaii mozemy
zatem zapisaé jako
ok = [K)@)+{F) (37)
o{®} ’
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gdzie:
K] =D kT, (3-8)
(B} = (R} (-9

Sumowanie obejmuje wszystkie elementy, dokladnie tak samo jak w standardo-
wym procesie budowania uktadu réwnan z rozdz. 11 2.

3.2. Kryteria zbieznoSci

Aby uzyska¢ zbiezno$¢ wynikéw do dokladnych przy zwickszaniu gestosci po-
dzialu na elementy, aproksymacja funkcyjna wg réwnania (3-1) musi spelniaé
pewne warunki kompletnosci.

Po pierwsze, gdy maleja wymiary elementu, funkcje fig z réwnania (3-1) muszg
pozostawaé jednoznaczne i ciggle. Dlatego niezbedne jest spelnienie nastepujgs
cego kryterium.

Kryterium 1. Funkcje ksztaltu elementu [N powinny by¢ takie, aby pray
odpowiednim doborze {®}° mosgna bylo uzyskaé kazdq stalq wartosé¢ {¢} lub jef
pochodnej, wystepujacq w funkcjonale y, jeseli wymiary elementu dgtq do zera.

Po drugie nalezy zachowaé wazno$é definicji sumowania wg (3-4). Jezeli wige
nie wystepujg catki powierzchniowe na granicach miedzy elementami [7], nalezy
upewnié sie, ze wyrazenia takie jak f i g pozostajg na tych granicach skoriczone.
Jest to spelnione, gdy najwyzsze pochodne ¢ wystepujace w tych wyraZeniach sg
skoriczone, co prowadzi do nastgpujgcego kryterium.

Kryterium 2. Funkcje ksztaltu elementu [N] powinny byé dobrane tak, aby
na powierzchniach styku elementdw zardwno {§} jak i jej pochodne o rzqd nissse
od wystepujacych w funkcjach f i g, okreslajacych funkcjonad, byly ciggle.

l.atwo uzmystowi¢ sobie to kryterium jesli rozwazy sie elementy oddzielone
o siebie cienks warstewka, ktérg nalezy wlaczy¢ do calek definiujacych funkcjonat
% 1 w ktdrej zachodzi gladkie przejScie nieznanej funkcji ¢ od wartodci danej
w jednym elemencie do wartoéci w sgsiednim. Jezeli grubo$é tej warstewki dgzy
o zera, to jej wplyw na funkcjonal y zanika i réwnanie (3-4) jest prawdziwe.

Na rysunku 3.1 pokazana jest taka wyimaginowana warstwa przejéciowa miedzy
dwoma elementami. Zatézmy, ze funkcja skalarna ¢ jest zdefiniowana tak, ze na
powierzchni granicznej wartodci jej, otrzymane z kazdego z elementéw, s3 takie
same. Rysunek 3.1a przedstawia przypadek, kiedy przy ciggloéci funkgji jej pierw-
sz pochodna (nachylenie) jest z obu stron rézna. Mimo to skok pierwszej po-
chodnej w strefie przejéciowej jest skoriczony (rys. 3.1b).

Kreslge podobnie druga pochodng zauwazamy, Ze przyjmuje ona w strefie
pracjéciowej wartoéé bardzo duzg (rys. 3.1c) i gdy szerokosé tej strefy maleje —
smierza do nieskoriczonosci.

Wynika stad, ze jezeli definicja funkcjonatu obejmuje tylko funkcje ¢ i jej
pierwszg pochodna, wéwczas w wartodei y zapewniony jest brak udziatu warstwy
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Rys. 3.1. Strefa miedzy elementa-
mi pokazujgca jak cigglodé funkeji
moze prowadzié do cigglodci jej
pierwszej pochodnej, lecz niecia-
glodci  drugiej pochodnej, gdy
Ax — 0 (opis w tekscie)

miedzy elementami. Jesli jednak w definicji funkcjonatu zawiera si¢ takze druga
pochodna ¢, pojawi si¢ nieokreslony udzial tej pochodnej (bgdacy wynikiem nie-
skoficzenie duzej wartoéci pochodnej pomnozonej przez nieskoriczenie malg
szerokosé strefy) i nie mozna juz zagwarantowa¢ waznoéci réwnania (3-4).

Przedstawione tu dwa kryteria s3 uogdinieniem kryteriéw szczegdlowych, po-
danych w p. 2.5.

W powyzszym oméwieniu zakladaliémy, ze dla zapewnienia zbieznosci musza
zanika¢ bledy w okrefleniu prawdziwego y, gdy wymiary elementéw staja sie
znikomo matle. Jednakze warto zauwazyé, ze stopieni przybliZenia zalezy od rodzaju
ukladu siatki. W przypadku wyznaczania y stwierdzenie to jest stuszne wéwezas,
gdy postaé funkcji zdefiniowanej dla pierwszej siatki (3-1) jest taka, e obejmuje
wszystkie ksztalty drugiej siatki. Ogélnie wige przypadek ten ma miejsce wéwczas,
jezeli elementy pierwszej siatki pochodzg z podziatu elementéw siatki grubszej.
W takim przypadku istnieje monotoniczna zbiezno$é y. Zasade tg¢ sformulowal
Melosh [8] w 1963 r.

3.3. Zmienne pozawezlowe

Przypomnijmy, ze definiujac funkcje ksztaltu elementu (3-1) stwierdziliémy iz
{®}° oznacza albo wartoéci nieznanych funkeji w wezlach, albo niektdre para-
metry zwigzane z omawianym elementem.

Aby zapewnié ciggloé¢ funkcji miedzy sgsiednimi elementami, jak wymaga tego
kryterium 2, i aby podkregli¢ fizyczne znaczenie poszukiwanej funkeji ¢, koncen-
trujemy zwykle uwage na warto$ciach wezlowych. Zawsze mozna ustali¢ taka
zmiennoé¢ funkeji, e ciaglo$é jej nie zostanie zaklécoma, np. przez przyjecie
wartoéci zerowych w wezlach lub na granicy elementéw, a nastgpnie pomnozy¢
ja przez pewien parametr, wzgledem ktérego ma byé minimalizowany funkejonat.
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"l'akie ,,parametry pozawgzlowe” poprawiajg czasem dokladnodé odwzorowania
i mogg byé uzyteczne [9].

Poniewaz, ogélnie biorge, parametry takie zwigzane sq tylko z jednym clomen-
tem, mozna zminimalizowaé je przed zbudowaniem réwnah i wyeliminowaé
7 macierzy elementéw.

Szczegdlng postacia zmiennych pozawezlowych jest znany ogélnic mnoznik
lLagrange'a [3]. Stosujemy go wéwczas, gdy na funkcje ¢ nalozone jest pewne
ograniczenie dodatkowe, nie wynikajace ani z warunkéw granicznych, ani z pro-
ponowanej funkcji ksztattu. Niech tym ograniczeniem bedzie

G({¢})=0. (3-10)
Rozwigzanie wymaga teraz minimalizacji postacil’
1* = x+iG, (3-11)

gdzie A jest typowym parametrem dodatkowym. Jezeli zalozymy istnienie szeregu
takich warunkéw, wéwczas minimalizujemy

=1t MG (3-12)
i=1

gdzie 4; s3 dodatkowymi parametrami zagadnienia, ktére moga byé zwigzane albo
z elementami albo z powierzchniami miedzy elementami. Sposéb stosowanis
tukich mnoznikéw Lagrange’'a podany jest dalej.

Warto przy okazji rozpatrzy¢ postaé réwnan — otrzymywanych w przypadku
typowym, gdy funkcjonal zbudowany jest na formie kwadratowej (por. p. 3.1)
i mnozniki Lagrange'a przyjete zostaly w postaci szeregu liniowych il
w wezlach ®. Mozemy teraz napisaé ogélnie

1= %{@}T[K]{d)}-f—{F}T{tb} , (3-13)

udz{e z jest funkcjy parametréw wezlowych, za$ [K] macierzq symetryczng,
Liniowe sily w wezlach mozna teraz wyrazi¢ w réwnaniu (3-1) w postaci ma-
vierzowej
[){®} =0, (3-14)
kelzie [G]‘ jest macierzg stalych. Wprowadzajac mnozniki Lagrange’a {1} jako
wektor o liczbie wierszy réwnej liczbie kolumn w macierzy [G] (tj. réwnej liczbie
sil w wiezlach), mamy

A= %{‘I’}T[K]{‘I’}HF PRI AGKP A} (3-15)

" l',)o:véd powyiszego przytaczany jest w podrecznikach rachunku wariacyjnego. Poniowad
dx*/0A = G, zatem ograniczenie otrzymuje sie jako warunek minimalizacji, Nastgpnis x* = y
3

w ckstremum, gdy G = 0. Fizyczne znaczenic A mozna czgsto otrzymad joko A we

%
G’
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Podstawinjge uktad rownad minimalizujgeych juk w réwnaniu (3-6), lecz uwsgled-
ninjac oba uklady nicwiadomych, otrzymujemy

ox . ’

@l K], [GI* | |{®}] [{F}
ag;:} = - t=o (3-16)
07 [G], O {4} 0

Nalezy odnotowaé dwie rzeczy. Po pierwsze, uklad réwnafi pozostaje symetrycz-
ny — wlasnoéé bardzo pozadana w obecnie stosowanych sposobach rozwiagzy-
wania (rozdz. 20). Po drugie, zera pojawiajg sie i na przektnej gléwnej, co czasem
powoduje trudnoéei w rozwigzywaniu.

W niniejszej ksigzce bedziemy raczej rzadko uzywaé mnoinikéw Lagrange’a
w jawnej postaci, jednak zastosowanie ich bedzie potrzebne w przypadkach, gdy
wprowadza si¢ sity w wezlach, Typowym przykladem moze by¢ takie sformuto-
wanie zadania w elementach skoficzonych, gdy nie zostaly spelnione warunki
ciaglodci. Te ostatnie mozna wéwezas wprowadzié w postaci sit w wezlach przy
parametrach i uzyskaé poprawne rozwigzanie. Jest zastanawiajace, ze takie sity
w weztach pozornie wprowadzajg zwigkszong liczbg parametréw.

3.4. Odmienne sposoby formufowania metody elementéw skofi-
czonych

Aczkolwiek przyblizona minimalizacja funkcjonatu jest najogélniej uznanym spo-
sobem przedstawiania metody elementéw skoficzonych, nie jest ona jednak je-
dynym mozliwym sposobem. W pierwszych opracowaniach typu konstrukeyjnego
opicrano sig na przyklad na modelu fizycznym. Cho¢ mozna mie¢ czysto-mate-
matyczne zastrzezenia co do waznosci niektérych chwytéw, to trzeba stwierdzié,
¢ otrzymywano jednak dobre inzynierskie rozwigzania.

Niezaleznie od tych préb mozna dojé¢ do sformulowania istoty metody ele-
mentéw skoficzonych na drodze matematycznej, wychodzac = réwnari rézniczko-
wych opisujgcych zagadnienie. Ponizej przedstawiamy taki sposéb; do jego zalet
nalezy to, Ze

a) nie jest konieczne poszukiwanie funkcjonatu réwnowaznego znanemu réwna-
niu rézniczkowemu zagadnienia,

b) sposéb ten mozna zastosowaé do wielu zagadnieri, dla ktérych funkcjonat
bygd# nie istnieje, badZ nie zostat sformutowany [10].

Rozwazmy na przyklad zagadnienie przyblizonego rozwigzania uktadu réwnan
rézniczkowych, ktére musi spelniaé nieznana funkcja {¢} w obszarze V. Zapiszmy
rdwnanie problemu w postaci

A({¢h) =0, (3-17)
a jego warunki brzegowe w postaci
C({e}) = 0. (3-18)

Warunki te majg byé spelnione na powierzchni S.

1.V 8

Jezeli funkcja ,,prébna”, spelninjgea te same warunki braegowe, mode byé za-
pisana w postaci ogolnej

{#}a = [N]{®}, (3-19)

gdzie [N] jak poprzednio jest zadang funkcjs wspélrzednych, {®} zaé ukladem
n parametréw, wtedy w ogélnodcei

A{d}s) = R# 0. (3-20)

Najdokladniejszym rozwigzaniem bedzie takie, ktére redukuje resztg R do naj-
mniejszej wartodci we wszystkich punktach V' [1].

Najproéciej mozna tego dokonaé przez wykorzystanie faktu, Ze jedli R jest wsze-
dzie tozsamoéciowo réwne zeru, to

{ wrav =0, (3-21)

12

gdzie W-dowolna funkcja wspélrzednych. Jezeli liczba nieznanych parametréw
{®} wynosi  oraz gdy wybierzemy # niezaleznych liniowo funkeji Wi, to mozemy
napisaé odpowiednig liczb¢ réwnan

S WRdAV = S W, A([N]{@})dV = 0, (3-22)
v 14
# ktérych wyznaczymy {®}.

'['akie postgpowanie znane jest pod nazwg of metody residualnej. W, jeat
funkcja wagi. Zaleznie od wyboru funkcji wagi wyrézni¢ mozna rézne odmiany.

a. Rozmieszczenie punktowe: W;= 1w pewnym punkcie i oraz
W, = 0 w pozostalych. Jest to réwnoznaczne ze spelnieniem gtéwnego réwnania
rdiniczkowego w n oddzielnych punktach obszaru.

b. Zbiér podobszaréw: W;= 1w pewnym szczegélnym podobsza~
rze oraz W, = 0 w pozostalych. Jest to réwnowazne zerowaniu catki po pewnej
liczbie podobszaréw, wystarczajacej do uloZenia odpowiedniej liczby réwnan.

¢. Metoda Galerkina: W; = N, tj. funkcja wagi jest réwna funkcji ksztattu,
definiujacej przyblizenie poprzez podzial na elementy. Proces ten prowadzi w ogdl-
nodci do najlepszego przyblizenia. ’

Stosujac ktérykolwiek z oméwionych sposobéw do réwnania (3-19) definiujg~
vego rozwigzanie przyblizone, element po elemencie, dostrzezemy od razu cha-
rukterystyczne cechy metody elementéw skofczonych.

Po pierwsze poszczegélne réwnania bedg powiazane, gdyz wplyw kazdego pa-
ramctru rozcigga sie tylko na elementy sgsiadujgce z rozpatrywanym wezlem. Po
drugie mozna obliczyé catki (zakladajac, jak poprzednio, brak ,,wktadki” migdzy
clementami) po kazdym elemencie oddzielnie, a nastgpnie zsumowaé je w celu
otrzymania catkowitego udzialu wezta.

Reguly zbierania wspélczynnikéw s3 oczywiscie takie same jak w opisywanych
poprzednio uktadach konstrukcyjnych, jezeli operator A4 jest liniowy (patrz réwna-
nie 1-14).
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Zc wformulowania tu przedstawionego wynika jednak pewna niedogodnosé.
W catkach waonego procesu residunlnego wystepuje bezposrednio operator réz-
niczkowy 4, a w nim istniejg operatory ré#niczkowania wyzszych rzedéw; opera-
tory te pozostajz zatem w funkcjonale y. Aby wiec uniknaé wplywu obszaréw
migdzyclementowych (3-2), nalezy pray definiowaniu funkeji ksztaltu zalogyé
w niej wysszy stopieri ciqglosci. Jest to kwestia zasadnicza, gdyz wybér funkcji
keztaltu w ten sposéb zostaje mocno ograniczony i moze przysparzaé niepokonal-
nych trudnoéci.”? Czasem udaje si¢ uniknaé tej trudnodci przez przeksztalcenie
calki ze zwigzku (3-22) i calkowanie przez czeéci (albo bardziej ogélnych postaci
takiego catkowania — funkeji Greena lub Stokesa). Jesli zastosuje sie takie przek-
sztalcenie do postaci ogélnej, wéwczas nie wprowadza si¢ zadnych ograniczet,
jezeli za$ pojawia si¢ przy tym calki nizszego rzedu, wystarcza spelni¢ dla nich
warunki cigglodci.

W poprzednim przykladzie zalozono, ze wybrane przyblizenie nieznanej funkeji
(3-19) automatycznie spelnia warunki brzegowe. Lepiej jest jednak pomingé to
zalozenie i sformulowaé réwnanie w ogdlnej postaci, zadajqe warunki brzegowe dopiero
w koricowym stadium, podobnie jak na przyklad okreslone sily i przemieszczenia
zadaje si¢ konstrukeji dopiero po zebraniu wszystkich danych dotyczacych sztyw-
nosci.

3.5. Przyklad — réwnanie Poissona

Aby podsumowaé idee omdéwione poprzednio, rozpatrzmy czysto matematyczny
problem rozwigzania réwnania rézniczkowego czastkowego

32¢ %
P P +C=0 (3-23)
w pewnym obszarze V' przy zadanych wartosciach ¢ = ¢, na granicy (rys. 3.2a).
Mozna wykaza¢, ze matematycznie jest to réwnowazne znalezienie funkcji ¢
spelniajacej warunki graniczne i minimalizujacej calke

"=SVS[2(?£) +2(3ﬁ) C¢]dx”y 3-24)

b

Rys. 3.2. Przyblizenie do réwnania réz-
niczkowego (opis w tekécie)

‘) Poknzcmy pbiniej, jak bardzo ogranicza sie wybér funkcji, jesli oprécz spetnienia ciaglosci
zmiennej Zgdamy dodatkowo ciagl pierwszej pochodnej (nachylenia). Ciaglo$¢ drugiej po-
chodnej jest mozliwa tylko w bardzo melxcznych przypadkach
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Dla rozwigzania przyblizonego podzielmy nasz obszar na skofczone elementy
(rys. 3.2b); w kazdym z nich jeat

¢ = [N,Ny,...]

¢
43/} =[N]{e} (3-25)

gdzie {$}° przedstawia zbiér parametréw, bedacych w tym przypadku po prostu
wartodciami ¢ w wezlach elementéw.

3.5.1. Minimalizacja funkcjonatu. Zaktadajac, ze [IV] jest zdefiniowane w taki

mposéb, iz zapewnia sie cigglosé na stykach pomiedzy elementami, réwnanic

(3-4) bedzie wéwczas spetnione. Mozemy teraz rozpatrzyé typowy element.
Podstawiajac (3-25) do (3-24) i catkujac po powierzchni elementu, otrzymujemy

4012 {2 25 ) citfos-

Er % Oy 3 o >
= SS [( oN; dit+—> 3Nj ¢j+ ) 3N1+
ve
('3N’¢;+ WNigv .. )aN' CN,]dxdy, (3-26)
tub
0% _ rpregane e
ooy = @YY,
wilzie:
2N, ON aN, N, ]
( o et 5 )dxd, (3-27)
Fi = SSCNidxdy. (3-28)
ve

Przy zadanym ksztalcie elementu i funkcjach ksztaltu mozna obliczy¢ powyzsze
wapSlczynniki oraz okredli¢ zebrany uklad réwnan, podobnie jak w przypadku
rdwnati (3-7)=-(3-9). Nastepnie po podstawieniu warunkéw granicznych rozwig-
vuje si¢ liniowy uklad réwnafi, otrzymujac Zadany wynik.

3.5.2. Wazone procesy residualne. Typowym wyrazeniem, z ktérym mamy
tutnj do czynienia, jest zgodnie 2z (3-22) i (3-23)

SS [f;"i +2¢ > +C] dxdy, (3-29)

gulzie ¢ jest zadane przez (3-25). W podanej powyzej postaci catka wymaga cigg-
lodei pierwszych pochodnych we wszystkich obszarach migdzy elementami, aby
unikngé nieskoficzonych wartoéci drugich pochodnych. Jesli chcemy omingé to
ograniczenie, mozemy dokonaé przeksztalcenia poprzez catkowanie przez czgdel,
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Wtedy np. .
oo (o wl" oW, ap
SVS Wil % dvdy Mw, iy gys ey m
= b w2 as_ (W, ¢
= j w21, as Syg % iy, (3-30)

gdzie L. jest kosinusem kierunkowym normalnej zewngtrznej wzgledem osi &
(rys. 3.2), za$ calka S brana jest po calym brzegu obszaru. Stosujgc taki sam
sposob catkowania drugiego wyrazu, wyrazenie (3-29) mozna teraz zapisaé
w postaci

W, 8¢ | W, d¢ ¢ 2¢
Sj [‘*‘Jr *ay——WiC]dxdy— Sf Wi(-a;lx-l-@—l,)d& (3-31)

ox Ox dy

Granica catkowania po V' nie zawiera udzialu czesci migdzyelementowej od ¢,

o ile jest ona ciggta. Trzeba jednak nalozy¢ ograniczenie na funkcje wagi W;.

Funkcja ta musi byé zawsze ciggla; nie mozna wiec zastosowaé jej postaci dla

punktéw lub dla podobszaréw!). Dozwolone jest jednak postepowanie Galerkina

lub jakickolwiek inne, gdzie W, jest ciagte. Kontynuujgc nasz przyklad zastosujemy
proces Galerkina

W;=N;, (3-32)

a udziat elementu w calce (3-31) zapiszemy bezposrednio, wykorzystujac zwiazek

Z Kbt {Fi}— ]( Ny (%lﬁ Z—ily) ds. (3-33)
J=0 s

W powyzszym wyrazeniu ky; i F; sa identyczne z wyrazeniami (3-28) uzytymi
w procesie wariacyjnym. Przy sumowaniu udzialéw wszystkich elementéw otrzy-
muje sig taki sam uklad réwnad jak poprzednio, z wyjatkiem catki branej po
obwodzie zewnetrznym. Pokazemy, e calka ta nie wnosi nic do réwnad dia
punktéw lezacych wewngtrz obszaru (. wtedy, gdy punkt 7 nie lezy na granicy
obszaru). Gdy punkt ¢ znajduje sie na jego granicy, na ktérej zadano wartosé ¢,
cnfka ta nie jest znana, natomiast zadane warunki brzegowe pozwalajg uzyskaé
rozwigzanie dla wszystkich weztowych wartosci.

W przykladzie naszym otrzymano identyczne wyniki przy zastosowaniu dwu
metod: wazonej residualnej i wariacyjnej [11]. Gdyby jednak zastosowaé réine
funkcje wagi, identycznosé ta prawdopodobnie by nie wystapila. Sam fakt, ze
podejécie bezposrednie (nie wymagajace znajomoéci rachunku wariacyjnego)
prowadzi do tego samego wyniku koricowego, moze by¢ interesujacy dla Czytel-
nika, dostarczajge wygodnego sposobu postepowania.

Trueba zauwazyé, ze calka powierzchniowa w wyrazeniu (3-31) ma pewien
sens fizyczny. Przedstawia ona w rzeczywistosci wazong catke po brzegu z prze-
plywu d¢/on, poniewaz

T, TV ) )
fW;(WL,—{—a‘yl,.)dS - § w2 as. (3-34)

') Por. p. 3.4. (prayp. thum.)
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Warunki brzegowe czesto okreslajy raczej przeplyw ni aktualng wartodé dy.

W takich przypadkach bezpodrednie zastosowanic postepowania Galerkina pro-

wadzi¢ bedzie nadal do poprawnego wyniku, jednak potencjal musi by¢ zmodyfi-
kowany poprzez dodanie pewnych czlonéw granicznych (patrz rozdz. 15).

3.6. Przyktad — réwnanie przeplywu lepkiego

Operator réwnania ogélnego (3-17) moze dotyczyé nie tylko jed.nej zmiennej.
Podobnie mozna przedstawié ukiad réwnafi rézniczkowych. Rozwazmy dl.a prey-
kladu réwnanie plaskiego przeptywu lepkiego nies’ciéliwego p}ynu w stanie uf\tn-
lonym przy pominieciu czlonéw bezwladnosdciowych. N%ewmd(.)me: ci$nicnie p
i skladowe predkosci u, v, odpowiednio w kierunkach x i y zwigzane s3 dwoma
réwnaniami przeplywu (réwnanie Stokesa, wynikajace z bardziej ogélnych réwnaf

Naviera-Stokesa [12])

ap u | Pu
X——+M( T+ =0,
ox ox oy (3-35)
@ (224220
‘a_y+”(ax2 R
pdzie: X, Y —sily masowe wywolane lepkoscig. ) .
"I'rzeciego zwigzku miedzy trzema zmiennymi dostarcza warunek cigglodei

ou O . (3-36)
ax ' 9y 0. (
Napiszmy, postugujac si¢ parametrami wezlowymi:
p=[Nl{p}, u=[N{u}, o=I[N]{e}, (3-37)

gilzic [N]— funkcje ksztaltu gwarantujace jedynie ciaglosé zmiennych. Sto.sujqc
postepowanie wazonej residualnej Galerkina mozemy napisa¢ dla punktu ¢ trzy
uklady réwnan. Pierwsze z nich ma postaé

SN,-[X—a—P+,u Fu  u )] av = 0. (3-38)
v

ox ax*  dy*

Cnlkujae przez czesei ostatnie dwa czlony, podobnie jak w (3-30) itd., powyZsze
réwnanie redukuje sie¢ do postaci

o) _ 0N ou | ON o]y (uniZlds=0. (339
S[Ni( _W)_M ox ox M dy dy v S’u o ® ( )

N

Podstawiajge tu parametry (3-37) otrzymujemy

' AN N, N] . oN, 2[N] ]
.\ N X—N; E?x]{P}_‘“(Wc_ gx E ‘—gy—){“}JdVl-
v

+ S MN,»%% fu}dS =0. (3-40)

L1



Drugie réwnanio ma podobng postaé; wynik otrzymujemy wige poprzez za-
miang ¥ nayiu nav,
Ostatnic réwnanie, wynikajace z warunku cigglodci (3-36) zapisujemy po prostu

5N,(%+Z—;)dV=§

P
v

ox

AN,(—a—[JXl{u} + f-g]yl’l {v})]dV =0. (3-41)

Grupujgc wszystkie zmienne odnoszace si¢ do punktu { w postaci

P
{®}= ui' (3-42)
Vi
otrzymamy standardows postaé zbioru réwnan
[K]{®}+{F} =0, (3-43)
gdzie rozpatrujgc udziat kazdego elementu, mamy
oyl =
| v ON, _ [8N, N, | AN, oN
N /‘( w ax T ay ay 0
N, ON, 8N; 8N; ON,
=S —NZL 0 —,u(___‘__l 2N g v
) £ w ax ey ay)|YT
N, N,
I 0 Ng—ax N;W
AN,
0 ,uNg—aﬁ— 0
+S oN, |ds, (3-44)
5100 0 wNs
0 0 0
podczas gdy
X
(F— S NAvlav. (3-45)
v 0

W powyzszym catka powierzchniowa brana jest tylko po zewngtrznych brzegach,
gdzie znane s3 du/dn lub 8v[on. Jezeli na brzegu dane sg » lub v, wéwczas nalezy
napisa¢ réwnania dla punktéw lezacych na brzegu.

Aczkolwiek postaé standardowa zwigzkéw dla elementéw skoriczonych zna-
leziona zostala w prosty sposéb, nalezy zauwazyé, e macierze sztywnosci elemen-
tow nie sg juz symetryczne. Komplikuje to procesy zapamigtywania i rozwiazy-
wania przez maszyny cyfrowe, wskazuje tez na fakt, ze nie istniejy tutaj formy
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kwadratowe funkcjonatu. Nioco prostazy przypadek przeplywu, prowadzgey jed-
nok do takich nieaymetrycunych macierzy, byl rozwigzany przez Doctorsa [13].
Réwnowazne potraktowanie powyzszego problemu polega na wprowadzeniu

koncepcji funkeji pradu. Jedli zalozymy, ze
a0 30

u°= Y= —
ox’

— (3-46)

wdwczas réwnanie (3-36) jest spelnione toZsamosciowo i pozostaje do rozwigzania
uklad dwu réwnan

_o z(__ai)_
X 8x+'uv 3y =0,

(3-47)
8 2(36) _
Y=oy tevieg) =0
pdzie
az 32
A S
V==t dy?”

Rozniczkujge réwnanie pierwsze przez y, a drugie przez x, a nastgpnie odejmujge
je, eliminujemy p i pozostaje tylko jedno réwnanie
2oz, 9Y X

uvv 0+W“a_y_0' (3-48)
Mozna teraz zastosowaé podobny sposéb przyblizonego sformulowania, jak po-
przednio. Czytelnik moze wykonaé to jako éwiczenie. Zauwazy On, Ze macierze
vlementéw s3 teraz symetryczne i zagadnienie staje si¢ podobne do omawianego
w rozdziale 10. Funkcje ksztattu bedg musialy jednak spelnia¢ warunek cigglodci
pierwszych pochodnych miedzy elementami, poniewaz w niektérych calkach
wystapig teraz pochodne drugiego rzedu. Problemy te w zwigzku z zadaniem
ukiowo-symetrycznym badat Atkinson i inni [14].

Powyzsze przyklady zostaly przytoczone dla zilustrowania ogdlnych mozliwo-
dci stosowania metody elementéw skoriczonych. Przykladowo rozpatrywane tu
sndanie stanowi bardzo interesujace zagadnienie inzynierskie. Wiele prac doty-
cryeych rozwigzania réwnaii Naviera-Stokesa jest obecnie w toku.

Dla przejrzystosci, aby zlinearyzowaé réwnanie, opuszczono czlony dynamiczne

ou du

+ v, uﬂ—i—v
ox

ou Ll
> ay

ay

odpowiednio w dwu réwnaniach (3-35). Pozostawienie ich jest oczywiécie mozli-
we, lecz prowadzi do tego, Ze otrzymane po przeksztalceniach réwnania w postaci
ogdlnej (3-38) nie sa liniowe i majg [K] zaleine od predkodci. Wywdd jest zbyt
zlozony, aby omawiaé go tutaj szczegSlowo. Czytelnik mdglby rozwazyé powyt-
wzy przypadek przy zastosowaniu rozszerzonej metody badania zagadnief nie-
liniowych, przedstawionej w rozdz. 19.
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3.7. Uwagi koficowe

Oprécz uogdlnienia koncepcji elementdw skofiezonych na przyblizone rozwigzy-
wanic probleméw watiacyjnych przedstawiliémy mozliwosé bezpoéredniego ba-
dania tg metodg rozwigzafi rownan rézniczkowych. Obie mozliwosci otwieraja
szerokie, dotad nie wykorzystane perspektywy zastosowan. Kilka ogdlnych przy-
kladéw takich rozwigzar podat Oden [15].
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Chapter 16, ed. W. Fliigge, McGraw-

4. Ptaskie stany naprezenia
i odksztatcenia

4.1. Wstep

Omawiane dotychczas dwuwymiarowe problemy sprezystosci stanowily przy-
klady skutecznego zastosowania metody elementéw skoriczonych [1], [2]. W roz-
driale 2 zostaly wyprowadzone zwigzki ogélne, tj. réwnania (2-1), (2-2), (2-3),
(2-9), (2-10) i (2-16), ktére w celu tatwiejszego korzystania z nich zebrano i za-
mieszczono w Dodatku 2.

W rozdziale niniejszym przedstawione sy bardziej szczegblowo podstawowe
raleznoéci omawianego problemu i zilustrowane odpowiednimi przykladami;
tuk tez beda przedstawiane zagadnienia w pozostalej czesci ksigzki.

Czytelnikowi nie znajacemu podstawowych definicji teorii spreZystodci ra-
\lzimy przestudiowaé odpowiednie podreczniki, a w szczegdlnosci ksigike [3],
w ktdrej uzyte oznaczenia sg stosowane ponizej.

W obu problemach: plaskiego stanu naprezenia i odksztalcenia, pole praze-
tnicszczedi jest jednoznacznie okreslone przez przemieszezenia u i v w kierunkach
osi % 1 ¥ kartezjafiskiego uktadu wspdirzedaych.

W obu problemach sg rozwazane tylko trzy skladowe naprezen i odksztalcen
w plaszezyznie xy. W przypadku plaskiego stanu naprezer wszystkie pozostate
sklndowe sg z zalozenia zerami i dlatego nie wystepuja w wyrazeniu na pracg
wewnetrzng., W oplaskim stanie odksztalcenia naprezenie prostopadie do plasz-
vryzny xy nie jest zerem, jednak z zalozenia zerowe jest odksztalcenie w tym kic-
runku i dlatego naprezenie to nie wplywa na prace wewngtrzna; w razie potrzeby
hozna je obliczyé na podstawie wyznaczonych sktadowych naprezed.

4.2, Charakterystyki elementu
4.2.1. Funkcje przemieszczenia. Rysunek 4.1 przedstawia typowy clement

trdjkatny o weztach 7, j, m numerowanych odwrotnie do ruchu wskazéwek zegara.
Przemieszezenia wezléw maja sktadowe

or =4 1)

a3 -



Hzedé skilndowych przemicszezenin clementu zapisujeiny w postaci wektorowej
%

{0y = {0, 4-2)
6m

Przemieszczenia wewnatrz elementu sg jednoznacznie definiowane przez te
sze$¢ wartoéci. Najprostsze przedstawienie tych przemieszczenn mozna uzyskaé
za pomocy dwu wielomianéw liniowych

U= 0y ota X003y,

4-3
v = a4tosxtoey. (*3)

Rys. 4.1. Element w plaskim stanie naprezenia lub od-
Kegtaleont

x

Szesé statych o moina wyznaczyé rozwigzujac dwa ukltady trzech réwnoczesnie
spelnionych réwnan, ktére otrzymamy przez podstawienie do (4-3) wspdirzed-
nych i sktadowych przemieszczenr odpowiednich weztéw. Piszac np.
Uy = oy o x o3y,
U = oyt o5 -+ sy, (-4
Uy == g+ 0 X 03V
rozwigzujemy ten uklad wzgledem «,, o, i a3 W zaleznosci od przemieszeri wez-
16w w1, 4y, un 1 znajdujemy przemieszczenie

1
u= ﬁ[(a,+b;x+tiy)ui+(aj—|—b,x+cjy)uj—|-(a,,,-[—b,,,x-{—c,,,y)u,,,], (4-5a)
gdzie:
@ = X Ym—%mYi»
bi = ¥j—Ym = Yim» (4-5b)

Cp == Xg—X) = Xmj,
pozostale wspdtczynniki otrzymuje si¢ przez cykliczne przestawienie znaczkéw
t, j, m, za$

1 x
24 = det|1 % (4-5¢)
1 %% Ym

przy czym 4 oznacza pole tréjkata gjm.
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Podobnie otrzymujemy réwnanie dla pionowego przemicszezenia v
1
V= [(@t-bixt-ciy)oit (@b x4-¢;y) 04 (am-+-Du s+ Cuy)vu] . (4-6)

Chociaz w obecnej fazie rozwazari nie jest to jeszcze konieczne, motemy za-
pisaé réwnania (4-5a) i (4-6) w standardowej postaci (2-1)

0 =i} = w10y = v, v, v o, )

ydzie I— kwadratowa macierz jednostkowa 2x2, za$
Ni= (@+-bixtcy)f24 itd ... (4-8)
Uwaga: Jedli poczatek wspélrzednych obrano w §rodku elementu, wtedy
wit-amtxy = yi+yitym =0 oraz @ = aj = an = 24/3.

Obrane funkcje przemieszczefi automatycznie gwarantujg ciaglo$é przemicsz-
czefi na granicach z sgsiednimi elementami, gdyz zmieniaja si¢ one liniowo wzdiuz
kntdego boku tréjkata, a przy tych samych przemieszczeniach w weztach muszy
avzywidcie istnie¢ te same przemieszczenia pomiedzy wezlami.

4.2.2. Odksztalcenia (catkowite). Calkowite odksztalcenie w kazdym punkcie
elementu definiuje si¢ przez trzy skladowe, wystgpujace w wyrazeniu na pracg
wil wewngtrznych

s
ox
& v I
(s} = lsy ) =1 5 (4-9)
L& | o
By o

Wykorzystujac (4-7) lub (4-5a) 1 (4-6), otrzymujemy

ON| INj ONy, ui

ax 0 % 0 ox 0 v
_ N oM Ny | _
G=l 0 % 0 % O e

ON{ ONj &N; &N; 3N, N, ||un
| dy ox dy ox dy ox | lv,,.

o0 b0 b0
0 ¢ 0 ¢ 0 offo) (4-10)

24 ¢ b ¢ b cw bn
v entkowicie okresla macierz [B] z réwnania (2-2).
Znuwaimy, Ze w tym przypadku macierz [B] nie zalezy od potozenia rozwaza-
nego punktu wewngtrz elementu, stgd odksztalcenia wewngtrz elementu pozo-
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staji stale. Krytorfum stalego odkeztalcenin podane w rozdz. 2 jest tu zatem
spelnione,

4,2.3. Odksztalcenia poczatkowe (odksztalcenia termiczne). Tak zwane
poczatkowe odksztalcenia, tj. odksztalcenia niezaleZzne od aktualnego obcigzenia,
mogg byé spowodowane réznymi przyczynami. Skurcz, pecznienie krysztaléw
lub najczeéciej zmiany temperatury, ogdlnie biorge, wywoluja wektor poczatko-
wych odksztalcen

&xo
{eo} = [Eyo ] (4-11)
Vxyo

Aczkolwiek odksztalcenia te moga na ogét zaleze¢ od polozenia punktu wew-
njtrz elementu, to z reguly definiuje si¢ je poprzez érednie, stale wartodci. Jest
to istotne, jesli warunki stalego odksztalcenia dla zadanych funkcji majg byé
spelnione.
. Stad dla przypadku plaskiego stanu napresenia w elemencie izotropowym pod-
danym wzrostowi temperatury 6° przy wspdlezynniku rozszerzalnodci cieplnej a
otrzymamy (dla przykladu)

{20} =
0

poniewaZ rozszerzenie cieplne nie wywoluje odksztalcedt postaciowych.

W plaskim stanie odksztalcenia sytuacja jest bardziej ztozona. Zalozenie plaskiego
stanu odksztalcenia oznacza, Ze naprezenia prostopadle do plaszczyzny xy wy-
stapig przy rozszerzeniu cieplnym takze i wtedy, gdy mamy tylko trzy skladowe
odksztalcenia; odksztalcenie poczatkowe bedzie zatem zaleze¢ od stalych spre-
Zystych.

Mozna wykazaé, ze w takim przypadku

af®
«6° (4-12)

{20} = (1+9)

of®
ocﬂel (4-13)
0
gdzie v — wspélezynnik Poissona.

Materialy anizotropowe przysparzaja dodatkowych probleméw, poniewaz
wspélezynniki rozszerzalnodci cieplnej moga zmieniaé si¢ z kierunkiem. Niech
x' 1y’ na rys. 4.2 oznaczaja gléwnie kierunki w materiale. Odksztalcenia poczat-

kowe wskutek rozszerzalnosci cieplnej, w odniesieniu do plaskiego stanu napre-
%cf, mozna zapisaé w tych wspélrzednych nastgpujgco

Exr0 oy 6°

{eo} = Ie,.,o l = ,ocZO“J (4-14)
Vxepeo. 0

gdzie: a; i a; — wspdlezynniki rozszerzalnodci cieplnej odniesione do &' i y'.

a6

Aby otrzymaé wyradenic nu odksztatcenia w kierunkach osi x i y, naledy za-
stosowaé odpowiedniy macierz transformacji ukladu [7']. Zatem

{eo} = [TT*{20}. (4-15)

Rys. 4.2. Element z materiatu uwarstwionego (poprzecz-
nic izotropowego)

Definiujac kat § jak na rys. 4.2, latwo sprawdzié, ze
cos?f [ sin?g —2sin Bcosp
[T]= |sin?p cos*f 2sinfcos
sinfcosf —sinfcosf  cos? f—sin® B
W ten sposéb z latwodcia wyznacza sie {zo}. Nalezy doda¢, Ze skiadowa yuyo
ywigzana z posunieciem w ukladzie xy nie jest juz réwna zeru.

4,2.4. Macierz sprezysto§ci. Macierz [D] ze zwigzku (2-3)

= [D]( Zy ]—-{80}) (4-16)
Yy

mosna doktadnie wyznaczyé dla kazdego materiatu.
w. Plaski stan napresenia — material izotropowy. W tym przypadku mamy:
&; = 0x/E—v0y[E+ &x0,
&y = —v0,E-+0y/E+ €50, (4'17)
Vxy = 2(1+"’)Txv/E+ Exy0 -

Rozwigzujac powyzsze wzgledem naprezef, otrzymujemy macierz [D]

E 1 » 0

[D]= = lw 1 0 (4-18)
0 0 (1—v)2

ilvic: E— modul Younga, v — wspdtezynnik Poissona.

b. Plaski stan odksztalcenia — material izotropowy. Poza poprzednio wymie-
Wonymi naprezeniami wystgpuje tu jeszcze o,. W przypadku uwzglednienia
wplywu termicznego mamy:

&y = 0y/E—vo,|[E—ve,[E+al®,
&, = —v05/E+0y|[E—v0,|E+00°, (4-19)
sy = 2(1+9)T0/E,

" a7

Ox
{o}= [dy

Txy




# ponadto

e =yolll voy[l| o B |-l
Eliminujac o, i rozwigzujac uklad wzgledem pozostalych naprezen, otrzymamy
réwnanie (4-13), a poréwnujac z (4-16) znajdziemy [D]

[ 1 v/(1—») 0
_ EQ) a1 0 420
o] (1+”)(1_2”)[v/(10 ) 0 (l—2v)/2(1—v)] (20

¢. Materialy anizotropowe. Aby dla materiatu calkowicie anizotropowego jed-
noznacznie okresli¢ zwiazki pomigdzy naprezeniami a odksztalceniami, potrzeba
jest 21 niezaleznych stalych sprezystosci [4], [5].

W problemach dwuwymiarowych przy istnieniu symetrii wlasnosci fizycznych
materialu anizotropowego najwigksza liczba stalych nie moze przekraczaé 6.
Wtedy dla najbardziej ogélnego przypadku mozna napisa¢

dll d12 d13

[D] = l 22 dzs] (4-21)
(sym) ds3

(Niezbedna symetria macierzy [D] wynika z uogdlnionego odwrotnego twierdze-

nia Betti-Maxwella 1 jest konsekwencjg niezmienniczoéci energii, niezaleznie od

drogi, na jakiej zostal osizgnicty zadany stan odksztatcen).

Szczegolnym przypadkiem, wainym dla praktyki, jest przypadek ,,warstwo-
wego” lub poprzecznie izotropowego materiatu, w ktérym istnieje obrotowa
symetria wlasnoéci w plaszczyznach warstw. Taki material okresla si¢ tylko pig-
cioma niezaleznymi statymi sprezystosci.

Réwnania fizyczne daja w tym przypadku, uzywajgc oznaczef Lechnickiego
[4] i przyjmujac of y prostopadle do warstw (przy pominieciu odksztalcen po-
czgtkowych), rys. 4.3:

ee = 0x[Ey—2,0,/E,—10:]E;,
&y = —,04 By + 0y E,—v,0,(E;,
&, = —,05/E1—,0,/Es-t 03] Ey,

Yz = {2(1+V1)/E1}sz, (4_22)
Vay = E Txps

_1,
Vyz = G,

gdzie stale E, , », (G, zalezy od E; i) dotyczg wlasnosci materiatu w plaszczyinie
warstw, a E,, v, 1 G, — whasnosci w kierunku normalnym do warstw.
Macierz [D] w tych warunkach po wprowadzeniu

1

ma nastgpujgeq postud:
dla plaskiego stunu naprezenia

E n ony, 0
[D] ==} 1_;2) ny, 1 0 (4-23)
L0 0 m(l—md)
— dla plaskiego stanu odksztakcenia
. n(l—m3) mv, (14+v,) 0
D=2 by, (14w)  (1—2D) 0
O 0 m(ld)(1mry—2md)
(4-24)
4
Z

WRys. 4.3, Material uwarstwiony (poprzecznie izotropowy) %,;f;f,y/:% ;’ga;{;w
Jezeli kierunek warstw jest nachylony do osi %, jak na rys. 4.2, to aby otrzymaé
macierz [D] we wspélrzednych niezaleznych od kierunkéw anizotropii, nalely
nkonaé transformacji. Jesli wiee [D'] oznacza zwigzek fizyczny w nachylonym
ukladzie x'y’, to latwo dowies¢, ze
[D] = [TIIDLTT", (4-25)
yidlzic [T] podane jest w réwnaniu (4-15).

t!waga: Powyisze wynika z tego, ze praca {o"}T{¢'} = {o}T{€} nie zalezy od wyboru
whludn wspélrzednych.

4.2.5. Macierz sztywno$ci. Macierz ta dla elementu #im zostala zdcefiniowstna
poprzez zwiazek (2-10) jako

(%] = { [BI[DI[Bltdxdy, (4-26)

wilzic t — grubosé elementu. Catkowanie nalezy rozciagngé na calg powicrzchnig
slementu, Przyjmujge grubosé ¢ stalg, otrzymujemy

[¥] = [BI"[D][B]¢4 (#-27)
(poniewaz zadna z macierzy nie zawiera x lub y), gdzie 4 — pole tréjkatnego
elementu; por. (4-5). Forma ta jest dosé dogodna do obliczes, gdyz operacje
mucicrzowe tatwo wykonuje si¢ na maszynach matematycznych.

\waga: Macierz [B] zdefiniowana w (4-10) moze byé zapisana nastepujgco

b 0

0 :,|/2A, itd. (4-28)
¢ by

[B] = [B;, By, Bul, gdzie [Bj}=

111}



Muclors sstywnosel prayjmuje xatem postad

LT T T
R = Ay Ry lym (4-29)
| Rt kmj Rem
w ktérej podmacierze wymiaru 2X2 majg budows
[Ars) = [B,I"[D)(Bs]td. 4-30)

Postad ta jest wygodna do obliczef.

4,2.6, Sily wezlowe wywolane odksztalceniem poczatkowym. Sily te wy-
razone sa zaleznodcia (2-12), po scatkowaniu ktérej otrzymujemy

{F¥s, = —[BI*[Dl[ 2] t4 itd. ) (4-31)
Przypisujac je do odpowiednich weztéw, mozna zapisaé takze
{Fi}s = —[B]*[D][ 0] t4 itd. (4-32)

Te sily od ,,odksztalcenia poczgtkowego™ dzialaja w wezlach elementéw w réz-
ny sposéb i musza byé dokladnie okreslone?.

4.2.7. Sily objetosciowe. W ogdlnym przypadku plaskiego stanu naprezenia
lub odksztalcenia kazdy element o jednostkowych wymiarach w plaszezyZnie xy

poddany jest dzialaniu sit
v

w kicrunkach odpowiednich osi.

Zgodnie z (2-11) udzial tych sit w silach wezlowych dany jest poprzez zwigzek

;= (v lasay,
lub wg (4-7)
IX} S
= — ; ~33
{F:}p \¥ Nidxdy 4-33)

oile sity X 1 Y sg stale. Jedli sily N; nie sg stale, wyrazenie powyzsze nalezy scal-
kowaé. Niektére wzory ogdlne dla catkowania po powierzchni tréjkata podane sg
w dodatku 3.

Obliczenia upraszezajg sie w przypadku, gdy $rodek ukladu wspétrzednych
lezy w érodku elementu; wtedy

Sxdxdy=§ydxdy =0
i wobec zaleznosci (4-8)

{Filp= —{i}aidxdy/u = — {)1{/} @f2

D Padobne wyruenia mozna wyprowadzié¢ dla napreiefi poczgtkowych.
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lub

= {3l - @, (4-4)

Ostatecznie wige dla calego elementu

{FYr =314/ (4-35)

alalafakafa

co oznacza, ze catkowite sily objetosciowe dzialajace w kierunkach x i y sy roz-
dziclone na wezly w réwnych czedciach. Rozklad ten odpowiada intuicji fizycznej
i czesto przyjmuje sie go jako zalozZenie.

4.2.8. Potencjal sil objetosciowych. W wielu przypadkach sily objctoéuuwu
wy definiowane jako funkcje potencjalu ¢

_ Wy 9 .
X= gl Y=—l (4-36)

zuduanego w rozwazanym obszarze (a wige okreslonego takie i w wezlach). Jedli
{¢}¢ stanowi zbiér trzech wartoéci potencjalu w wezlach clementu, tj.

i
{o} = [¢f
Pm

o ma odpow1adac stalym wartosciom X i Y, wéwczas ¢ wewngtrz clementu
musi zmieniaé si¢ liniowo. Funkcje ksztaltu musza by¢ oczywidcie zadane za po-
mocy wyrazen identycznych z wyrazeniami stosowanymi przy wyprowadzeniu
(4-4) + (4-6), czyli

(4-37)

¢ = [N}, N}, N;l{o}. (4-38)
A zatem:
X ‘w ‘
2 by b6} 24, (+-39)
Y= _a_;s = — [, 5 cul {93°124 .

Wektor sit wezlowych wywolanych sitami objeto$ciowymi wg (4-35) ma teruz
postaé

b by b
C € Cm
. 1t by bu . .
=—g|n o oler (4-40)
b b by
4] cj Cm |
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4.2.9. Wyznuoxzanlo naprotes. Poduno powylej waory pozwalsjy ulozy¢ petng
macierz sztywnodel dia konstrukeji § uzyska¢ rozwigzanic dla przemieszezes.

Macierz naprezed, napisang ogdlnic w postaci (2-16), otrzymuje sig przez pod-
stawienic obliczonych przemieszczen odpowicdnio dla kazdego elementu.

Naprezenia, zgodnie z podstawowym zalozeniem, sg stale wewnatrz elementu.
Dlatego wydaje si¢ korzystne odnosié je do $rodkéw poszezegdinych elementéw
(uczyniono to w wigkszoéci przytoczonych przykladéw). Mozna tez wyznaczaé
napreZenia w wezlach poprzez obliczenie wartosci érednich dla sgsiadujgeych
clementéw (takie ,,wywazanie” bywa tez stosowane, lecz jego zalety wydajg sie
nicwielkie).

Program dla maszyny powinien byé¢ ulozony tak, aby dla kazdego elementu
mozna bylo wyznaczaé takze naprezenia gléwne i ich kierunki.

4.3. Przyktady. Ocena dokladno$ci

Pracdstawione powyzej rozwigzanie plaskich probleméw sprezystosci zdgza, przy
zigeszezeniu podzialu, do rozwigzania $cistego. Jednak na kazdym etapie zagesz-
czenia otrzymuje sie rozwigzanie przyblizone, podobnie jak na przyklad w sze-
regach Fouriera przy ograniczonej liczbie wyrazéw.

Jak wspomniano w rozdz. 2, wartoéé catkowitej energii odksztalcenia otrzymana
na kazdym kolejnym etapie zaggszczenia podzialu lezy ponizej wartosci rzeczy-
wistej. W praktyce bedzie to oznacza¢, ze dla calego obszaru przemieszczenia
i sily s3 obliczone z niedomiarem. Lecz nie oznacza to, ze jest to shuszne dla
kazdego punktu obszaru; stad i warto§é praktyczna takiego ograniczenia
jest niewielka.

/asadnicze znaczenie dla inZyniera ma znajomoéé stopnia doldadnosci uzyskiwa-
nego w rozwigzaniach typowych przy okreslonym podziale na elementy. W po-
szczegllnych przypadkach blad moze byé znaleziony przez poréwnanie ze zna-
nym dcistym rozwigzaniem albo przez badanie zbieznosci przy zastosowaniu
dwu- lub wigcej krotnego zageszczenia podziahu,

W miare zdobywania doswiadczenia inzynier jest w stanie a priori ocenié rzad
preyblizenia, jaki mozna osiagnaé w rozwazanych zadaniach przy zatozonej
gestodei podziatu, Pewne pojecie o tym mozna bedzie chyba uzyskaé po przeana-
lizowaniu przytoczonych w niniejszej ksigice przykladéw.

Na poczgtek rozpatrzmy kilka najprostszych przykladéw, dla ktérych znane 83
rozwigzania $cisle.

a. Jednorodne pole napreser. Jesli w wyniku rozwigzania $cistego otrzymuje
si¢ réwnomierny rozklad naprezen, to przy dowolnym podziale na elementy
rozwigzanie powinno daé¢ wyniki sciste. Jest to oczywiste, tym niemniej trzeba
o tym pamigtaé; powyzsze moze shuzyé jako sprawdzenie programu napisanego
dla maszyny.

b. Linio ienny rozxklad napreser. Podstawowe zatozenie o stalodci naprezest
wewnqtrz elementu powoduje, Ze rozwigzanie w tym. przypadku bedzie tylko
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przyblidone, Na ryn. 4.4 pracdstawiono prosty przyklad belki zginanej; widug,
e rozwigzanie przyblizone ,,oscyluje” wokd! rozwigzania dcislego, pray czym
nujlepsza zgodnodé wynikéw wystepuje dla naprezed w kierunku osi obojetngj
(vy). Naprezenia o, 1 74, odbiegaja od wartosci Scistych, ktére powinny byé réwne
veru; jednak ,,0scylujy” one w poblizu zera.
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lys. 4.4, Przyktad obliczenia belki zginanej (6x=14y=0); v =01 \"\_o\
#n pomocy podziatu na elementy tréjkatne
{wirtodci oy, ox i Tx, wyszczegblnione w po- * Srednie wezlowe
1l kolejnosei) O Warlosei w srodkach frdrkalow

Jedli wyznaczy¢ érednig z naprezen elementéw otaczajacych wezet wewngtrzny,
wknze sig, Ze przyblizenie do wartodci $cislej jest bardzo dobre. Jednakze érednia na
powierzchni zewnetrznej nie stanowi tak dobrego wyniku. Wymienione postgpo-
winic okreslania naprezed w wezlach przez wartosci érednie z otoczenia, jak poka-
wanie na rys. 4.4, czgsto bywa stosowane w praktyce do polepszania przyblized.

W celu zwigkszenia dokladnosci mozna obliczaé wartosci $rednie w poblizu
powicrzchni konstrukeji. Nie uwazajac tego za bezwzglednie koniecane, zaleca
sl¢  gdy wymagana jest wigksza dokladnosé — stosowaé po prostu gestszg
slatke podziatu.

v. Koncentracja napreged. Bardziej konkretne zagadnienie przedstawiono na
rym. 4.5 i 4.6. Rozwazany jest rozklad naprezen wokél kolowego otworu w izo-
ttopowym i anizotropowo-uwarstwionym materiale, gdy warunki brzegowe dla
mipreZen sq jednorodne [6]. Zastosowano stopniowy podzial na coraz drobniejszo
elementy, aby dokladniej zbada¢ rozklad w obszarze wickszych gradientéw na-
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Rys. 4.5. Otwér kolowy w tarczy poddanej
jednorodnemu stanowi naprefenia: a) ma-
terial izotropowy, b) material uwarstwiony
(ortotropowy); Ey = E1 =1, By = E; =3,
vy = 0,1, ¥ =0, Gxy =043

Rys. 4.6, Poréwnanie wynikéw rozwigzania
teoretycznego i rozwigzania za pomoci me-
2 tody elementéw skoriczonych dia przypadkéw
- a)ib) zrys. 4.5 rozwigzanie $ciste;
o—o wyniki rozwigzania metods elementéw
lzatropia Ortotropia skonczonych

prezed. Wysoki stopied doktadnoéci, jaki mozna w ten sposéb uzyskaé, widaé
7 rys. 4.6, gdzie niektére wyniki poréwnano z rozwiazaniem Scistym [3], [7].

44. Niektére zastosowania praktyczne

Y/akres stosowania w praktyce inZynierskiej metody elementéw skoficzonych jest
bardzo szeroki; w chwili obecnej metoda ta wypiera badania modelowe dla pro-
bleméw plaskich, z uwagi na swa wysoka doktadnoéé, maly koszt i operatywnosc.
Latwo$é uwzgledniania anizotropii materiatu, naprezed termicznych 1 sit maso-
wych zwicksza jeszcze jej zalety.

Kilka przykladéw aktualnych zastosowad tej metody do rozwigzywania zlozo-
nych probleméw praktyki inzynierskiej podano ponizej.

a. Rozklad napreser wokdl wamocnionego otworu (rys. 4.7). W stalowych naczy-
niach ci$nieniowych tub w konstrukcjach lotniczych krawedzie otworu poddane
8y stanowi napigcia powierzchniowego. Wprowadzony w otwér przewéd sam
stanowi pewne wzmocnienie krawedzi; ponadto za$ krawedzie otworu sg pogru-
bione, aby zredukowaé wokél niego wplyw koncentracji naprezef.

n4

_ Nieodkszialcelne w kierunku osi y

Rys. 4,7. Wzmocniony otwdr w plycie. Jednorodne pole napreZen w znacznej odleglodci od olworud
e - 100, oy = 50; stosunek grubosci plyty w obszarach A4, B i C wynosi 1:3:23

Rozwigzanie takich przypadkéw w plaskim stanie naprezenia nie sprawin
trudnosci. Elementy skoficzone wybiera si¢ tak, aby odpowiadaly zmianom gru-
hosci, po czym wyznacza si¢ dla kazdego z nich odpowiednia warto$é grubodci.

Whyskie pogrubione obrzeze wokél otworu mozna przedstawi¢ albo za pomocy
pewnego rodzaju elementéw typu belki, albo, co znacznie upraszcza programo-
winie, w postaci cienkich tréjkatnych elementéw o odpowiednio dobrancj gru-
hosci. Ten ostatni sposéb zastosowano dla zadania przedstawionego na rys. 4.8,
Na rysunku tym podano tez pewne wyniki obliczenia naprezen w poblizu otworu.
Wurto zauwazyé, ze do obliczefi wprowadzono dos¢ znaczny obszar wokél otworu
i Jo$¢ duze zréznicowanie elementéw.

b. Doling o strukturze anizotropowej podlegajaca wplywom sil tektonicanych
(rys. 4.8) [6]. Tres¢ zadania stanowi symetryczna dolina poddana dzialaniu réw-
nomiernie roziozonych naprezeri poziomych. Material jest uwarstwiony, a wige
jest ,,poprzecznie izotropowy”, a kierunek warstw zmienia sie od punktu do
punktu. Na rysunku zaznaczono strefe, gdzie wystepuja rozciagania. Zadanie to
ma istotne znaczenie dla geologéw i inZynieréw zajmujgeych si¢ mechaniky
whal.

¢. Zapora poddana dxialaniu girznego i etranego cisnienia wody (rys.
4.9) [8), [9]. Filar zapory posadowiony jest na doé¢ skomplikowanym podiotu
slalnym. Niejednorodny obszar posadowienia rozwaiany jest w plaskim stanie
odksztalcenia, podczas gdy sam filar zapory traktowany jako tarcza o zmicnnej
grubosci — w plaskim stanie naprezenia.
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dina  dziataniu poziomego naprezenia tektonicznego (stan
pluwki odksztalcenia, 170 wezlbw, 298 elementéw)
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; przemieszczer

przemieszczer

Rys. 4.9. Analiza stanu napresenia w filarze zapory. Zalozono plaski stan
naprezen dla zapory, a plaski stan odksztalcen dla podioza: a) prayjety du
obliczeri przekrdj filara, b) przyjety do obliczef obszar posadowienin i po=
dzial na elementy skoniczone

Rozwigzanie zapory przy uwzglednieniu cigzaru wlasnego i obcigzenia zew-
netrznego nie stwarza wigkszych trudnogci. Warto jednak doda, ze pzautonuaty-
zowano” tu obliczenie sit w weztach siatki od cigzaru wlasnego.

(idy uwzglednia si¢ ci$nienie wody w porach, sytuacja moze wymagaé pewnych

Ogdlnie wiadomo, ze w materiale porowatym cignienie wody przekazuje si¢ na
budowle jako sifa masowa o wielkosci

m
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Ryn, 4.10. Badanie naprezes w filarze zapory przedstawionej na rys. 4.9. Na-
prodenin gléwne od obcigzenia cigzarem wilasnymi ciénieniem wody, przyjetym
Jjuko: n) sity zewngtrzne, b) sity masowe, wywolane ci$nieniem filtracyjnym wody
w porach

8

i parcia zewngtrznego wady nic potrzeba wéwezas uwzgledniné. Ciénicnie wody
w porach p jest w istocic potencjalem sit objetodciowyceh, zdefiniowanym przez
réwnania (4-36). Rysunck 4.10 przedstawia podzial na elementy samej zapory
i jej otoczenia.

Na rysunku 4.10a i b podano wartosci naprezeri od cigzaru dzialajacego tylko
na zapore oraz od ci¢nienia wody potraktowanego albo jako obcigzenie zewnetrz-
ne, albo jako sila objetosciowa (ci$nienie wody w porach). Oba rozwigzania wy-
kazujg istnienie znacznej strefy rozciggania, przy czym drugie zalozenie prowadzi
do znaczniejszego wzrostu naprezefi w stosunku do pierwszego.

d. Zarysowanie. Naprezenia rozciagajace z poprzedniego przykladu niewgatpli-
wic moga spowodowaé pekniecia w skale. Jezeli zostaje utrzymana statecznodé
mimo wystapienia takich peknigé, wéwezas zapore mozna traktowaé jako bez-
picczng.

,Pekniecia” mozna wprowadzi¢ do rozwazati w bardzo prosty sposéb, przyj-
mujae, ze warto$é modutu sprezystosci w badanym miejscu réwna jest zeru. Ana-
liza przypadku pekniecia w narozu rozwartym pokazana jest na rys. 4.11, skad
tez widaé, ze przy zalozeniu peknieé nie wystepujg rozciggania wewnatrz samej
zapory.

Bardziej dokladne rozwazania dla przypadku rozszerzania si¢ peknigé i wynika-
jacej stad zmiany rozkladu naprezen (przegrupowywania sie naprezeit) oméwione
8) w rozdz. 18.
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Rys. 4.11. Naprezenia w filarze zapory; wprowadzenie ,,peknigcia’ mo-
dyfikuje rozklad naprezen (obcigienia jak na rys. 4.10b)
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Rys. 4.12. Badania naprezen w filarze zapory. Naprezenia termicz-
ne 8] d ochlodzeni akreskowanego pola do tempera-
tury —26°C (E = 2,2 - 10° kG/em?, @ == 1+10~5°C)

Prezajacey

Udd{/'afywalelz kabli

7 zasuw

Rys, 4,13, Zupora cigzka # filarami 1 kablami sprezajgcymi
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e. Napresenia termicane. Obliczenia naprezed termicznych dln tej samej zapory
dokonano przykladowo przy zaloZeniu prostego rozkladu temperatury; wyniki
obliczen prredstawiono na rys. 4.12,

f. Zapory ciegkie. Masywna zapora jest przykladem mozliwosci zastosowanin
metody elementéw skoficzonych. Inne typy zapér, jak np. zapory cigzkie 2 filarami
lub bez, traktuje si¢ podobnie. Na rys. 4.13 przedstawiono analiz¢ masywnej
zapory z filarami i droga na koronie.

W tym przypadku traktowanie zadania jako dwuwymiarowego w otoczeniu
iicjsca naglej zmiany przekroju, tj. w miejscu, gdzie filar aczy sie z masg zapory,
jest oczywiscie niestuszne; prowadzi to tylko do lokalnych zakidcen.

Warto podkreslié sposéb w jaki — w przypadku prostego rozwigzania — za-
lozono rozmieszezenie 1 zréinicowanie wymiaréw elementéw, co umozliwito
dokladne zbadanie koncentracji naprezefi w otoczeniu zakotwieri kabli oraz prze-
hiegu rozkladu naprezen w zaporze i w posadowieniu. Liniowy stosunek wymia-
réw clementéw skonczonych (najwickszego i najmniejszego) jest rzedu 30:1;
(najwigksze elementy w posadowieniu nie zostaly pokazane na rysunku).

Nictrudno pokazaé inne liczne zastosowania metody do rozwigzania praktycz-
nych zadad inzynierskich.

. Podziemna silownia. Przyklad przedstawiony na rys. 4.14 i 4.15 przedstawian
interesujace zastosowanie metody do rozwigzania powaznego problemu. ‘l'utaj
linic naprezen gléwnych byly rysowane automatycznie. W obliczeniach uwzgled-
nione zostaly liczne warianty stanéw naprezeri poczatkowych {oo}, z uwagi n
maly znajomos$é warunkéw geologicznych w rozwazanym miejscu. Szybkie roz-
wigzanie 1 graficzne przedstawienie licznych danych umozliwito wybér wynikdw
wdpowiednich do praktycznych zastosowan.

4.5. Specjalne traktowanie plaskiego stanu odksztalcenia w nie-
$ciSliwym materiale

Nulezy zaznaczyé, Ze zwigzek (4-20) definiujacy macierz sprezystosei [D] dla
tuaterialéw izotropowych zawodzi, gdy wspdlezynnik Poissona osigga warto$é
0,5, poniewaz czynnik w nawiasach przybiera wdwczas wartoéé nieskonczenie
wiclkg. Najprostszy sposéb ominiecia tej trudnosci polega na wprowadzeniu
wartosci wspdtezynnika Poissona bliskiej 0,5, lecz nie réwnej tej wartosci. Dodwind-
erenie wskazuje jednak, Ze jedli to zrobimy, psuje sie zgodno§é rozwigzanin wg
metody elementéw skoficzonych z rozwigzaniem Scistym (pogarsza sig przybli-
yenie).

Odmicnny sposéb postepowania w tym przypadku, polegajacy na zastosowa-
nlu sformutowadi wariacyjnych, podaje Herrman w pracy [10]. Czytelnika odsyla
sl¢ do pracy oryginalnej.

* Metoda clomentéw 81
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5. Analiza
osiowo-symetrycznego
stanu naprezenia

5.1. Wstep

Problem okreslania rozkladu naprezeri w ciatach obrotowych (ciata osiowo-sy-
metryczne) pod osiowo-symetrycznym obcigieniem ma powazne znaczenie prak-
tyczne. Matematycznie zagadnienie to jest bardzo podobne do zagadnienia pla-
skicgo stanu naprezenia i odksztalcenia, gdyz znéw jest to przypadek dwuwymia-
rowy [1], [2]. Wskutek symetrii, w kazdym punkcie przekroju poprowadzonego
wzdluz osi symetrii dwie sktadowe definiujg catkowicie stan odksztalcenia, a zatem
i atan naprezenia (rys. 5.1). Jezeli 7 i z oznaczajg odpowiednio wspélrzedng pro-
tiivniows, i osiowg punktu, a % i v sa odpowiadajagcymi tym wspélrzednym prze-
micszczeniami, latwo zauwazyé, ze dokladnie te same funkcje przemieszezesi,
ktérych uzyto w rozdz. 3, mozna zastosowaé do zdefiniowania przemieszczen
clementu tréjéciennego i, 7, m, pokazanego na rysunku.

Objetosé materiatu, zwigzang z ,,elementem”, rozumiemy teraz jako objetodé
viala obrotowego wskazanego na rys. 5.1; wszystkie catkowania nalezy przepro-
windzaé wzgledem tej wlasnie objetosci.

2(v)

Hyn, 5.1, Element ciala osiowo-aymetrycznego



W problemach plaskiego stanu mapredentn 1 odloztateenia wykazano, e praca
wewngtrzna zwigzana jest 7 trzema sklndowymi odksztateenia w plaszezyinie
wapotrzednych, skladowa zas naprezenia prostapadla do tej plaszczyzny ni¢ od-
grywa zadnej roli, poniewa? albo naprgzenia, albo odksztalcenia réwne sg zeru.

W stanie osiowej symetrii kazde przemieszczenie promieniowe automatycznie
wywoluje odksztalcenie obwodowe, poniewaz za$ naprezenia obwodowe nie sg
réwne zeru, nalezy uwzgledniaé ten czwarty skladnik stanu odksztalcenia i od-
powiadajacy mu skladnik naprezenia. Na tym polega najistotniejsza réznica
w traktowaniu stanéw osiowo-symetrycznych i stanéw plaskich.

Czytelnik dostrzeze, Ze aparat matematyczny zastosowany w niniejszym roz-
dziale jest bardziej pracochlonny niz w poprzednim, lecz w zasadzie obejmuje
on operacje oparte na regulach podanych w rozdz. 2.

5.2. Charakterystyki elementu

5.2.1. Funkcja przemieszczen. Stosujac tréjécienny ksztalt elementu (rys. 5.1)
o wezlach 4, 7, m, numerowanych w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek
regara, definiujemy przemieszezenie wezla przez dwie jego skladowe

oy ={o )

przemieszezenie zaé elementu przez wektor

d;
{oy = lﬁj] 5-2)

m.

Oczywigcie, jak w p. 4.2.1, dla zdefiniowania stanu przemieszczenia wewngtrz
clementu stosujemy liniowy rozklad wg wspblrzednych. Nie powtarzamy tutaj
rachunku identycznego z zastosowanym w rozdz. 4. Pole przemieszczen jest teraz
dane przez réwnanie (4-7)

u
(1) =} = Ui, 10, L
gdzie
Ni = (artbrta2)24 itd, (5-3)

1 za$ jest macierzg jednostkows rzedu 2% 2.
Ponadto
@ = 1 Zm— T},
by = 2j— 2w = Zjm, (5-4)

= t—¥; = Tm}

i cyklieznie dulej, 4 znd oznacza pole clementarnego tréjkgta.

5.2.2. Odksztatcenin (catkowite). Jak juz wspomniano, nalety rozpatrzyé
cztery skladowe odkaztnleenia. W istocie sg to waszystkie mozliwe, réine od zera,
skladowe odksztalcenia w stanie osiowo-symetrycznym. Na rys. 5.2 pokazano te
odksztalcenia i przynalezne im napreZenia.

e ()

‘ Eolta)
. &)

Rys. 5.2. Odksztalcenia i naprezenia w stanie syme-

trii osiowej

Podany ponizej wektor odksztalcenia zawiera skladowe odksztatcenia idefiniuje
je jako funkcje przemieszczeri punktu. ‘Wyrazenia na skladowe sg znane i nie bedy
tutaj wyprowadzane. Interesujacy si¢ ich wyprowadzeniem Czytelnik znajdzie
odpowiedni materiat w podrecznikach teorii sprezystosci [3]. Mamy zatem

£
oz
% o
g, or
=13 (= 5.5
=), u (5-5)
Yrz r
on dv
= o

Stosujac funkeje przemieszczen okreslone za pomocy réwnafi (5-3) i (5-4) mamy

{8} = [B] {6}e = [Bir Bj7 Bm]{a}ey

gdzie
3 oN;
0 (?z1
[Bi] = = 4 o1,
=1y 34 | agr+bitesspr 0] (5-6)

—N;{ 0

7 < b;

oN; oNj;

| oz or |

Poniewaz macierz [B;] zawiera teraz wspdlrzedne i 2, odksztalcenia nic sg
stale wewngtrz elementu jak w przypadku stanu plaskiego. Ta zmiennodé od-
keztalcest dana jest przez wyraz . Jeshi zadane przemicgzczenia wezléw sq takic,

a7



2¢ u jest proporcjonaine do 7, wowezas w istoclo wwzystkie odkeztaleenia stajy sic
stalymi w plaszeaysnie prackroju, Ponlewas jest to jedyny stan przemicszczen
pokrywajacy si¢ z warunkiem statego odksztalcenia, jest oczywiste, ze funkcja
preemicszezefi w tym zakresic spelnia podstawowe warunki podane w rozdz. 2.

5.2.3. Odksztalcenia poczatkowe (odksztalcenia termiczne). Ogdlnie
nalezy rozpatrywaé cztery skladowe wektora odksztalcenia

€20

(e} = {7 7

€90
Yrzo
Aczkolwiek moga one w ogélnym przypadku byé zmienne wewngtrz elementu,
wygodniej bedzie przyjaé, ze odksztalcenia poczatkowe s3 w nim stale. Takie
ralogenie przyjmuje si¢ w przypadku odksztalceft termicznych. Dla materiatu
izotropowego mamy

af®
02
{eo} = 203 (5-8)
0

gdzic 0° jest Srednim przyrostem temperatury dziatajagcym w elemencie, « za$ —
wspélezynnikiem rozszerzalnosci cieplnej.

Ogdlny przypadek anizotropii nie moze by¢ tutaj rozwazany, poniewaz w takich
warunkach nie jest mozliwy stan osiowej symetrii. Przypadkiem majgcym sens
praktyczny jest przypadek materiatu ,,uwarstwionego”, podobnego do rozwaza-
nego w rozdz. 2, w ktérym plaszczyzna izotropii jest normalna do osi symetrii
(rys. 5.3). Tutaj mozliwe s3 dwa wspdlezynniki rozszerzalnoci: jeden o, w kie-
runku osi symetrii i drugi o, w plaszczyZnie do niej prostopadiej. Poczatkowe
odksztalcenia cieplne sg teraz réwne

o, 6¢
r 92
feo} = 1o ge (-9)
0

Praktyczne przypadki takiej anizotropii czesto wystepujg w elementach wyko-
nanych z materialéw uwarstwionych albo widknistych.

Rys. 5.3. Material uwurstwiony osiowo-symetrycznie

88

5.2.4, Macierz sprofystobcl. Macierz spregystodei [D] wig2gen odksztateenin
{r} i napreZenia {¢} w nastgpujacy sposéb

0z

7t = [D]({e}— {e0})

L]
Trz

o} =

ntanowié bedzie przedmiot dalszych rozwazad.

Najpierw rozpatrzymy material anizotropowy ,,uwarstwiony”, gdyz material
izotropowy stanowi jego szczegdlny przypadek.

a. Anizotropowy material uwarstwiony (rys. 5.3). O§ z reprezentuje normalng
do plaszczyzn warstw. Réwnania (4-22), pomijajac dla uproszczenia odksztalcenia
poczatkowe, mozna zapisaé w postaci

& = 0/ Ey—, 0, Ey—v, 09/ B3,
& = —9,0:[E,4-0,[E1—v, 6/ Ey,

t0= —1,0:/Ey—v, 01|yt ool En (5-10)
Yor = Tur| G
(Y2naczajac
E _ 2 _
E2 =n oraz E =m
I rozwigzujac powyzsze wzgledem naprezen otrzymujemy
D= apytd——2mp *
1—v}  m(149:)  w(l-4w) 0 !
n(l—md)  nt+mwi 0
x n(l—mnv3) 0 ¢-11)
(sym) m(14-,) (1—v,—2mv3) |

b. Material izotropowy. Dla tego przypadku podstawiajac E, = E, = E, czyli
w1, % = v, = v, uwzgledniajac zwigzek miedzy £ a G
G _G _ -

1
EE T 2()

oruz podstawiajac go do (5-11) znajdujemy

v k4
1 I—y 1—» 0
_ __E(1—) 1 d 0
D= i i T—» (5-12)
1 0
1—2
(sym) 2(1_,”)—
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8.2.8. Maclerz sztywnodcl, Maciorz to «dln vlomentu 4, §, m motnn wyznaczyé
podobnie jak to wykonano w praypadku rownanin (2-10). Praypominajae, %e
enlka powinna byé brana po objetodei entogo pierdcicnin, znajdujemy

(k) = 22 (B [D[B]rdrds, (5-13)

gdzic [B] dana jest przez (5-6), [D] zas przezs (5-11) lub (5-12) w zaleznosci od
rodzaju materiatu.

Calkowanie nic moze byé wykonane tak prosto, jak to bylo w przypadku pro-
blemu plaskiego, poniewaz [B] zalezy od wspélrzednych. Istnieja dwie mozli-
wosci: pierwsza — catkowanie numeryczne, druga — mnozZenie macierzy i caf-
kowanic wyraz po wyrazie.

Najprostsze przyblizone postgpowanie polega na wyznaczeniu [B] dla $rodka
cigzkosel elementu

7= (ritrtra)f3 . 1 F= (2423

W tym przypadku otrzymujemy po prostu jako pierwsze przyblizenie
[¥] = 2z[BY [D][Bl74, (5-14)

gdzic A jest polem tréjkata.

Bardziej dokladne calkowanie numeryczne nalezy stosowaé dla obliczenia catki
w poszezegélnych punktach tréjkgta. Metody te beds dyskutowane szczegGtowo
w rozdz. 8.

Mozna jednak wykazaé, Ze przy zageszczaniu podziatu calkowanie numeryczne
jest tak dokladne, ze rozwigzanie zmierza do dokladnego [4]. »Jednopunktowe
calkowanie” proponowane tutaj jest wlasnie tego typu, wiadomo bowiem dobrze,
sc objetoéé ciala obrotowego jest dokladnie iloczynem pola przekroju i obwodu
kola zatoczonego przez érodek ciezkosci tego pola. Stosujac omawiane tutaj proste
clementy tréjkatne, drobny podzial nie jest w zadnym przypadku konieczny dla
uzyskania duzej dokladnosci; w wigkszoéci opracowywanych dla praktyki pro-
graméw stosuje sig proste przyblizenie, ktére — co mose jest zaskakujgce — cza-
sem jest gérng granicy catkowania $cistego. Powodem jest obecnosé czlondéw lo-
garytmicznych w doktadnym sformulowaniu. Zawieraja one stosunki typu 75{tm
i jedli clement znajduje si¢ w wigkszej odleglodci od osi obrotu, wyrazy te dazg
do jednosci, a wéwczas wyznaczenie Jogarytmu staje si¢ niedokiadne.

Jedli wymagana jest wieksza dokladno$é, postepuje si¢ zwykle w nastepujacy sposéb.
Juk poprzednio, dzielimy macierz sztywnoéci na odpowiednie podmacierze o wymiarze 2X2

Trrs] = 2§ (BT D1 Byl rdr dz (5-15)

juk to wykonano w (4-28) do (4-30). Na tym etapie dobrze jest podzieli¢ podmacierze [B] ng czgdd
atnly i zmienng, Tauk wiec, dla przykladu, mozemy napisaé

[Bi] = [Bi]-+[Bi) (5-16)

90

wdeio [13] jest wartokely 11] dli drodka clementu (punktu centralnego), Jak podino w (5-14),
nitominat dragi wyrax wyznnezamy juko waringje tej wartodei. Eatwo zauwadyé, 2e molna go
znpisné w postaci

Bl =

omoc

0
0
o | HataRfr—(ait+amli}24. s-17
0.

Podstawiajac powyzsze do (5-15) i pamigtajac, e

§ 1Bi1rdrdz = 0],
fmy

Tors] = [ors)+ B, (5-18)

wdzic pierwszy wyraz jest wiasnie wyrazony przez (5-14), a drugi jest wyrazem korygujgcym,
LAry moZna otrzymaé jak nizej

00
K] 27 [0 01 0 00 -
Kl = s [0 o o o]2r|? 1§ tarterair—Gartensp Gt e
0 0
—(as+es@)fF}rdrda. (5-19)
Jedli zmienne catki zapisaé w skréconej postaci
1
S—-drdz = A1,
¥
2
STdrdz = A1, (5-20)

22
S—drdz =41,
7
(o mozemy uzyskad proste wyrazenie na skladnik korygujacy,

. Dss 0
[k,.‘1=2—7;[0 0] {aras(I;— 1)+ (@ estagey) (I —FF) +eoes (T ~EHM) . (5-21)

Culki J; do I3 mozna okresli¢ explicite w zaleznodci od wspélrzednych wezléw. Ponitaj podine
w) pewne szezegoly tych catkowan, ktére przy pierwszym studiowaniu mogg byé pominigte.

5.2.6. Sily zewnetrzne w wezlach, W przypadku zagadniefi dwuwymiarowych
améwionych w poprzednim rozdziale kwestia wyznaczenia obcigzeri zewngtrznych
byla na tyle prosta, ze nie wymagala komentarzy. Obecnie jednak istotne jest
ustalenie sit zewnetrznych w wezlach tak, aby reprezentowaly one laczny cfckt
wit dziatajacych na calym obwodzie kél, tworzacych ,,wezly” elementu. To wladnie
rustalo uwzglednione juz przy catkowaniu wyrazen dla sztywnosci elementu,
gilzie catkowanie wykonywano na calym obwodzie piercienia.

Jezeli zatem R przedstawia skladows promieniows sily na jednostke dlugofei
uhwodu ,,wezla” o promieniu 7, sita zewngtrzna, ktérg nalezy wprowadzi¢ do
ruchunkuy, jest 2zrR. Podobnie w kierunku osi musimy przyjaé site 2nrZ, aby
praedstawié dziatanie sit réwnolegtych do osi symetrii.
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8.2.7. Sity weztowe od odksztatcess poongthowych, Znéw, stosujye réwnania
(2-9) mamy

{(Fyo= =2 [BI*[D] (v} rdr ds (5-22)
lub po uporzadkowaniu i uwzglednieniu {&} == const
{Fi} = —2({[Br drdz) [D] {co}. (5-23)
Catkowaé nalezy w taki sam sposéb, jaki stosowano przy wyznaczaniu macierzy
sztywnoscei.
Latwo stwierdzié, ze znéw mozna zastosowaé wyrazenie przyblizone
(T} = —2a(BI[D}{s0}74, (5-24)
jednakze z czlonem korygujacym, czyli
(R} = (F)+{F}. (5-25)
Czlon korygujacy jest réwny zeru, poniewaz
(F}} = 2a{{ [Bflrdrds) [D]{eo} = 0,
wyrazenie (5-24) jest zatem $cisle réwne')
(FYeo = —2a[BI*[D] {20} 74. (5-26)

5.2.8. Rozlozone sily masowe. Sily te, takie jak sila cigzkosci (jesli dziata
wzdluz osi 2), sila odérodkowa w obracajacych si¢ elementach maszyn, cisnienie
w porach (w przypadku cial porowatych) czesto wystepuja w zagadnieniach
osiowo-symetrycznych. Oznaczmy te sily przez

r=1) &-27)

na jednostke objetodci materialu odpowiednio w kierunkach 7 lub 2. Z réwnania
(2-9) mamy wektor

T
{F}s = —ZnS[N] 7 rdrdz
lub jego sktadowe

(£}, = —2a {;}N,rdrdz (5-28)

1) Sily od napreen poczgtkowych mozna wyznaczaé w taki sam sposb.

02

Odnoszge poczgtek uklndu do drodka elementu, juk w p. 4.2.7, latwo zuwaryd,
Zc pierwsze prayblidenic w preypadku stalych sit masowych prowadzi do wyri-
#enia

Filo= (i} = (Fu}y = —2n{§}7d/3. (5-29)

Chociaz nie jest to wyrazenie Scisle, okazuje sig, ze blad maleje przy zmnicjaza-
niu bokéw elementu, a ponadto sily te wzajemnie sie réwnowazg; dlatego nic
powodujg wickszych niescistosei. Oczywiscie, mozliwe jest tutaj catkowanie §cisle.

Jedli sily masowe s3 potencjalnymi, to podobnie jak w p- 429

- 9 __ 9
R= 5 Z = — (5-30)
i jesli potencjal jest okreslony liniowo poprzez jego wartosci w wezlach, mozna
uzyC wyrazenia podobnego do (4-40), uzyskujac taki sam stopienn przyblizenia.

W wielu zastosowaniach sily masowe zmieniaja sie proporcjonalnie do r. Na
preyklad dla sit odérodkowych w czedciach wirujacych

R = w?gr, (5-31)

gdzie: o — predkodé katowa, ¢ — gestosé masy obracajacego sie elementu.
W tym przypadku przyblizenie wskazane w (5-29) zawodzi i najlepiej jest
przeprowadzié catkowanie w sposéb $cisly.

5.2.9. Wyznaczanie naprezen. Teraz naprezenia zmieniajg si¢ w calym cle-
mencie, jak to wynika z (5-5) 1 (5-6). Dogodnie jest wyznaczyé najpierw napre-
#enia érednie w ,,$rodku” elementu. Macierz naprezeri wynikajaca z (5-6) i (2-3)
jest teraz

{0} = [DIB] {8}~ [D]{},

Stwierdzono, Ze zachodzi pewna oscylacja wartodci naprezen w elementuch
vbicgajacych sie w wezle, totez lepsze przyblizenie otrzymuje sig poprzez okresln-
nic srednich wartosci naprezed weztowych.

§.3. Kilka przykladéw rozwigzan

Rozwigzanie problemu walca pod stalym osiowym lub promieniowym cignienicm
va pomocg metody elementéw skoriczonych wskazuje w istocie, ze otrzymana
wyniki odpowiadaja $cistym. Jest to naturalnym skutkiem zatozenia funkcji prre-
mieszczen spelniajgcych warunki statych odksztalces.

Przykladem zagadnienia, dla ktérego otrzymano rozwigzanie $ciste i w ktdrym
nchodzi prawie lini owy gradient naprezen, jest zagadnienie kuli poddanej cidnic-
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04 ohrott nju wewngtrznemu, Rysunek 5.4 przedstawia napregenia dodrodkowe, otraymane
przy rzastosowaniu raczej rzadkicj siatki; musza zatem w tym rozwigzaniu wyste-
powaé odchylenia od wartosci Scistych (odchylenia te stajg sie wyraZniejsze pray
wigkszych wartoéciach wspétezynnika Poissona, chociaz rozwigzanie dciste od
nicgo nie zalezy). Na rysunkach 5.4b i 5.4¢c pokazano znacznie lepsze przyblizenic

e otrzymane przy okreslaniu wartosci érednich w wezlach.
» Dobra zgodnosé z rozwigzaniem $cistym, nawet przy dosé rzadkiej siatce po-
dzial, wskazuje na mozliwoéé uzyskania duzej dokladnosci w stosowanej meto-
dzie. Wartodci przemieszczenn w wezlach, poréwnane z wartodciami $cislymi,
pokazano na rys. 5.5.

Na rysunku 5.6 pokazano rozklad naprezen cieplnych dla tej samej kuli dla
ustalonego stanu zmiany temperatury. Zndéw mozna zauwazyé dobrg zgodnodé
v rozwigzaniem Scistym.

Lisnienie
x(b)  jegnostkowe
o (6)

o -10
Napredenie w przekroju A-4

Ryn, 5.4. NapreZenia w kuli poddanej cidnieniu wewnetrznemu (wspéi-
czynnik Poissona v = 0,3): a) siatka tréjkatna — wartoéci w $rodkach
olementu, b) siatka tréjkatna — wartosci w wezlach, ¢) siatka czworo-
buesnn otrzymana przez uérednienie przyleglych tréjkatéw

5.4. Zastosowania praktyczne

Ponizej przedstawiono dwa przykiady zastosowania metody elementéw skoticzo-
nych do programéw shuigcych do wyznaczania naprezen w ukladach osiowo-sy-
metrycznych.

a. Spresony zelbetowy zbiornik cisnieniowy reaktora. Rysunek 5.7 przedstu-
wia rozklad naprezeri w stosunkowo prostym typie zbiornika ciénieniowego.

LT o

£30 wantosc obliczona
634 wartose Scisly

Rys. 5.5. Przemieszczenia wewnegtrznej i ze-
wnetrznej powierzchni kuli pod obciazeniem
podanym na rys. 5.4

Ql

Skala noprezen

o
) 100°\¢ Gt (strzalki-roztigganie)
100
200
[T} ¢ G’
o -50
- 400 G 4-100 -
-6 ;! Rys. 5.6. Stacjonarny przeplyw ciepla w kuli;
P L temperatura zeymetrzna 0°C,' wewm;tx"zna Rys. 5.7. Zbiornik cinieniowy reaktora: a) siatka czworoboczna, uzyta do obliczen;
¢ soisle 100°C: a) $rednie z caworobokéw, b) zmiany byla ona generowana automatycznie w maszynie cyfrowej, b) obraz napresett wywoli-
: A Srednio 2 Irdfkeatéw temperatury i naprezenia w przekroju pro-

nych réwnomiernym cignieniem wewnetrznym p (wykonany przez automat kredlpey);

o  Srednia z caworobokaw micniowym rozwigzanie oparto na érednich z caworobokéw; wepdtezynnik Poissona v = 0,15
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s symmteré
L—_ T 7

Wurstwica zerowa
pokrgwa sie 2 breegem,

Rys. 5.8. Naprezenia termiczne spowodowane stacjo-
nurnym przeplywem ciepla w zbiorniku ciénieniowym
renktora; izobary wickszego naprezenia gléwnego po-
duno w kGfem? (temperatura wewngtrzna 400°C, ze-
wnetrzna 0°C, a = 5-10-6/°C, E = 1.81.10° kG/em?,
» 0,15

Wskutck symetrii analizowana byta tylko polowa zbiornika; przedstawione wyniki
dotyczg skladowych naprezenia wywolanego ci$nieniem wewnetrznym. Podobne
wyniki, wywolane efektem dziatania kabli sprezajacych, tatwo uzyska¢ podstawia-
jac odpowiednie obcigzenia wezlow.

Na rysunku 5.8 pokazano trajektorie naprezed gléwnych (wickszych) wywolane
dzialaniem temperatury. Stan temperatury dany jest przez stacjonarny przeplyw
ciepla; obliczenia wykonano w sposéb opisany w rozdz. 10.

b. Fundament na palach w gruncie wwarstwionym. Na rysunku 5.9 pokazano
rozklad naprezen wokét pala fundamentowego przechodzgcego przez dwie rézne
warstwy. Ta niejednorodnosé nie przedstawia tfudnosci i problem rozwigzywany
jestza pomocg programu standardowego.

5.5. Obciazenie niesymetryczne

Opisana w niniejszym rozdziale metoda moze by¢ rozciggnigta na przypadek
obcigzenia niesymetrycznego. Jezeli obcigzenie obwodu moze byé przedstawione
w postaci szeregu harmonicznego, wéwczas zawsze mozna ograniczyé rozwazanie
do sckeji osiowej, aczkolwiek liczba stopni swobody wzrasta teraz do trzech.

Pewne szczegly tego postepowania opisane bedg w rozdz. 12. Pelny opis po-
stgpowania znajduje si¢ w [5].
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p=735m Ton

a)
£ dia pala « 500
<ls —g 2 v dla pola = 025
| | D S
i~ | g
a ~
} o Promien pala « 46
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D 0369 R6E8m
EVI N s
1 Skofo dlugoeser

Podzial no elementy skoriczone

b)

Scisle rozwigzanie zadania Boussinesqa
Razwigzanie zadonia Boussinesga w

a
elementach skorczonych = :E&

—=<=— Rowigzanie zagadnienia pala w !
elementach skorczonych EIZZZ

0153456 I5m
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Skala dlugosel
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Rys. 5.9. Pal w podloiu uwarstwionym: a) siatka nieregularna i dane do
obliczeri, b) wykresy napresefi pionowych w przekrojach poziomych; dliu
poréwnania wrysowano takie wyniki rozwi i ish wg B frerq
przy Ey = E, = Epaa oraz wyniki rozwigzania dania Boussi m po-
mocy elementéw skoficzonych
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6. Analiza tréjwymiarowego
stanu naprezen

6.1. Wstep

‘Tréjwymiarowy stan napreze wystgpuje bodaj we wszystkich praktycznych
preypadkach, chociaz w niektérych z nich mozna zastosowaé takie Iub inne przy-
blizenie dwuwymiarowe, prowadzace do prawie réwnorzednego, lecz bardzicj o«
konomicznego rachunku.

Najprostszym plaskim elementem w kontinuum dwuwymiarowym jest tréjkgt.
W przestrzeni tréjwymiarowej odpowiada mu czworoscian, tj. element o czterech
wezlach; zajmiemy sig zatem zasadniczymi sformulowaniami dla takiego elementu,
Réwnoczesnie wykazane zostana trudnosci, ktérych nie brano poprzednio pod
uwage. Jedna z nich jest porzadek numeracji wezléw, bedacy w istocie zagadnie-
nicm wiasciwego opisu ciala, podzielonego na takie elementy.

Pierwsza sugestia co do stosowania tetraedrycznych elementéw pochodzi od
Gallaghera i in. [1] i Melosha [2]. Argyris [3], [4] rozwinat ten temat dalej, Rashid
|5] za$ pokazal, ze przy uzyciu najwigkszych 6wezesnych maszyn cyfrowych tukis
sformutowanie mozna bylo zawsze stosowaé do probleméw praktycznych,

7% powyzszego wynika od razu fakt, ze liczba prostych elementéw tetraedrycy-
nych, ktéra nalezy zastosowaé dla uzyskania rozwigzania z dostateczng praktycznio
dokladnoécig, musi byé bardzo wielka. Prowadzi to oczywiscie w zagadnieniach
praktycznych do ukladéw bardzo wielu réwnad, co oznacza powazne ograniczenin
przy stosowaniu metody w praktyce. Réwniez szerokosé pasma w macierzy ukladu
réwnati staje si¢ duza, co stawia powazne wymagania odno$nie do pojemnodci
pamigei maszyny.

Aby uswiadomié¢ sobic rzad wielkoéci przedstawianego problemu, zalé2my,
¢ chcemy mie¢ przy rozwigzywaniu dwuwymiarowych zagadnied za pomocg
trijkatéw taky samg dokladnosé jak w problemach tréjwymiarowych. Dla uzy-
skinia poprawnego wyznaczenia naprezefi w dwuwymiarowym obszarze niech
hdzie niezbedna siatka 20 % 20 = 400 weztéw. Catkowita liczba réwnat w ukladzie
wynosi w takim przypadku ok. 800 (zakladajgc dwie skladowe przemieszczenia
w wedle). Jest to przyklad dogé realistyczny. Szerokoéé pasma macierzy zawiern
20 punktéw (patrz rozdziat o obliczeniach), czyli 40 zmiennych.

W réwnowaznym zagadnieniu tréjwymiarowym mamy do czynienia z 20 X 20 X

.
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x20 8000 wezldw. Culkowita lexba rdwnad jest teraz okolo 24 000, juko #e
kazde przemieszezenic ma trzy sklndowe, Dalej, wacrokodé pasma macierzy zawicta
ternz 20X 20 = 400 punktéw, czyli 1200 zniennych.

Zukladajyc, e przy stosowanych obecnie metodach obliczen obcigzenie maszyny
jest mniej wiecej proporcjonalne do liczby réwnan i do kwadratu szerokosci pasma,
mozna oszacowaé rzad wielkoéci problemu. Nic mozna si¢ wiec dziwié temu, ze
wysitek badaczy w kierunku zwigkszenia dokladnosci przez stosowanie bardziej
dogodnych ksztaltéw elementéw byl najwigkszy wiasnie w zagadnieniach trdj-
wymiarowych, Praktyczne stosowanie takich elementéw bedzie opisane w nastep-
nych rozdziatach.

‘I'ym niemniej tres¢ niniejszego rozdziatu wynikajaca bezposrednio z poprzed-
nich rozwigzan daje wszelkie niezbedne podstawy do formulowania tréjwymia-
rowych zagadnien sprezystych. Przejicie z elementéw prostych na bardziej zto-
zone bedzie po jego przestudiowaniu bardziej oczywiste.

6.2, Charakterystyki elementu czworo§ciennego

6.2.1. Funkcje przemieszczen., Rysunek 6.1 przedstawia element czworo-
dcienny 4,7, m,p w przestrzeni okreslonej wspéhrzednymi x, y, 2. Stan prze-
micszezeri dowolnego punktu okreélajg trzy skladowe u, v i w odpowiednio
w kicrunkach x, ¥ 1 2. Mamy zatem
u
(fi=Tlo 6-1)
w
‘I'ak samo jak w plaskim trdjkgcie, gdzie liniowa zmiana wielkoéci byta okre-
dlana przez jej trzy wartosci wezlowe, tutaj liniowa zmiana bedzie okredlana przez
cutery wartosci weztowe. Analogicznie wige do (4-3) mozna np. napisaé

%= ot opx-toayt-aaz. (6-2)
Whprowadzajgc przemieszczenia wezlowe otrzymujemy cztery réwnania typu
= atowtasyitoaz  itd, (6-3)

2 ktérych dadza sie okredlié stale o, do a,.

Rys. 6.1. Element czworoécienny (nalezy przestrze-
gaé konsekwentnie porzadku numerowania, np.
zaczynajge od p numerowaé dalsze wezlty w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara
tj. pijm)

100

Dalej mozna napliué to rozwigzanie w postaci podobnej do (4-5) stosujgc
forme wyznacznikows, tj. .

1
u= 'W‘{(ai’Fb1x+€iy+diz)ui+ (@b, %+4¢;y+d)z)uy-

A (@b Ay~ A B - (ap—[—b,,x—l—cpy-l—d,,z)u,,} , (6-4)

gdzie: V — objetosé czworofcianu wyrazajaca sie wyznacznikiem czwartego
rz¢du, za$ a;, by, ¢;, d;— wielkoéci bedace minorami tego wyznacznika, Wszyst-
kic je mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb

1 Yo%

— det|} Y &
6V~det1 o y:n Z.Jn (6-5u)

i
11 %y, 2

R

X Y %
a=det %, Vp 2
Xp Vp R
Loy
b,‘ = —det{l Ym  Zm
Ly %
6-51
E A (6-5b)
g=det |x, 1 =,
% 1 =z
& ¥ 1 ]
di= —deti®, y, 1|
x yp 1]

PPozostale wartodcl otrzymuje sie przez cykliczng zamiang indekséw p, 7, j, m.
Porzadek numerdw wezléw p, 7, J, m musi byé przyjety zgodnie z regulg prawej

- #eki (rys. 6.1). Gdy patrzymy na ostatni numer, pierwsze trzy wezly numerowane

#i) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara,
Przemieszczenie elementu zdefiniowane Jest przez dwanadcie skladowych
w wezlach

S
4 “f
B =11 gdzie {8} =jo; itd. (6-6)
5 b
f4

Stosujgc uZyte juz poprzednio oznaczenia mozemy zapisaé przemicszczenie
w dowolnym punkcie jako

{f} = [N}, IN}, IN,, IN;]{8}", {6-7)

'YIth



gizic wiclkodei skalarne Nj zdefinfowano sy nustepujyeo
Ni- (o b ey | dfo) itd, (6-8)

1 748 jest macierzg jednostkowg 3x 3. R
'Takie funkcje przemieszczedi czynig zndw zado$é wymaganiu cigglosei prze-

micszezes na plaszezyznach zetknigcia si¢ réznych elementow. 'Fakt ten stoi

w hezposrednim zwigzku z zatozonym liniowym charakterem zmian przemiesz-

czen.

6.2.2. Macierz odksztalcen. Szes¢ skladowych odksztalcex}ia. ?kreélonych .jest
wedlug liniowej teorii odksztatceri. Macierz odksztatceri definiujemy teraz jako

u
o
Lid
fe ] %
B
e | 2 6-9
{E}ziyﬂi_ s ©6-9)
1 Vyz —%/_ ax
(=) v | ow
=y
dw | Ou
ox 0%

zgodnie z oznaczeniami przyjetymi np. w teorii sprezystosci Timoshenki. Stosujac
réwnania (6-4)--(6-7) latwo sprawdzi¢, ze

{e} = [BI{8}° = [Bi, By, Bu, Bs] {8} (6-10)
pdzie )
" ON;
i 0
dx 0
aN;
RALN ) o o
0 % B 10 10
aN; 0 i i 0
oY T 110 10 1 & 6-11)
(Bl = T R B (
B O ) A 6Vle ik 0
oy ox 0 id G
o N NG 4 0 b
oz oy
aNg M
| 0% ox |

. s s .
pozostale zad macicrze otrzymuje sig W podobny spos6b przez zamiang indeks

.Y

Odksztalcenin pocvytkowe, jak np. odkeztalcenie spowodowane zminng tems
peratury, moZna zapisaé w postaci wektora o szedciu wepdlrzednych (dla materinlu
izotropowego)

“gzi (6-12)
0
o)

gdzie: o — wspélezynnik rozszerzalnoéci, 6°— éredni przyrost temperatury
w elemencie.

6.2.3. Macierz sprezysto§ci. W przypadku catkowitej anizotropii macierz [1))
wigzgca sze$é skladowych naprezenia i sze$é skladowych odksztalcenia moze
zawiera¢ 21 niezaleznych stalych (por. p. 4.2.4).

Ogolnie zatem

B

{o} =\ o

Txy
I -

Tzx

Aczkolwiek obliczenie w przypadku takich materialéw nie sprawia zasadniczych

trudnosci, wygodniej jest oprzeé rozwazania na materiale izotropowym. Stosujyc
rnane stale sprezystosci: E (modut Younga) i » (wspélczynnik Poissona), mumy

|
}
i= [D1({e}—{z0}). (6-13)

(1 91— sf(l—s) O 0 0
1 Y(1—s) 0O 0 0
1 0 0 0
1—2
= B | (sym) g(l_v; 0 0
1) (1—2) 12
=)
(1—2»)
- 2(1—)
(6-14)

6.2.4. Macierze sztywnoSci, naprezen i obcigzen. Macierz sztywnodci, zdce
finiowana ogdlnie przez réwnanie (2-10), moze byé latwo scatkowana, poniewans
sktadowe odksztalcenia i naprezenia sg stale wewnatrz clementu.
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Ogdlny clement Ay, maciorzy wrtywnokel deliniuje sig juko podinacierz wymiaru
Ix3
[k LBLTONBIY, (6-15)

gdzic V oznacza objetosé czworogcianu.
Wektor sit wezlowych wywolanych poczgtkowym odksztalceniem jest podobnie

jak (4-31)

{Fle, = —[BI"[Dl{20}V, (6-16)
natomiast jego skfadowe okreslone sa nastepujaco’)

{Fi}ey = —[BY[D]{e0}V

Podobiefistwo miedzy wyrazeniami i wynikami podanymi tutaj a przytoczonymi
w rozdz. 4 jest tak znaczne, Ze nie sg potrzebne dalsze szczegblowe wywody.
Czytelnik potrafi, powtarzajac dokladnie rozumowanie z rozdz. 4, znaleZé bez
trudnoéci inne sformulowania, niezbedne do obliczesi na maszynie.

Sily rozlozone mogg znéw byé¢ wyrazone poprzez skladowe X, Y i Z lub tez
w postaci funkcji potencjatu. Nic teZ dziwnego, e jedli sity masowe sg state, skia-
dowe wypadkowej sit masowych rozkladaja sig [por. (4-4)] na cztery réwne czgdei.

6.3. Elementy o o$miu weztach

Podviat przestrzeni na pojedyncze czworosciany powoduje czasem zaciemnienie
obrazu siatki i moze latwo prowadzi¢ do omylek przy numerowaniu wezléw
itd. Bardziej dogodny podzial to podziat przestrzeni na bloki w postaci podobnej
do cegiel. Rozcinajge cialo tréjwymiarowe przekrojami réwnoleglymi moina je
narysowa¢ i dzielae kazdy z nich na czworosciany mozna uzyskaé systematyczng
metode definiowania elementéw, jak na rys. 6.2

Rys. 6.2. Podzial obiektu tréjwymiarowego na elementy sze-
écienne (cegietki)

"'akie bloki moga byé skadane automatycznie z poszczegdlnych czworo$cianéw;
proces zaé tworzenia czworoécianéw prowadzi do prostego programu logicznego.
Na prezyklad na rys. 6.3 pokazano jak taki typowy blok mozna podzieli¢ na 5
czworodcianéw dwoma i tylko dwoma réznymi sposobami. Istotnie, przy usred-

nianiu tych dwu sposobéw podziatu mozna uzyskaé niewielkie polepszenie do- «

') Skladowe od napreen poczgtkowych otrzymuje si¢ w podobny sposéb.
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Rys. 6.3. Zlozony element o oémiu wezlach: a) jego dalszy podzial na pie¢ czworodcianéw, b) od-
tienny podziat na czworosciany

Rys. 6.4. Podzial elementu o o$miu narozach
nn sze$é czworosciandw

kladnosci. Naprezenia érednie z poszczegélnych elementéw mozna przyjgé juko
dostatecznie dobre dla calego bloku.

Na rysunku 6.4 pokazano inny alternatywny podzial na sze$¢ elementéw
czworoéciennych. Oczywiscie, w tym przypadku liczba mozliwodci jest bardzo
duza.

W dalszych rozdzialach bedzie wykazane, jak podzial na takie podstawowe
bloki mozna bardzo skutecznie wykorzystaé przy zlozonych typach elementdw.

6.4. Przyklady i uwagi koncowe

Prostym, dobrze ilustrujgcym zagadnienie przykladem zastosowania podziatu
na clementy czworoécienne jest przykliad pokazany na rys. 6.5 i 6.6. Jest to dobrze
ynane zadanie Boussinesqga dla pélprzestrzeni sprezystej obcigzonej pionowg sily
skupiong. Pélprzestrzern zastapiono obszarem sze$ciennym. Wykorzystujgc sy-
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metrig zredukowano wyminry zadunin; warunkl breegowe zadano jak na rys.
0.5 [11]. Juko zerowe przyjeto pracmiewsezenin w skoficzonej odleglodei od sity.
7, tego powodu wprowadzono poprawki przed wykonaniem pokazanych na rys.
6.6 wykreséw. Poréwnanie zaréwno napreden jak i przemieszezens wskazuje na
dobre preyblizenie, chociaz podzial byl doé¢ rzadki. Jednakze nawet ten prosty

[3]; geometria i niektére wyniki

|
-
i]
Warunki brzegowe
u=v=w=0na ABCD Rys. 6.5. Zadanie Boussinesga jeko przyklad 3
I;:g gg ﬁlzg} symefria zast.osowania tréjwymiarowego okreslenia na- g
pozosiale brzegi swobodne prezet |
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problem wymagal rozwigzania ad 37% rownut, Burdziej zlozone zagadnienia
rozwigzane za pomocq prostych czworokelundw podane sg w pracach [5] i {11].
Na rys. 6.7, wykonanym wg pierwsze] # tych prac, przedstawiono obliczenie
grubosciennego zbiornika ciénieniowego. Przy tym obliczeniu uwzgledniono
blisko 10 000 stopni swobody. W rozdziale 9 bedzie pokazane jak w podobnym
sadaniu mozna stosujac zlozone elementy wykonaé dostatecznic dokiadne obli-
czenia przy znacznie mniejszej liczbie stopni swobody.
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7. Funkcje ksztaltu elementéw
— pewne uogoélnienia

7.1. Wstep

W trzech poprzednich rozdzialach przedstawiono jak mozna formulowaé i roz-
wigzywaé niektére problemy sprezystosci przy uzyciu elementéw o najprostszych
ksztaltach. Aczkolwiek rachunek szczegdtowy opieral sig na funkcjach ksztaitu,
odniesionych do tréjkatéw i czworosciandw, jest oczywiste, ze réwnie dobrze
mozna stosowaé elementy o innych ksztaltach. Istotnie, gdy tylko zostanie okre-
Slony ksztalt elementu i odpowiadajgca mu funkcja, dalsze operacje sg dokonywa-
ne wedlug standardowego, dokladnie okreslonego schematu i mozna je powierzy¢
rachmistrzowi, nawet nie obeznanemu z merytorycznymi aspektami zagadnienia.
Dalej bedzie pokazane, ze istotnie mozliwe jest ukiadanie programu na maszyng
dla szerokiego wachlarza probleméw, jesli tylko zdefiniowana zostanie funkcja
ksztaltu. Wybdr jednak tej funkcji jest zadaniem, do ktérego niezbedna jest
inwencja twércza. W niniejszym rozdziale przedstawione zostang pewne zasady
tworzenia niektérych rodzin jedno-, dwu- i tréjwymiarowych elementdw.

W zagadnieniach spreZystosci przedstawionych w rozdzialach 4, 5 i 6 przc-
mieszczenie bylo wektorem o dwu lub trzech skladowych, a funkcje ksztaltu za-
pisane byly w postaci macierzowej. Byly one jednak wyprowadzane dla kazdcj
skladowej. oddzielnie i w istocie wyrazenie macierzowe powstawalo poprzez
mnozenie funkcji skalarnej przez macierz jednostkows, np. réwnania 4-7),
(5-3) i (6-7). Skupimy wiec tutaj uwage na skalarnych funkcjach ksztaltu, opu-
waczajac znaczek prim i zapisujgc je po prostu jako N;.

Funkcje ksztaltu stosowane w sformulowaniu przemieszczeniowym probleméw
sprezystosci byly takie, ze spelnialy kryteria podane w rozdz. 2 i 3:

a) pomigdzy elementami nalezy zachowa¢ tylko cigglod¢ przemieszczen linio-
wych (tzn. nie wymaga si¢ ciggloéci pochodnych),

b) mozliwa jest dowolna posta¢ liniowa funkcji dobrana tak, aby bylo spelnione
kryterium statego odksztalcenia (stalej pierwszej pochodnej).

Funkeje ksztattu opisane w niniejszym rozdziale beda spelnia¢ tylko te dwa
kryteria. Beda wiec one przydatne do rozwigzywania zaréwno tych zagadnies,
ktére byly oméwione w poprzednich rozdzialach, jak i innych, dia ktérych wy-
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wturczy tylko te kryterin, Nu preyklnd wezysthie problemy podane w rozdz. .15
mosna rozwigzad za pomocq takich funke]l, Intotnie, sy one przydatnc: do rozwig-
zywanin wezelkich zagadnies, w ktdrych funkejonal g (por. rozdz. 3) jest okreslo-
ny tylko przez picrwsze pochodne. ) ) . . )

Omawiane rodziny elementéw bedg stopniowo mieé coraz. wickszg liczbe stopni
swobody. Powstaje kwestia, do jakich granic zwiglfszc.me liczby tych,stopm ma
sens ekonomiczny. OdpowiedZ nie jest latwa, c'hOCfai Jakq za.sadQ ogodlna mozna
prayjat, ze przy wzrocie rzedu elementu calkowmf liczba niewiadomych moze by¢
zmnicjszona przy utrzymaniu zadanej dokl:ild‘noécL Jednak ze 'w.zglegdu na ekonf).-
micznos¢ wymagana jest redukeja catkowitej hcz.by danycfh ?vgscmwych 1 operacji,
1 to nie nastepuje automatycznie wraz z redukcjg catkowitej liczby meW!adf)mych,
gdyz — chociaz czas rozwigzania moze by zredukowany — wzrasta czas niezbed-
ny do opisu elementu.

7.2. Elementy dwuwymiarowe

7.2.1. Elementy prostokatne — rozwazZania wstepne. Koncepcyjni.e naj-
prostsza postacig elementu jest prostokat o l?okach réw?ole.glych do osi x iy
(szczegélnie gdy Coytelnik przyzwyczajony jest do myslenia w kartezjafiskim
ukiadzie wspéirzednych). Rozpatrzmy np. prostoka‘t. pokaza.ny na rys. 7.1, o pun-
ktach wezlowych od 1 do 8, w ktérych wartosei nieznanej funkc_]l)qﬁ. tworza ze-
spét parametréw elementu. Jak mozna okresli¢ funkcje ksztaltu wiadciwg dla tego

clementu?

S o w o

A W N o~

—————— Rys. 7.1. Element prostokatny

Zalézmy najpierw, ze funkcja ta wyrazona jest w postaci wit,tlon}iz}nu od ® iy
Aby zapewnié ciaglosé funkcji miedzy elementami, wzd{‘u'z gbrnej i dolnej. kra-
wedzi elementu zmiennoéé funkcji musi byé liniowa. Istniejg dwa p.}ll-’lkty migdzy
clementami lezacymi powyzej lub ponizej, w ktérych wartoéé.ftlmkql ]est ta sama,
a poniewaz dwa punkty wyznaczajg jednoznacznie funkcje liniows, i identycz-
no$¢ dla elementéw polaczonych wzdhuz tych krawedzi jest zapewniona. Z tego
faktu czyniliémy juz uzytek przy okreélaniu liniowych wyrazed dla ‘tro!kqta.

Podobnie, jesli zalozymy zmiennosé szedcienng ch.llu'z Ifrz}w.gdzv:x plonowycl'],
cigglo§¢ bedzie zapewniona, jako Ze catery w‘artoém definiuja Jed-noznaczme
funkcje szescienng. Warunki wigc dla spelnienia pierwszego kryterium mamy
gotowe.
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Aby zapewnié istnienle dowolnych wartodei pierwazej pochodnej, potrzeba
tylko zachowaé wazystkic stale wyrazéw liniowych.

Ostatecznie wige, poniewaz tylko osiem punktéw ma jednoznacznie okreslié
naszg funkcje, wystarczy tylko osiem wspélezynnikéw stalych; mozemy zatem
napisaé

¢ = aytautag Yt dary+asy?+oexy? 4 or P g ay (7-1)

Doboru wyrazéw wielomianu mozna na ogét dokonaé w sposéb jednoznaczny
poprzez pozostawienie wyrazéw o najnizszych potegach, aczkolwiek w rozwie
anym przypadku nie jest to konieczne!). Czytelnik latwo sprawdzi, ze wszystkio
wymagania s3 przy takim wyborze spetnione.

Podstawiajac wspélrzedne poszczegdlnych wezléw otrzymamy jednoznaczny
uklad réwnari do rozwigzania. Mozna to zapisaé dokladnie w taki sam sposéh,
jak to podano dla tréjkata (por. réwnanie 4-4)

b L #, yis 20y, 93, 2093, 98, %093 (e
T = e, itde oo, : (7-2)
¢ Us
ulbo proéciej jako
{¢} =ICl{a}, (7-3)
li‘ormalnie mamy wiec
{a} = [CT {s), (7-4)
# wige réwnanie (7-1) mozemy zapisaé jako
¢ = [Pl{a} = [PICT {¢}*, (7-5)
Kelvie
[P]1= [1 %5, 8y, 5% xyz’ysyxys]_ (7-6)
T'uk wiec funkcje ksztaltu dla elementu, okreglone przez
¢=[N]{¢}e:[NI’NZ"“:NE]{QI’}E’ (7-7)
mozna znalezé z wyrazeh
(V] = [PICT. (7-8)

P'roces ten, czgsto stosowany w praktyce jako wymagajacy najmniej pomysto-
woikci, ma jednak dostrzegalne niedogodno$ci. Czasem np. moze nie istnieé 2]
wdwrotno$é macierzy [C]; ponadto zaé zawsze wystepuja trudnodci rachunkowe
prey znajdywaniu odwrotnodci macierzy o wyrazach ogélnych, nadajgcej si¢ do
knidcj geometrii elementu. Z tego powodu warto rozpatrzyé, w jaki sposdb mozna
smlez¢ funkcje ksztaltu N;(x, y) bezposrednio. Zanim to pokazemy, wymicmy
kilka ogdlnych wiasnosci tych funkdji.

") Poxostawienie wyrazéw o wyzszyct h z pominieciem ¢
i $¢ ta nadal pozostaje [1].

v zZ6W 0 Wy pote
prowadzi do gorszej zb. §

g go z niZszych z reguly
hocias oh:os
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Rozpatrzenie zwigzku, definfujgeego (7-7), njuwnin od razu pewne withne j?gu
cechy, Po pierwaze, poniewns wyrndonio to wuine jest dla dowolnych {p}*, jest
zatem N, = 1 w wegle § oz Np 0 we wazystkich pozostatych vo{qzh}ch. P(?
drugie, zasadnicza postaé smiennodei wadlu brzegéw dla zapewnienia cigglodei
(np. liniowo w kierunku x i szedeiennle w kicrunln'l. ¥ w rozwazanym pfzyk’(a-
dzie) musi byé zachowana. Typowa postaé funkeji ksztaltu dla rozwazanych
clementéw jest zilustrowana izometrycznie na rys. 7.2 przez dwa 'typ(?VYe qul}r:
Jasne, %e moina to zapisa¢ bezposrednio jako iloczyn odpf)wtec..ime_] funkcji
liniowej wzgledem x przez szedcienng wzgledem y. Latw? rozwigzanie tego przy-
kladu nie jest zawsze oczywiste, lecz — przy odpowiedmej. 'prostoc1e wyrazen —
zawsze pozadane jest bezposrednie wyprowadzenie funkcji ksztaltu.

W dalszych rozwazaniach celowe bedzie wprowadzenie wspdlrzednych znor-
malizowanych. Wspélrzedne takie pokazano na rys. 7.3; s3 one tak dobrane, aby
boki prostokata mialy wartosci 41

&= (x—x)a, dE= dx|a;
n=(y—yb, dn=dyfb.

Jezeli funkeje ksztaltu podane sg we wspélrzgdnychvznormalizowar.xy'ch, to
zamiana na wspélrzedne zwyczajne albo transformacja réznych wyraZen, np.
przy wyprowadzeniu sztywnosci, jest bardzo prosta.

(7-9)

Rys. 7.2. Funkcje ksztaltu dla elementu z rys. 7.1

¢ a a
7=/
f
7 <
‘I\ L
== —t
! £y
=
7=
B x
Rys. 7.3. Wapblrzedne znormalizowane dla prosto-
kqta
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7.2.2. Elementy prowtokgtne — rodzina serendipowska. Najdogodniej zwykle
uzalezniaé funkeje od waurtodet w wezlach umieszezonych na brzegach elementu.
Rozwaimy np. pierwsze trzy clementy na rys. 7.4. W kazdym z nich stopniowo
rosnaca i jednakowa liczba wezléw umieszczona jest na ich brzegach. Zmien-
no$é funkeji w narozach dla zapewnienia ciagloéci jest liniowa, paraboliczna lub
szedcienna, w zaleznosci od liczby weztéw.

a) p=t/ b)

& ey s

g 7 9

Rys. 7.4, Prostokaty o wezlach na brzegach;
rodzina serendipowska: a) liniowa, b) kwa- @
dratowa, ¢) szeScienna, d) czwartego stopnia

Aby uzyska¢ funkcje ksztattu dla pierwszego elementu, zauwazmy, ze iloczyn
1
T EHD @+ (7-10)

daje jedynke w prawym gérnym rogu, gdzie &= 5 =1 i zero we wszystkich
pozostatych, Ponadto zachodzi liniowa zmienno$é funkeji ksztaltu na wszystkich
bokach, ciaglo$é zatem jest zapewniona.

Wprowadzajac nowe zmienne

£o = £&, o = N (7'“)

wyraZeniem
1
Ni =7 (14-£0) (1470) (7-12)

mozna zapisaé wszystkie funkcje ksztaltu w jednolity sposéb. Poniewaz liniowa
kombinacja takich funkcji ksztaltu pozwala na dowolng zmienno$é liniows,
tym samym drugie kryterium zbieznosci jest spelnione (por. p. 7.1 b).

Weszystkie niezb¢dne kryteria dla kwadratowej i szesciennej postaci spelniajy
nastepujace funkcje:

Kwadratowa zmienno$é wzdlus bokdw element

Wezly narozne

N = - (14-£0) (1-70) (b0 mo—1). (7-13)

Wezly posrednie

&= 0, N; =”;‘(1_‘52)(1+7]°)’

1
=10, Ni= 5 (1+ &) (1—7).
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Zmiennodd swelcienna
Wezly narodne

N =y (11-80) (L)L 101 9(88 7)) (7-14)

Wezly posrednie
&=+l

1
77!*:1:’3—

Ni= (1 &0) (1-27) (14970,

przy czym pozostale wezly posrednie opisywane s3 przez zamiang zmiennych.

W nastgpnym, ,,éwiartkowym” elemencie tej rodziny wprowadzono wezel
centralny, tak ze wszystkie wyrazy otrzymuje si¢ z pelnego wielomianu czwartego
stopnia. Z tytulu wprowadzenia wezla centralnego dochodzi do funkcji ksztaltu
wyrazenie (1—£&?)(1—n?), ktdére réwne jest zeru we wszystkich krawedziach.

Powyszsze funkcje wyprowadzono po dokladnym zbadaniu i prébach; wprowa-
dzenie zmienno$ci wg wyzszych poteg jest dosé trudne i wymaga pomystowosci.
7, tego powodu nazywa sie te rodzine funkeji ,,serendipowska” od nazwiska ksie-
cin Serendipa, znanego ze swych dociekaii nad grami hazardowymi (Horace
Walpole, 1754).

W wielu praktycznych zadaniach poiadane jest obmyslenie elementéw ze
zmicnng liczbg stopni swobody w kierunkach £ i 7. Moga one byé np. stosowane
tam, gdzie (jak np. w belce) zmiana naprezet w pewnych kierunkach jest wymu-
szona, a w innych moze byé dowolna. Niektére z takich funkcji s3 omawiane np.
w pracy [2], lecz Czytelnik ma okazje wykaza¢ tu wlasng pomystowosé.

7.2.3. Elementy prostokgine — zastosowanie wielomianéw Lagrange’a
[3], [6], {7]. Ratwa i systematyczna metoda tworzenia funkeji ksztattu dowolnego
stopnia polega na zwyklym mnozeniu odpowiednich wielomianéw dwu zmien-
nych. Rozpatrzmy element pokazany na rys. 7.5, w ktérym wezly (zewnetrzne
i wewngtrzne) s3 rozmieszczone regularnie. Nalezy okresli¢ funkcje ksztaltu

!

BN
-

S S

OIS SR L A

-4——q

S,
e
7

1

Rys. 7.5. 'I'ypown funkejn keztaltu dla elementu lagrantowskiego
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dli punktu oznaczonegn wigkszym kolem, Oczywidcie iloczyn wiclominnu § stop-
nia wzgledem §, majey warto$é 1 w punktach drugiej kolumny weztdw i zero
w pozostalych, przez wiclomian 4 stopnia wzgledem 7, majacy wartodé 1 dln
wspélrzednej odpowiadajgeej dolnemu szeregowi wezléw i zero wszedzie indzicj,
spelnia wszystkie wymagania ciggloéci miedzy elementami. Wielomiany wzgledem
juidnej zmiennej, majace t¢ wlasnosé, zwane s3 wielomianami Lagrange’a i mogy
by¢ zapisane w postaci ogdlnej jako

p EE) (8 o (i) (B E) o (E—b) (=8
L} = (E,—fl) (f,—f,i_l)(fl—fl_‘_l) (51_5,,) s (7 15)

styd, jesli oznaczymy wezel przez numery jego kolumny i wiersza
Ny = LY (&L} (1), (7-16)

udzie # i m oznaczajg liczbe podzialu w kazdym kierunku.

Rys. 7.6. Trzy elementy rodziny a) b G . o
logranzowskiej: a) liniowy, b) kwa- °© o o
dratowy, ¢} szecienny

Rysunek 7.6 pokazuje niektére elementy z tej rodziny. Chociaz fatwo jg two-
vzy€, poZyteczno$é tej rodziny funkcji jest ograniczona nie tylko wskutek ohec-
nosct duzej liczby wezléw wewnetrznych, lecz réwniez wskutek zlej zdolnodei
aproksymowania krzywych wyzszych stopni. Trzeba tez zaznaczyé, ze wyratenin
na funkcje ksztaltu mogg zawieraé wyrazy wysokiego stopnia, réwnoczesnie zns
moze im brakowaé wyrazéw stopni nizszych.

7.24. Wezly wewnetrzne i zmienne ,bezwezlowe”. Warto odnotowad,
#c zaréwno serendipowskie jak i lagranzowskie elementy, pokazane na rys. 7.4
i 7.6, okreslane s za pomocg takich samych liniowych funkeji ksztaltu. Funkeje
te réZnig sig przy istnieniu wezla wewnetrznego (majg postaé kwadratowa). Funkeje
ksztaltu dla obu tych typéw w postaci kwadratowej pokazano na rys. 7.7.

Na brzegach elementu funkcja jest okreslona jednoznacznie tylko przez wezly
hrzcgowe; a zatem (chociaz wewnatrz obszaru funkcje te maja rézne ksatalty)
wi brzegu obydwie (liniowa i kwadratowa) s3 identyczne. Dodatkowy stopict
swobody w elementach lagranzowskich jest reprezentowany przez dodatkowe
iloczyfly, ktére na obwodzie réwne sg zeru. Parametrem w tych iloczynach jest
w istocie wartoéé ¢ w $rodkowym wezle.

Oczywidcie mozna uzyska¢ dokladnie te sama liczbe stopni swobody w typie
serendipowskim elementu dodajac uzupelniajacs funkeje ksztattu, ktdrej wartodé
ta wazystkich brzegach elementu réwna jest zeru i pomnozong przez pewien pa-
tametr ¢* zwigzany z elementem. Wszystkie postacie mozliwe do uzyskania w cle-
mencie lagranzowskim mozna uzyskaé i tutaj; teraz jednak mnoznik nie zalety
ol Zadnej wartosci wezlowej ¢; mozna go nazwaé zmienng nbezweztows”, pray-
porzgdkowany elementowi.
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Ryn, 7.7. Funkgja ksztaitu elementéw typu kwadratowego rodzin
serendipowskiej 1 lagranzowskiej

Minimalizacja funkcjonatu ze wzgledu na te zmienng moze by¢ dokonana do-
Kadnic w taki sam sposéb, jak gdyby to byla zmienna powigzana z wezlem, ale
fizyczna interpretacja takich wielkosci, jak sily wezlowe itd., nie jest teraz oczywi-
ata, W miare potrzeby mozna kazdemu elementowi przyporzadkowal szereg
takich zmiennych bezwezlowych. Zazwyczaj nie odnosi si¢ z tego wielkich ko-
rzydci, poniewaz najsilniej na postaé funkeji wplywaja ograniczenia na brzegu.

W omawianych dotad wyrazeniach stosowane byly wytacznie wiclomiany. Ma
to pewne zalety, m.in. fakt, ze zawieraja one wyrazy liniowe, niezbedne dla uzy-
skania stalych pierwszych pochodnych. Jesli jednak rozpatrujemy wyzsze, dodat-
kowe stopnie swobody, konieczno$¢ ta odpada. Na przyktad wyrazenie

cos—ﬂz—/’t . cosfz1 (7-17)
moina réwnie? zastosowaé do omawianego wyzej przypadku (funkcji bezwezto-
wej), daje ono bowiem zero na wszystkich brzegach.

7.2.5. Eliminacje zmiennych wewnetrznych przed ulozeniem réwnah —
podpodzialy. Wezly wewngtrzne i zmienne pozawgzlowe prowadza do opisu
wissnoéei clementu w zwykly sposéb (rozdz. 2 i 3)

L e (Y () -
SO = By (7-18)

{p}* 1_1':xoina podzielié na cagdei: {$)* — wspdlng z sgsiadujgcymi clementami
oraz {¢}° — praynalezng tylko danemu elementowi. Dlatego mozna napisaé

9y __or

dAa el

i 'wyt?hmmowac te czgst z dalszych rozwazan. Piszgc powyzsze w postaci rozwi-
nigte] mamy ‘

(o 2 ) e e Himel (im0
PGy e Ll N
e I [

, .
7 drugiego ukladn réwnan zapisanych powyzej mozna napisaé

(ol = —[RI™ (TRI" 3} + (7)), (7-20)
co po podstawieniu daje

e

o
alel

= ML)+ (B, (7-21)
gdzie:
i [k = [R) — [R1 A1 TR,
. = torapt (= 7-22
(F*ye = {FY AR {F)". i
Ill\Iastqp.nie budt}jemy uklad réwnas dla calego obszaru, przy czym rozpatrujemy
l}'/ ko zmienne zwigzane 2 brzegami elementéw. Otrzymujemy istotng oszczednodé
;1:1 liczbie réwnar, w zamian za niewielkie utrudnienie, zwigzane z opisem elemen-
0w,
| .Il}éyiob.y moze }?o.z'ay%ane d?é interpretacje inZynierska tej eliminacji. To co zro-
‘n, i ,my Jest przeciez niczym innym, jak wydzieleniem czeéci budowli z jej otoczenia
ll '/',ndlezwmfem jej rozwigzania osobno dla kaidego przemieszczenia zadanego na
" f:g:lch tej czedcl. [{z*]“ Jest tutaj ogdlng sztywnoscig wydzielonej czesci budowli,
{F } .zaé—.odpowwdmm zbiorem sit weztowych.
| :!czell podzm,} na tréjkqt}r (rys. 7.8) zinterpretowaé jako zbiér przegubowo po-
uu,onyc}.l gr@tow, Czytelnik rozpozna natychmiast dobrze znany pomyst podziatu
mt ,,sekcje”, czesto stosowany w mechanice budowli. Taka sekcja jest w istocie

) oz Zan ¢ . .
CWNym ziozonym 2z CzZ¢scl elementem, z ktérego usuni¢to wewnetrzne stopnie
4 ¢ P

a) 1)
j'/ Aveavays )
4 Eavar S
Rya, 7.8, Podpodzial clementu  zlozonego ;J[ A
(opin w tekécie) Paa et 4 e



Bezpofrednio z tego wynika nowa modliwodé abinydlenia bardziej rozbudowa-
nych i, praypuszczalnic, bardziej dokludnych clomentéw.

Zinterpretujmy rys. 7.8a jako kontinuum, podziclone na clementy tréjkatne.
Zbicramy cz¢éé tych elementdw tworzge jeden zlozany clement z szeregiem wez-
16w na granicy (rys. 7.8b).

Jedyna réznica migdzy takim e
jest taka, ze niewiadoma ¢ nie jest

lementem a elementami omawianymi poprzednio
teraz aproksymowana przez szereg gtadkich
funkeji ksztaltu, lecz przez szereg odcinkowych przyblizes. Spowoduje to praw-
dopodobnie nieco gorszg aproksymacje, moze jednak stanowié duzg zalete eko-
nomiczng przez zaoszezedzenie catkowitego czasu obliczeri takiego uktadu.
Podziat na poduklady jest waznym érodkiem przy badaniu zlozonych zagadnief,
wezegllnie zaé gdy wystepuje powtarzalnosé skomplikowanych skladnikéw.

K, Rys. 7.9. Czworokat zbudowany z czterech tréjkatéw

Przy rozwigzywaniu nawet stosunkowo niewielkich probleméw najbardziej
clementéw tréjkatnych moze by¢ jeszcze ulepszone poprzez

przydatne stosowanie
proste taczenie tych tréjkatéw (czy teZ tetracdréw). Na przyklad czworoboki

oparte na ukladzie caterech tréjkat6w, z ktérych wyeliminowano weze! §rodkowy,
doprowadzity do bardziej ekonomicznego podziatu niz podzial na zwykle tréjkaty
(rys. 7.9). Te i podobne podzbiory, oparte na tréjkatach, sg szczegdlowo omawia-
ne w pracy Wilsona [8].

7.2.6. Rodzina elementéw tréjkatnych. Zalety tréjkatnej dowolnej siatki przy
aproksymacji obszaru o dowolnym ksztalcie brzegéw byly juz przedstawione
w poprzednich rozdziatach. Jej oczywista wyzszo$é nad siatks prostokatng nie
wymaga dyskusji. Zagadnienie tworzenia bardziej rozbudowanych elementéw
jest nadal otwarte. ‘

Rozpatrzmy uklad trdjkatéw na siatce (rys. 7.10). Dla kazdego elementu tréj-
kytoego mozna, w zaleznosci od liczby wezléw, dobraé wielomiany gwarantujgce

b) s

4 2

Ry, 7.10. Rodzinn clomontéw trofkatnych: ) liniowa, b) kwadratowa, ¢) szchcienna

H

cigglodei prlzcmiuzuv.m’t migdzy elementami. Ta okolicznoéé stawia rodzing cle-
mcn'téw tedjkatnych w szczcgdlx-lie uprzywilejowanym polozeniu, gdy% odwrotno#é
n;af:lerzt})r ¥C£ [lp;or. (7-3)] bedzie zawsze istniata [2]. Jednakze i teraz najdogod
n cjsze o) é . . . . » o . -
e yloby bezposrednie tworzenie funkcji ksztaltu; jak sie okaze, jest to dodé

Zanim do tego przejdziemy, warto zdefinio j

A waé specjal i i

wanych wspéirzednych dla tréjkatéw. pecieng rodsing snormalizo-

Wtsplfl:zqdnedfowierzihniawe. Wspélrzedne kartezjariskie, réwnolegle do bokdw
prostokata, s dla tego ksztaltu elementu naj iej j ie j
T o mentu najbardziej naturalne, jednak nie jest tuk

L=0
L~q25 3
775 A (454

%z

Rys. 7.11, Wspélrzedne powierzchniowe (x,:y,) ' ' ' (x\ )
H

‘.WyE;)dnym gkladem wspdlrzednych L, L,, L, dla tréjkata 1, 2, 3 (rys. 7.11)
jest u a(.i okreslt')ny poprzez nastepujaca liniows zaleinosé miedzy tymi wspdi-
regdnymi a wspélrzednymi kartezjanskimi
x= Ly +-L,2,4Laxs,
y=Liyi+L:y:+Lsys,
1=L,+L,+Ls.

(7-23)

Dla kazdej s'iatki’LI, L%, Ls' (kt.éra nie jest wzajemnie niezalezna, lecz zwigzinu
poprzez trzecie réwnanie) istnieje odpowiednia, jedyna siatka kartezjadsha
W punkcie 1 jest Ly =1, L, =L, =0 ini i i : ‘

s ccie 1 je 1 s Ly =1Ls= 0 itd. Liniowy zwigzek migdzy nowymi
n (.1rtezy:1nsk1m1 wspblrzednymi wskazuje, Ze miejscem geometrycznym dla L, sy
proste réwnolegle do boku 2-3, dla ktdrego L, = 0. I

I’,af.wo tez pokazaé, ze odmienna definicja wspélrzednej L, punktu P moze hyé
wyrazona przez stosunek pola zakreskowanego trdéjkata do pola catego trojkgta

__ Pole P, 2,3

Ly = it
t Pole 1,2,3°

(7-24)
LI po.choclizi nazwa ,,wspéirzedne powierzchniowe”.
Rozwigzujac (7-23) wzgledem x i y otrzymamy
Ly = (ay+byw+c,)[24,
L, = (a;+byx-Fc39)[24,
Ly = (as+byx+c3)/24,

(7-25)
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glzic
1 1v LZVI 41
4 =—2—dct 1, %3 ya| Dlole 1,2,3 (7-26)
11 X3 Vs

oraz
ag = %2Y3—%3Y2
by = Y=Y
€y == X3— ¥,
Warto odnotowaé identycznoé tych wyrazef z podanymi wyrazeniami (4-5b,c)
7 rozdz. 4.
Funkecje ksztaltu. Dla pierwszego elementu zbioru (rys. 7.10a) funkcje
ksztaltu sg po prostu wsp6hrzednymi powierzchniowymi. Zatem
N, =L;, N;=L;, Ny= Ls. (7-27)

Jest to oczywiste, gdyz przyjmujg one warto$é 1 w jednym z wegziéw, zero w pozo-
stalych i zmieniaja sig liniowo.

N
N Rzgd#1)  Rys. 7.12. Rekurencyjna konstrukeja funlkeji keztattu
\ dla tréjkatéw

2%

Aby wyprowadzi¢ funkcje ksztaltu dla kazdego oddzielnego elementu, mozZna
rastosowaé prosty zwigzek rekurencyjny [2]. Rozpatrzmy tréjkat rzgdu n, dla
ktérego dysponujemy funkcjami ksztaltu; jakie sa funkcje ksztattu dla tréjkata
rzgdu n4-12 Na rys. 7.12 pokazano takie dwa tréjkaty o wezlach rozmieszczonych
w réwnych odstepach zgodnie z siatkg ogélna. Dla wezla ¢ mamy znang funkcje
ksztaltu rzedu n, okreslong we wsp6irzednych powierzchniowych tréjkata 1,2,3
w postaci

N4, Ly, L5). (7-28)

‘I'a funkcja ksztaltu moze byé takie okreglona we wspdlrzednych powierzchnio-
wych wigkszego tréjkata 1, 2%, 3*; bedzie ona miet warto$é 1 w wezle ¢ oraz zero
w pozostalych weztach, z wyjatkiem lezacych na boku 2%, 2*, Ratwo stwierdzié, ze

Niti= L1V (7-29)

bedzie wymagang funkejg kestattu, gdy przyjmiemy, Ze ¢ jest tak dobrane, by
duwalo wartosé 1w wedle £ oraz wartosé zero wzdiuz podstawy wigkezego tréjkata.

Wspélczynnik skali rdwny jest

(7-30)

gdzie I jest numerem ,,warstwy”, W kt6rej lezy nowa podstawa w stosunku do
starej. Chociaz postepowanie powyZsze nie prowadzi bezposrednio do funkeji
ksztaltu dla punktéw na podstawie, to jednak funkcje te mozna otrzymaé pracs
zwykle przestawienie wskaZnikéw.

Zwiazek migdzy dwiema siatkami wspélrzednych mozna wyprowadzié w oparciu
o rys. 7.12:

Pole P, 1, 3*

. n+l _ 7
o LY = pe 1,2% 3%’

1 . Pole P, 1,3
2= Pole 1,2,3

zatem:

,_ Pole P,1,3 Pole 1,2%3* _, n \(n+1V . nl
I = pole P,1,3% Dol 1,2,3 'Lz“z( )( )Lzﬂ: L

nt+1 n
(7-31a)
i podobnie
n 1.,
= ”—j:—L;l, (7-31b)
wreszcie, wobec tego ze L;+L,+Ls = 1, otrzymujemy
1
It = [+ 1)L —1]. (7-31c)

n

Czytelnik motze latwo sprawdzi¢ funkeje ksztaltu podane ponizej dla elementdw
drugiego i trzeciego rzedu i wyprowadzié je dla dowolnego rzedu wyzszego.
Trdjkat drugiego rzedu (rys. 7.10b):
dla wezléw naroznych
N, = (2L,—1)L; itd. (7-32)
dla weztéw na érodkach bokéw
N,=4L,L, itd.,

T'rdjkat trzeciego rzedu (rys. 7.10c):
dla weztéw naroznych

1
N, = (3L—1) 3L, =2)L, itd.

dln weztéw podrednich na bokach
9

N4=4

LyL, 3L,—1) itd. (7-33)
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i dle wezln w o drodku tréjkgta
Ny 211,41,

Ostatnia funkcja ksztaltu jest znéw funkcjq, dajycy zero na wszystkich bokach
tréjkgta i bedzie uzyta w nieco odmicnnym kontekscie w kilku dalszych rozdziatach.

'I'réjkaty drugiego rzedu, wydaje si¢, po raz pierwszy oméwil Veubeke [8],
n zastosowal je do obliczen zadania ptaskiego Argyris [10].

Jesli elementy macierzy sg juz wyznaczone, zdarza si¢ czgsto, Ze zachodzi po-
trzeba calkowania wielkoéci oznaczonych we wspélrzednych powierzchniowych
na polu tréjkata. Korzystnie wowczas jest postugiwal sie nastepujgcym wyraze-
niem

SSL’{LZL%dxdy: alblcl

] Trbrerar 24

7.3. Elementy jednowymiarowe

7.3.1. Elementy liniowe. Dotychczas w niniejszej ksigZce rozwazane byly
kontinua dwu- lub tréjwymiarowe. ,,Jednowymiarowe” elementy, dla ktérych
zwykle istnieja rozwigzania zamknigte, nie byly badane pod katem metody ele-
mentéw skoficzonych. W wielu praktycznie waznych dwu- i tréjwymiarowych
zagadnicniach elementy jednowymiarowe mogs jednak wystepowaé w polgczeniu
7 clementami wielowymiarowymi i stad potrzeba ich jednolitego traktowania.
W przypadku analizy sprezystej takie elementy mogg przedstawiaé linie zbrojenia
(problemy plaskie i przestrzenne) albo warstwy cienkich widknistych materiatéw
w cialach osiowo-symetrycznych. W odniesieniu do probleméw pola typu oma-
wianego w rozdz. 15 sg to np. linie drenéw w oérodku porowatym o wigkszej
przewodnoscei.

Gdy dla takiego elementu zostal obrany ksstalt funkcji, np. przemieszczed,
jego whasno$ci mozna okresli¢, pamictajac jednak, Ze takie wielko$ci pochodne,
juk np. odksztalcenie, mogg byé rozwazane tylko w jednym wymiarze.

aamtt————
Rys. 7.13. Liniowy element ,,wstawiony’ miedzy dwa dwuwymiarowe
elementy

Na rys. 7.13 pokazano taki element warstwowy miedzy dwoma elementami
pracstrzennymi. Oczywicie dla zapewnienia cigglodci funkeji wystarczajaca jest
szeécicnna zmiennoéé jednej zmiennej §. Funkcje ksztaltu sg zatem dane wprost
pracs wiclomian Lagrange'a zapisany réwnaniem (7-15).

PR

7.4. Elementy tréjwymiarowe

7.4.1. Prostopadlosciany, rodzina serendipowska. W sposéb zupelnie po-
dobny do podanego poprzednio dla elementéw dwuwymiarowych mozna opisaé
réwnowazne elementy w przestrzeni tréjwymiarowej.

Dla zapewnienia ciggloéci migdzy elementami nalezy teraz nieco zmodyfikowaé
proste reguly podane poprzednio. Nalezy spefnié na calej powierzchni bocznej
warunek, ze warto$ci wezlowe definiujg jednoznacznie zmienno$é nieznanych
funkcji. Stosujac wielomiany niekompletne mozna to osiggnaé jedynie drogg préb.

8 wezldw

37 wezly

yn. 7.14. Prostopadioécienne elementy brze-
wowe (rodzina serendipowska) z odpowiada-
yeymi im  elementami powierzchniowymi
i liniowymi ~

Rodzina elementéw pokazana na rys. 7.14 jest dokladnie réwnowazna pokazanej
na rys. 7.4. Stosujac teraz trzy znormalizowane wspélrzedne i wykorzystujge tet-
minologie ustalong w p. 7.2.2, otrzymujemy nastepujace funkcje ksztaltu,

Llement liniowy — 8 wezléw

Ny = - (1-4£0) (+70) (1+5o). (7-35)

Element kwadratowy — 20 weztéw:
wezly naroZne

Ny = (14 &) (1470) (1+80) (b0t o+ 80—2)s (7-36)
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wezly na granicznych powierzehndach & 0,y 11, & owe k]

Nr--l(' EY( o) (1] Ca)e

Element szeScienny:
wezel narozny

N;= %(H—Eo) (14-70) (1480} [9(8*-+n*+17)—19], (7-37)
wezel posredni & = :t%, m=+1, &= =+1

N = 2 (1= &) (14980) (14 70) (1) -

Gdy ¢ =1 = {,, powyzsze wyrazenia redukuja si¢ do podanych we wzorach

(7-12) do (7-14). W istocie takie elementy typu tréjwymiarowego mozna laczy¢
w uklady powierzchniowych lub liniowych elementéw odpowiedniego typu (rys.
7.14).

7.4.2. Prostopadlo$ciany — rodzina lagranzowska. Funkcje ksztaltu dla
takich elementéw (rys. 7.15) mozna tworzyé przez iloczyn trzech wielomianéw
Lagrange’a. Wykorzystujac oznaczenia ze wzoru (7-16) mamy

N = Ly(&LF()LEQ)- (7-38)

Ten element byl proponowany przez Ergatoudisa [6] i szerzej zbadany przez
Argyrisa [7]. Wszystkie uwagi co do weztéw wewnetrzaych i ograniczenia stoso-
wania, podane w p. 7.4, znajdujg i tutaj zastosowanie.

Rys. 7.15. Prostopadioécian rodziny lagranZowskiej

7.4.3. Elementy czworoicienne. Rodzina elementéw czworoéciennych (rys.
7.16) oczywiécie odznacza si¢ wlasnociami podobnymi do rodziny elementéw
tréjkgtnych.

Po picrwsze, i tutaj mozna zawsze uzyskaé kompletne wielomiany w trzech
wspéirzgdnych. Po drugie, poniewaz powierzchnie boczne sg podzielone w sposéb
identyczny, jak to miato miejsce w przypadku elementéw plaskich, uzyskuje sig
taki sam stopiefi wiclomianéw w dwu wspélrzednych w plaszczyZnie bocznej,
& tym samym zapewnia si¢ warunck zgodnodci na granicach elementéw.
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qwezly 10 wezldw 20wezlow

Rys. 7.16. Rodzina caworoécianéw: a) liniowa, b) kwadratowa, ¢) szeécienna

Wspélrzedne objetosciowe. I tutaj wprowadzamy specjalny
uklad wspélrzednych, zdefiniowany zgodnie z rys. 7.17:
&= Lix, L%, +Lyxs+tLaxa,
y=Liyi+Ly:t+LaystLaya,
z=L;z+ L2+ Lszs+Lazs,
1= L+L,+L;+La.

(7-39)

Rys. 7.17. Wspélrzedne objetosciowe

Inwersja powyzszego prowadzi znéw do wyrazen typu (7-25) i (7-26) ze stalymi,
Mdre mozna okredli¢, jak podano w rozdz. 6 [réwnanie (6-5)]. Fizyczny sens tych
wipdlrzednych okreéla sie znéw jako stosunek objetosci czworosciandw, wspartych
o punkt wewnetrzny P, do objetoéci calego czworosciennego elementu, jak poka-
zno na rys. 7.17

1. _ Obietose P,2,3 4
7,2,3

+ = Objetost 1.2, 3,4 (7-40)
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Funkecje kaztaltu Ponlowad wapidlizgdne objetosciowe sy liniowo
mlezne od kartezjudiskich i zimieninjy wi¢ o jedynki w rozwazanym wedle do
zera na powierzchni przeciwleglej (w praypudku clementu liniowego, rys.
7.16), mamy wigc po prostu

Ny=1Ly, No=1, itd. (7-41)

Wzory na funkcje ksztaltu dla czworoscianéw wyzszego rzedu wyprowadzamy
dokladnie w taki sam sposéb jak dla tréjkatéw, po ustaleniu odpowiednich zwigz-
kéw rekurencyjnych. Pozostawiajac to Czytelnikowi jako ¢wiczenie, odnotujmy
co nastgpuje.

('zworoscian drugiego rzedu (rys. 7.16b):
dla wezléw naroinych

N, = 2L,—1)L, itd. (7-42)
dla wezldéw posrednich
Ns= 4L, L, itd.

CzworoScian trzeciego rzedu:
dla wezléw naroznych

N = %(3L1—1) (3L,—2)L, itd.
dla wezldéw na krawedziach

Ns= %Ll L,(3L,—1) itd. (7-43)

dla wezldéw na powierzchniach
Nyg = 27L,L, L5 itd.
Odnotujmy tutaj takze pozyteczny wzér dla catkowania

erbrera __ albleldl
i§,§L,L2L3L4dxdydz = GTbrerdrd)

ov. (7-44)
7.4.4. Inne proste elementy tréjwymiarowe. Mozliwosci tworzenia prostych
keztaltow w trzech wymiarach sg wigksze niz w dwu. Doé¢ uZyteczne rodziny
elementéw moznamp. uzyskaé na bazie tréjkatnego prostopadlocianu (rys. 7.18).
"l'utaj znéw mozna rozrézni¢ warianty, oparte na rodzinach serendipowskich
i lagranzowskich. Pierwszy element obu rodzin jest taki sam, a funkcje ksztaltu
tuk proste, ze nie warto o nich méwi¢ szerzcj.

{19

24 wealy

Rys. 7.18. Elementy graniastostupowe tréjkatne (rodzina serendipowska): a) liniowe, b) kwadrato-
we, ¢) szedcienne

Dla elementéw drugiego rzedu, pokazanych na rys. 7.18b, funkcje ksztaltu sy:
wezly narozne

Li=¢§=1,
1 1 .
Ny = s Ly(2Ly—1) (14 )5 Ly(1— 83 itd, (7-45)
Arodki bokéw tréjkatnych
Ns = 2L, L,(14-¢) itd., (7-46)

drodki bokéw prostokatéw
Ng = L,(1—8?%) itd,,
Iilementy te byly juz praktycznie zastosowane jako wypetnienie 20-wezlowych
cvlementéw prostopadio$ciennych.

7.4.5. Uwagi koficowe. Wielki wybér elementdw i ich ksztaltéw, przedstawiony
tutuj Czytelnikowi, nie wyczerpuje zagadnienia. Pozostaja jeszcze nieograniczone
{nne mozliwoéci. Powstaje pytanie, jaka korzy$¢ praktyczna wynika ze stosowania
vlementéw o zlozonych ksztaltach ? Poza tréjkatnymi i czworosciennymi elemen-
tumi, wszystkie pozostale stosuje si¢ w szczegdlnych przypadkach, gdy badany
ulwzar narzuca w jakimg stopniu ksztalty elementéw w postaci okreslonych wic-
Jokcianéw (lub wielobokéw). Takie jednak przypadki sg na tyle rzadkie, ze wy-
mowadzanie specjalnych funkcji ksztaltu jest w niniejszej ksigsce niecelowe. Jed-
milize pewne metody uzyskiwania réwnan ksztaltu, majace znaczenie praktyczne,
Iy opisane w nastepnych rozdzialach.
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8. Zakrzywione elementy
izoparametryczne
i catkowanie numeryczne

8.1. Wstep

W poprzednich rozdziatach pokazaliémy jak otrzymywaé pewne ogélne rodziny
clf:mentéw skoficzonych. Stopniowo “rosngca liczba wezléw i wynikajgca stgd
wigksza dokladno$é charakteryzowata kazdy nowy element danej rodziny i zaklada
l:liQ, e liczba takich nowych elementéw wystarczajgcych do uzyskania zadowala-
icego rozwigzania jest ograniczona. Aby zapewnié mozliwo$¢ dostatecznie malej
liczby elementéw, ktéra by wlasciwie reprezentowala pelny zbiér mozliwodci
jnkie zdarzajg sie¢ w praktyce (a nie w rozwazaniach akademickich), nie wystarczg
proste tréjkaty lub prostokaty. W tym rozdziale zajmiemy sie wiec zagadnieniem
przcksztalcania takich prostych elementéw w inne, o bardziej dowolnym ksztalcie.

Elementy prostsze jedno- dwu- i tr6jwymiarowe bedg przeksztatcone (odwzoro-
wane na bardziej zloZone w sposéb pokazany na rys. 8.1 i 8.2. Na rysunkach tych
podano jak wspélrzedne &, 7, £ lub Ly, L,, Ly, L, moga byé przeksztalcone w inne,
krzywoliniowe, odniesione do wspétrzednych kartezjanskich.

Ilementy dwuwymiarowe mozna odwzorowaé na inne nie tylko w dwu wymia-
rach, lecz odwzorowanie moze byé wykonane w trzech wymiarach jak pokazano
nn pr'zykladzie plaskiego elementu plytowego (rys. 8.2) przeksztalconego w trdj-
wynflaroyvej przestrzeni. Zasade te stosuje sig ogdlnie, zakladajac wzajemng od-
puv'wedmos'é migdzy wspblrzednymi kartezjatiskimi i krzywoliniowymi, tj. zwigzck
inajacy postaé

x & él
y{=Finj b =4," (8-1)
2 Iy 3

L,

o ilc zwigzek taki moze byé znaleziony.

(}_dy takie zwigzki miedzy wspélrzednymi sg znane, funkcje ksztaltu mozna
wypisaé we wspélrzgdnych lokalnych i przez odpowiednie przeksztalcenia okresli¢
wlisnodci clementu. Jednakze zagadnienie spelnienia kryteriéw zbieznodci pray

¥ Metoda olementow 1298



(u)

[t}

2
Wspalrzedne lokaine

Uklad kartezjariski x

Rys. 8.1. Dwuwymiarowe podzialy niektorych elementéw i ich od-

WZOTOW!

ania

Wspdlrzgdne lokalne

..

Uklod kortezjoniski

Rys. 8.2, "I'réjwymiarows odwzorowanio nicktérych clementéw

tego rodzaju funkejuch keztattu powinno byé zbadane dodatkowo. Ponizej poka-
semy jak za pomocy odpowiednich rodzajéw zamiany wspétrzednych moina
spetni¢ te kryteria.

8.2. Wspétrzedne krzywoliniowe

8.2.1. Zastosowanie funkcji ksztaltu przy ustaleniu transformacji wap6t-
rzednych, Najbardziej wygodny sposéb ustalenia transformacji wspélrzednych
polega na zastosowaniu wyprowadzonych juz przez nas funkcji ksztaltu do przed-
stawienia nieznanych funkcji.

Gdy np. napiszemy:

x= Njx,+Nix,+ ... = [N'] %2

V1

y= Ny +N:y+ ... = V]2 (8-2)
2

2= Niz;+N3z+ ... =[Nz

.

gdzie [N'] sg to funkcje ksztattu, wyraZone we wspbtrzednych lokalnych, wowczin
mozna od razu otrzymaé zwigzki w 3adanej postaci. Ponadto punkty o wapét-
rzednych x;, y;, 2, itd. bedg pokrywaly si¢ z odpowiednimi punktami granic
clementu (jako %e z ogélnej definicji funkeji ksztaltu wiemy, ze majg one wartoké
| w badanym punkcie i 0 w pozostalych).

Kazdej siatce wsp6trzednych lokalnych odpowiadaé bedzie siatka kartezjatiskich
wspéirzednych globalnych i, na ogél, tylko jedna taka siatka. Zobaczymy jednak,
Je czasem wystepuje niejednoznacznosé, i to bardzo klopotliwa.

Pomyst uzycia takich funkgji ksztattu elementu dla wyznaczenia wspélrz¢dnych
kezywoliniowych w zastosowaniu do elementéw skoriczonych pierwszy, jak sig
wydaje, podat Taig [1]. Na poczgtku zostaly ustalone podstawowe zwigzki migdzy
prostokatem a czworobokiem. Trons [2], [3] wogdlnit ten pomyst na inne elementy.

Niezaleznie, préby poszukiwania praktycznych metod tworzenia zakrzywionych
powierzchni dla celéw projektowania inzynierskiego, podejmowane przez Coonsa
|4], doprowadzily do ustalenia podobnych odwzorowan plaszezyzn i powierzchni
i dzi$ dzieki temu powierzchnie dane i przyjmowane do oblicze réznig si¢ bardzo
nicznacznie.

Na rysunku 8.3 pokazano odwzorowanie elementéw, opartych na elementach
tracciego i drugiego rzedu z rodziny Serendipa. Widaé, Ze miedzy lokalnymi
(& n) a ogdlnymi wspélrzednymi (x, ) istnieje wzajemnie jednoznaczna odpo-
wicdnioé. Jesli punkty ustalone s tak, ze wystepuje nagle znieksztalcenie, wéw-
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Rys. 8.3, Krzywoliniowe wspblrzedne
<lomentéw szedciennych i kwadratowych;
poprawne sp ie (rysunek ycz-
ny)

Ryw, 8.5, Powictzchnic trojwyminrowe: a),
trycene rysunki sutomutycsne)

Rys. 8.4. Krzywoliniowe wspdlrzedne ele-
mentéw szedciennych i kwadratowych; spa-
czenie nieracjonalne, prowadzace do niejed-
noznacznoéei i przekrywania si¢ obszaréw
(znieksztalcony rysunek automatyczny)

b) wapolrzedne krzywoliniowe (znicksztalcone izome-

czas zachodzi niejednoznacznodé, jak to pokazano na rys. 8.4, dla dwu praypad-
kéw. ‘['utaj w wewngtrznych punktach znieksztalconego elementu ukryte sg dwic
siatki lokalnych wspélrzednych, a ponadto pewne punkty wewnetrzne znajdujy
si¢ poza elementem. Nalezy uwazaé, aby unikaé w praktyce tak wielkich znic-
ksztalcen.

Na rysunku 8.5 pokazano dwa przyklady dwuwymiarowego (&, %) elementu,
przeksztalconego w przestrzeni tréjwymiarowej (x, ¥, 2).

W. niniejszym rozdziale bedziemy czesto odwolywaé si¢ do elementu podsta-
wowego w nieznieksztalconych, lokalnych wspélrzednych jako do elementu
»macierzystego”.

8.2.2. Geometryczna zgodno$é¢ elementéw. Poniewaz wykazano juz, e zu
pomocg funkcji ksztattu mozna jednoznacznie przeksztalci¢ element ,,macierzysty"’
w czg$é rzeczywistego obiektu, wazne jest ustalié czy podziat tego obiektu na
nowe, zakrzywione elementy nie powoduje przerw ciaglosci. Mozliwosé zaistnie-
nia takich przerw pokazano na rys. 8.6.

9

Rys. 8.6. Zgodnodé w rzeczywistej przestrzeni
przy podziale: a) obszar macierzysty, b) ob-
sgar rzeczywisty

Twierdzenie 1: Zatwo wykazaé, e jesli dwa graniczqce ze sobq elementy
powstaly = elemeniéw macierzystych, w ktorych funkcje ksztaltu spelniajq warunki
ciqglosci, wowezas przeksztalcone elementy bedq réwnies wrajemnie 2godne.

Twierdzenie to jest oczywiste, poniewaz w takim przypadku jednoznacznodé
kazdej funkcji ¢, wymagana przez warunek ciaglodci, jest po prostu zastgpiona
przez jednoznaczno$é wspdlrzednych x, y lub 2. Poniewaz graniczace ze soby
clementy maja te same wspdlrzedne wezldw, ciaglo$é jest zapewniona.

Wezly nowego, przeksztalconego ukladu elementéw nie muszg bezwzglednic
leze¢ w punktach, dla ktérych okreslone sa funkcje ksztattu. Mozna dodaé dalsze,
dodatkowe siatki wezidéw na granicach miedzy elementami.

8.2.3. Zmienno$¢é nieznanych funkcji wewnatrz przeksztalconych, za-
krzywionych elementéw. Wymagania ciagglo§ci. Po okresleniu ksztaltu
¢lementu poprzez funkcje ksztaltu [N') — zanim zaczniemy ustala¢ wlasnodei
clementu — nalezy sprecyzowaé zmiennos$é niewiadomej ¢. Najdogodniej moina
tego dokonaé we wspélrzednych lokalnych krzywoliniowych za pomocy znanego
wyrazenia

¢ = [N]{¢}, (8-3)

pelzie {¢}° jest macierzg wartoéci wezlowych.
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Twicrdzenic 2. Yedeli funkcfe hantalty |N] sastosowans we wsorse
(8-3) sq takie, se ciqglosé ¢ jast sapewniona we wwspdlrsednych lokalnych, wéw-
csas wymagania ciqglosei bede spelnsonn tuhge w prachsstal onych elementach

Dowéd tego twierdzenia wynika 2 takich mumych przestanek, jak twierdzenia
wp. 8.2.2. .

Warto§ci weztowe nie musza by¢ powigzane z tymi samymi weztami, ktére
sluig do okreslenia geometrii elementu. Na przyklad na rys. 8.7 punkty zazna-
czone kéikami okredlaja geometrie elementu. [Mozemy jednak, w celu ustalenia
smiennosci niewiadomej, uzyé wartosci funkeji okreglonych w wezlach zazna-
czonych kwadratami.

a) ) 9

[

Ryn. 8.7. Roine typy elementéw: a) izoparametryczne, b) superparametryczne, ¢) subparametryczne

Na rysunku 8.7a te same punkty okreslaja zaréwno geometri¢ jak i stan odksztat-
cenia elementéw skoticzonych. Jezeli zatem

V1= [N, $-4)

4j. jezeli funkcje ksztaitu definiujace geometri¢ i stan odksztalcenia sg takie
same, elementy nazywaé bedziemy izoparametrycznymi.

Mogli$my jednak uzy¢ tytko caterech naroznych punktéw dla okreélenia zmien-
nosci ¢ (rys. 8.7b). Takie elementy nazwiemy superparametrycznymi z uwagi
na to, Ze zmiennoéé geometrii jest bardziej ogélna niz zmiennosé przyjetej nie-
wiadomej.

Podobnie jesli np. wprowadzimy wigce] wezléw dla zdefiniowania ¢ niz uzyto
dla zdefiniowania geometrii, otrzymamy elementy subparametryczne (rys. 8.7¢).
‘I'akie elementy znajduja zastosowanie w zagadnieniach praktycznych czesciej
niz izoparametryczne.

8.2.4. Spelnienie kryterium stalej pochodnej. Szeroki wybér funkcji umozli-
wia oddzielne zdefiniowanic geometrii i zmiennosci ¢ tak, by spelnione byly
kryteria ciagtoéci. Spelnienie jednakze kryteriéw ,,statego odksztatcenia” (rozdz. 2)
albo kryterium ,,statej pochodnej” (rozdz. 3) naklada na ten wybor pewne ogra-
niczenia.

Przypomnijmy, Ze dla zapewnienia sbieinosci rozwigzan jest wymagane, aby
wewnagirz elementu przy odpowiednich wartoéciach wezlowych nieznanej ¢ mozna
bylo uzyska¢ dowolng, lecz staly wartodé pierwszej pochodnej (jest to wazne dla
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funkcjonaléw, majaeych tylko pietwsze pochodnel). Aby to uzyska¢
orzy ¢ [N{o} = EiNpi=oy o -} a3y e (8-5)
, V] = IV, 7, 0)]
musi byé waine dla dowolnych wartodci stalych i iedni
Istotnie, w wezlach musimy wéwezas mieé eh sume 1 odpowiednich (4"
¢ = oyt ot asyitoaaz;, (8-6)
zatem réwnosé (8-5) mozna przepisaé jako
INH{¢} = ¢y ZNi+ 0, ENixy+ 03 ENyyi+0a SN2y =
= oy Xt os Y+ 0a 2. (8-7)
Bedzie to zawsze spelnione, jezeli
EN;=1, ZINw==x, ZINiyi=y, ENiz=z. (8-8)
Przeksztalcenie wspélrzednych uwzglednione we wzorze (8-2) daje
ENim=12x, ZENiyi=y, SNiz=nz, (8-9)
i zatem:
Twierdzenie 3: Warunek stalej j 7 ]
) : stalej pochodnej bedzie spel e
izoparametrycznych elemeniéw, jeseli EN; = 1.% 7 peiony dia wssyuikich
Mozna wykazaé, ze takie dla elementéw subparametrycznych niezbgdne jent

npcini(?nie takich. samych warunkéw i ze powyzsze twierdzenie wazne jest, jesoli
potrafimy wyrazié [N'] jako liniows kombinacje [N], tj. jezeli '

Ni= Zc,-,zv,. (8-10)

8.3. Transformacje

0;.3.‘1. Obliczenie macierz.y elementu (transformacje we wspbirzednych

'|,]-’ £). Aby pfzeprowadzu': obliczenie wg metody elementéw skorficzonych
nalezy wyznaczyt stosowane w nim macierze okreslajgce wiasnodci elemcntu'
np. sztywnosé itd. Majg one ogdlng postaé ’

Gldv,
k {161 (8-11)
w ktérej wyrazenie [G] zalezy od funkcji N lub ich
pochodnych wzgledem wspdi=
ruednych globalnych. Jako przyklad rozpatrzmy macierz sz'cywnofcic ”
§[BI[DI[B]aV (8-12)

v

*) W badaniu napresz W
preZefi oznacza to po prostu, e ciato podd: ij ywW!
p ¢ 0 | ane r ~
legn odksztalceniom — jest to mniej ostre wy! r i niipwy Pcs}:g}oxé(;';lko ﬁn" ”m e pod
g p <)
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i awiyzany # niy wektor obeigded

IRTS (8-13)

v

W szczegdlnym przypadku problemdw spretystych macierze [B] sa dane
explicite poprzez ich skladowe [por. ogélng postaé réwnan (4-1a), (5-6), (6-11)].
Wypisamy pierwsza z nich (4-1a), waing dla probleméw plaskich; ma ona postaé

-oN, -
i 0
IN;
Bl=| 0, —1 8-14
[B] e (8-149)
3Ni4 é&
ay  ox

Wskaznik prim, zastosowany w rozdz. 4, zostat tutaj opuszczony, gdyz obecnie
traktujemy funkcje ksztaltu jako skalarng i wazng dla wszystkich skiadowych
przemieszezenia. Zauwazmy takse, ze postat powyisza jest najzupelniej ogélna
i wazna dla wszelkich dwuwymiarowych elementéw zadania plaskiego sprezy-
atoéei, niezaleznie od liczby wezléw (albo zmiennych pozawezlowych) zwigza-
nych z elementem. Podobna sytuacja ma miejsce we wszystkich innych proble-
mach omawianych w niniejszej ksigzce.

Aby obliczyé powyisze macierze, zauwazmy, ze niezbedne s3 dwie transfor-
macje. Po pierwsze, poniewaz N; zdefiniowane sa we wspdlrzednych lokalnych
kezywoliniowych, nalezy obmysle¢ sposéb wyrazania pochodnych globalnych
typu zachodzacego w réwnaniu (8-14) poprzez pochodne lokalne. Po drugie,
clement, na objetosci (powierzchni) ktérego dokonuje si¢ operacji catkowania,
powinien byé opisany we wspélrzednych lokalnych, co powoduje odpowiednia
sumiang granic catkowania.

Rozpatrzmy np. uklad wspblrzednych lokalnych &, 7, ¢ i odpowiadajacy mu
uklad wspélrzednych globalnych #,y, 2. Zgodnie z regulami rézniczkowania
czystkowego mozna np. zapisaé pochodng

N, _iNios | oN:i oy 0Ni % 519
JF  ox 0fF ' @y o0& ' 9z OF°

Dokonujgc takiego samego rézniczkowania ze wzgledu na pozostale dwie

wapolrzedne i piszac to w postaci macierzowej mamy

oN Tox &y o=7|[oN:) (on:)
P B 98’ & || aw
= JON; dx  dy Oz [jONiy_ AN;
R CARA

(8-16)

o
| | ox oy 2x ||ON ANy
at) |73t 30 er |l es b5
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Lewa strona powyswrcgo mose byé obliczona, jezeli funkeje sy wyraZone we
wspélrzednych loknlnych. Dalej, poniewaz x,y, x g wyraZone explicite przez
zwigzki definiujgce wepélrzedne lokalne [réwnanie (8-2)], macierz [§] moze byé
okreslona takze explicite we wspétrzednych lokalnych. Macierz ta znana jest pod
nazwa macierzy Jakobiego.

Aby teraz znalef¢ pochodne globalne, dokonujemy odwrécenia i piszemy:

(o] [ o)
o &
aN; L JON;
= U1 (8-17)
|3Ni laNi
(2= at )

W zaleznodei od funkji ksztattu [N'] definiujacych transformacje wspdirzed-
nych (funkcje te s identyczne z funkcjami ksztatu [N] jedynie w przypadku
izoparametrycznego sformulowania) mamy

[SoN:  NYaND NV NG
oz iy 3E Yis - aE i
2N ON; aN; |

A=\ 20%g ™ Laan ¥ Z7an ™|7
NI NVOND NG
| 2757 *» ZuaE b LaTet 7
[ oNi 8N ]
3E° 9 X135 Y19 %1
KA
= 377 > '—a?)”' X2, Y2, %2 (H']H)
o o
S

Pla transformacji zmiennych i obszaru, wzgledem ktérego odbywa sig calko-
wanie, stosujemy standardowy proces obejmujacy okreslenie wyznacznika mas
cicrzy [#]. Tak wiec np. dla objetosci elementu

dedydz = det[Y]dEdnde. (8-19)

‘I'en rodzaj transformacji zachowuje wazno$é niezaleznie od liczby wspolrzed-
nych. Sprawdzenie i wyjaénienie podanych wyzej zaleznosci znajdzie Cazytelnik
w podrecznikach matematyki. Jasny wyklad na powyzszy temat mozna znalefé
w pracy Murnaghana [6].%

*) \Wyznacznik z macietzy Fakobiego znany jest w literaturze pod nazwg Jakobianu i piszo g
cz¢sto w postaci
o 3, 2)

o5 m, 8’

det [J] =
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Zakladajye, %¢ odwrécenie muciersy | 7] jost modliwe, i jescli wspélrzedne
krzywoliniowe sg znormalizowane nu harle prostopadlodcianu, to moZna sprowa-
dzi¢ obliczenic wlasnodei elementu do znulezienin catki typu (8-11) wyrainiej
przedstawionej w postaci .

11 1
§ 1§t n, enaeanac. (8-20)

W istocie calkowania dokonuje si¢ po objetosci prostopadtoscianu (przed jego
prucksztalceniem), operuje si¢ zatem w prostych granicach. Podobnie jedno- Iub
dwuwymiarowe problemy prowadzg do calek z prostymi granicami.

Chociaz w powyzszych przypadkach granice catkowania s3 proste, jawna posta¢
[¢7] jest niestety zwykle skomplikowana. Z wyjatkiem najprostszych elementéw
cafkowanie algebraiczne prowadzi zazwyczaj do trudnoéci matematycznych
i musimy ucieka¢ si¢ do calkowania numerycznego. Jak zobaczymy dalej, latwiej
jest dzieki temu uniknaé bledéw algebraicznych, a program ogélny, nie zwigzany
#¢ szczegblnym ksztaltem elementu, moze byé zapisany dla réznych klas zagadniefi.
W istocie w tego rodzaju obliczeniach numerycznych nigdy nie szuka si¢ od-
wrotnoéci macierzy [¥] w jawnej postaci.

8.3.2. Macierze elementu. Wspélrzedne powierzchniowe i objetoSciowe.
Ogdlny zwiazek (8-2) stuzgcy do okreslania wspélrzednych i wszystkie pozostate
twicrdzenia wymienione w p. 8.1 i 8.2 s3 w réwnym stopniu wazne dla kazdego
ukladu wspélrzednych lokalnych i moga wigzaé wspéirzedne lokalne L,, L, ...
ynstosowane dla tréjkatéw i czworoécianéw z globalnymi wspélrzednymi kar-
tezjanskimi.

W istocie wicksza czgéé rozwazah z poprzedniego rozdzialu zachowuje swg
slusznosé, jezeli po prostu przemianujemy w odpowiedni sposéb wspdlrzedne lo-
kalne. Istnieja jednakze dwie powazne réznice.

Pierwsza dotyczy faktu, ze wspélrzedne lokalne nie sa niezalezne i w istocie
jest ich o jedng wigcej niz kartezjariskich. Macierz [f] stanie sig wiec pozornie
prostokatna i nie bedzie mieé odwrotnosci. Druga edmiennos¢ polega po prostu
nu réznicy w granicach calkowania, ktére bedg odpowiadaé tréjkatnym albo czwo-
roéciennym elementom ,,macierzystym”.

Najprostsza, choé nie najbardziej elegancka droga ominigcia pierwszej trudno-
dci polega na przyjeciu ostatniej zmiennej jako zaleznej. Mozemy zatem np.,
wprowadzi¢ formalng zaleznos¢ dla przypadku czworoscianu w postaci

=Ly, 77=L2» ¢ =L,
- (8-21)
1—f—n—{=La,
(na mocy definicji poprzedniego rozdzialu) i tym samym zabezpieczyé jedno-
znacznodé réwnania (8-18) i wezystkich réwnai z (8-19).
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Poniewaz funkejo N sy wyrakeniami zaletnymi od Ly, La, L, ..., naledy wige
pamigtaé, zc
ON, _ oNy o1, @N, G, | ONy BLy 0Ny Ols
SE =L o6 ToL, 98 TaL, ot TaL. ot O

Stosujac (8-21), otrzymamy

oN; 8N, N,
96 8L, oL,
i dalsze pochodne wyrazone w podobny sposéb.
Granice catkowania z (8-20) ulegng jednak teraz zmianie, odpowiednio do
granic czworodcianu, np.

L=y 1—g—

11— {
{0V 16,9, oraeanac. (8-23)
bbb

Oczywiscie taka sama procedura bedzie miala miejsce w przypadku wapél-
rz¢dnych trojkatnych.

Nalezy zauwazyé, e i teraz wyrazenie [G] wymagac bedzie zastosowania cal-
kowania numerycznego, ktére jednak dokonywane jest wzgledem prostego, nie-
ynieksztalconego obszaru macierzystego, niezaleznie czy to dla tréjkata, czy dla
czworoscianu.

Rys. 8.8. Znieksztalcony prostopadioscian tréjkatny

Wreszcie trzeba zauwazyé, ze kazdy z rodzajéw elementéw oméwionych po-
wyiej moze by¢ odpowiednio przeksztatcony. Niekiedy, jak np. w przypadku
prostopadiodcianu o podstawie trdjkatnej, stosuje si¢ zaréwno wspélrzedne po-
wictzchniowe jak i prostokatne (rys. 8-8). Uwagi dotyczace zaleznosei wspdlrzgd-
nych znajdujg tutaj takze zastosowanie. Pamietaé jednak nalezy o wspomnianych
klopotach. Ostatnio podane informacje powinny nieco wyjaénié sposéb poatg-
pnwanla.

8.4. CalkoWanie numeryczne

#.4.1. Calkowanie w obszarze jednowymiarowym. W rozdziale 5, pray
nmawianiu wzglednie prostego problemu osiowo-symetrycznego stanu napre-
Jenia 1 prostych elementéw tréjkatnych, stwierdzono, ze catkowanie algebraiczno
wyrazet zawartych w macierzy elementu moze nastreczaé trudnodei. Zardwno
w takich przypadkach, jak tez i w bardziej skomplikowanych, przeksztatconych
clementach, nabiera znaczenia catkowanie numeryczne.
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Pewne zimady catkowania numeryesnogo wostuny omdwione ponidej i podane
zostang tablice odpowiednich wapdlezynnikdw,

Aby znalezé numerycznie catkg funkejt Jednej zmienncj, mozemy stosowaé
jeden z dwu zasadniczych sposobdw [7], [8).

(alkowanie Newtona-Cotesa. Najpicrw okredla si¢ a priori punkty (zazwyczaj
réwnoodlegle), w ktérych nalezy znalc£é wartodei funkeji, po czym za pomoca
tych wartosci wyznacza si¢ odpowiedni wiclomian i calkuje si¢ algebraicznie
(rys. 8.9a).

7
a) T\
s
@) 4=
~f 0 $ 7
f
b)
(%) l6)
&) e
-1 : 7
033998 Rys. 8.9. Calkowanie: a) Newtona-Cotesa,
1= b) Gaussa; kazde catkowanie dotyczy wielo~
046113 mianu siédmego stopnia, tj. blad 0(4%)

Poniewaz n wartosci funkcji okreslaja wielomian (#-1) stopnia, blad bedzie
rzgdu O (4)", gdzie A oznacza odstgp miedzy punktami podzialu osi odcigtych.
Powyzsze prowadzi do dobrze znanych formut kwadratury Newtona-Cotesa.
Catk¢ mozna zapisaé jako

41 "
I=§ f(e)dz =" Hif(&) (8-24)
1 =T

-

dla przedziatu catkowania migdzy —1 i 1 (rys. 8.9a). Na prayklad gdy n =1

I =f(=D+f(4+1). (8-25)
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Dobrze znany wazdr trapezowy daje, n = 2

I= % f =D+ O+ (+ 1)) (8-26)
a regula jednej trzeciej — Simpsona, n =3
1= vy (L) rar(+ D) +sn)] (627)

Wrory dlan =1, 2,3, ... az do 20 podane s3 u Kopala [8].

Calkowanie Gaussa. Jezeli zamiast rozmieszczania punktéw w jednakowych
odstepach zatozymy a priori, Ze powinny byé one umieszczone w miejscach do-
branych tak, by zapewnié najlepsze przyblizenie do rzeczywistej funkeji, to praw-

Tablica 8-1
Odciete i wspélczynniki wagi dla wzoru na kwadrature Gaussa

1 n
|, feds = 3, Hiftap
L =

*+a H
n=2
0,57735 02691 89626 1,00000 00000 00000
n=3
1,77459 66692 41483 0,55555 55555 55556
0,00000 00000 00000 0,88888 88888 BRERY
n =4
186113 63115 94053 0,34785 48451 37454
,33998 10435 84856 0,65214 51548 62546
n=35
0,90617 98459 38664 0,23692 68850 56189
€,53846 93101 05683 0,47862 86704 99366
(L00000 00000 00000 0,56888 88888 HRHRY
n==6
0,93246 95142 03152 0,17132 44923 7970
0,66120 93864 66265 0,36076 15730 4310
0,23861 91860 83197 0,46791 39345 72091
n=7
0,04910 79123 42759 0,12948 49661 ORE70
{74153 11855 99394 0,27970 53914 89277
,40584 51513 77397 0,38183 00505 05119
0,00000 00000 00000 0,41795 91836 73469
n==8
0,96028 98564 97536 0,10122 85362 90376
0,79666 64774 13627 0,22238 10344 53374
1,52553 24099 16329 0,31370 66458 77887
0,18343 46424 95650 0,36268 37833 78362
n=29
090816 02395 07626 0,08127 43883 61574
1143603 11073 26636 0,18064 81606 94857
001337 14327 00590 0,26061 06964 02938
14,2425 34234 03809 0,31234 70770 40003
0,00000 00000 00000 0,33023 93550 01260
n =10
0,87390 65285 17172 0,06667 13443 O8O8K
1,R6306 33666 88985 0,14945 13491 50581
1,607940 95682 99024 0,21908 63625 15082
1,44339 53941 29247 0,26926 67193 09996
014887 43389 81631 0,29552 42247 14753
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dopodobnie uzyskamy lepszg dokludnodé, Intotnie, jedli rozwazymy zndw, e

i »‘

I §peyae N ingce) (8-28)

S =T
i prayjmiemy znéw wyrazenie w postaci wiclomiami, latwo udowodnié, ze dla »
punktéw mamy 2» niewiadomych: f; oraz &, zatem wielomian bedzie stopnia
2n—1. Moina go zbudowa¢ i scatkowaé algebraicznie (rys. 8.9b). Teraz blad ma
rzgd 0 (4)*".

Uklad réwnan dla znalezienia wspélczynnikéw jest trudny do rozwigzania,
lecz poprzez pewne matematyczne przeksztalcenia mozna pokazaé, ze rozwigza-
ni¢ explicite mozna otrzymaé w postaci wielomianéw Legendre’a. Dlatego proces
ten nosi nazwe kwadratury Gaussa~Legendre’a.

"I'ablica 8.1 podaje odcigte i wspdiczynniki wagi dla calkowania Gaussa.

W metodzie elementéw skoriczonych rachunek polega na okresleniu catkowanej
funkcji f za pomoca pewnej liczby wartosci tej funkeji. Dlatego proces Gaussa,
juko wymagajgcy najmniejszej liczby takich wartoéci, idealnie nadaje si¢ do tego
celu i obecnie jest uzywany prawie wylacznie.

Wzér na calkowanie w postact

1 n

1= { w(@f(®de =) (&) (8-29)

mozna takze stosowaé dla okreslonej funkeji w(£), calkujac z niezbednym stop-
niem dokladnodci rozwinigcie wielomianéw od f(§) [7].

8.4.2. Calkowanie numeryczne — obszary prostokgtne lub prostopadio-

#cienne. Najprostsza droga do otrzymania catki
11

1= § p(&, myaean (8-30)

polega na obliczeniu najpierw catki wewngtrznej, przy zalozeniu 5 = const

1 n
§ fe,myde =" Hif(g, m) = y(n). (8-31) ;
el j=1

Obliczajac nastepnie calke zewngtrzng w podobny sposéb znajdujemy
1 n

1= § pydn="> p(m) =

-1 i=

=SS H = Y Y B, . (8-32)
=1 =1 =1 j=1

Dla prostopadluécianu otrzymujemy podobnie

111 n n n
1= | §fem Odeande =3 015 HH Haf (bt bn)- (839
- 1 sml Jal T

I g
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Obliczajgc powydsze culki przyjeto jednakows liczbe punktéw podziatu dla
kazdego kicrunku. Oczywiscic nie jest to niezbgdne i czasem moze byé wygodnie
zastosowaé niejednakows liczbe tych punktéw dla poszczegdlnych kicrunkdw.

Warto odnotowaé, Ze sume¢ podwdjng mozna latwo interpretowaé jako poje-
dynczg, rozciggnigta na #xXn punktéw kwadratu (albo na 73 punktéw rozciggnigty
na szeécianie — w przypadku sumy potrdjnej).

Na rysunku 8.10 pokazano 9 punktéw podziatu prowadzgcych do calki pigcio-
krotnej w kazdym kierunku.

o7 of L
B I
1] o4 § 6o
Rys. 8.10. Punkty calkowania Gaussa dla # = 3[w obszarze o_ksztalcie
kwadratu; dciste — dla wielomianu pigtego stopnia w kazdym’ kie- of 02 Ja
runku, biad 0 (4%) s

Zbadajmy jednakze problem blizej; postawmy wymaganie dokladnego scatko-
wania wielomianu pigtego stopnia w dwu kierunkach. Dla kazdego z punktéw
nalezy okredli¢ dwie wspélrzedne 1 warto$é f za pomocy wzoru na wartoéé éred-
nhig

11 m
1=§ § e, mdean =D wif(6, m). (8-34)
Rt T

Moze si¢ wowczas okazad, ze jedynie 7 punktéw wystarczy dla uzyskanin tej
uamej dokladnosei. Obecnie poszukuje si¢ takich wzoréw, jako ze mogg one znacy-
nic uproéci¢ obliczenia.

#.4.3. Calkowanie numeryczne — obszary tréjkatne i czworoscienne,
Calki dla trijkata wyrazone we wspdlrzednych powierzchniowych majg postué

11-Ly
1={ § AL, Ly, L)dL,dL,. (8-35)

o0

Mozemy znéw zastosowaé n punktéw Gaussa i doprowadzié do wyrazenin
n sumy typu, oméwionego poprzednio. Jednakze granice catkowania bedg teraz
rawieraé zmienny; dlatego wygodniej uzyé inne punkty dla drugiego catkowania,
stosujgc specjalne wyrazenie Gaussa dla calek typu pokazanego w réwnaniu
(B-2a), w ktérym W jest funkcjg liniows. Zostalo to wykonane przez Radau [9].

Rys. 8.11, Zbiorczo punkty dla tréjkgta; catkowanie Gaussa-Radau
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‘Tublion 8.2
Btale catkowanla Gaussa-Radau

Liczba punk-

tow calkowania A¥ (A iy A6 (1 AS (1]
w kazdym F=1n F=1u T win I=1in
lierunku

w1 0,5 1,0 0,3333333333 0,75

1.0 (0,25)
nomm2 0,2113248654 0,5 0,1550510257 0,3764030627
0,7886751346 0,5 0,6449489743 0,5124858262
K (0,1111111111)
33 0,1127016654 0,2777777778 0,0885879595 0,2204622112
0,5 0,4444444444 0,4094668644 0,3881934688
0,8872983346 0,2777777778 0,7876594618 0,3288443200
(1,0 (0,0625)
"4 0,0694318442 0,1739274226 0,0571041961 0,1437135608
0,3300094782 0,3260725774 0,2768430136 0,2813560151
0,6699905218 0,3260725774 0,5835904324 0,3118265230
0,9305681558 0,1739274226 0,8602401357 0,2231039011
1,0 (0,04)
nes 0,0469100770 0,1184634425 0,0398098571 0,1007941926
0,2307653449 0,2393143353 0,198013417% 0,2084506672
0,5 0,2844444444 0,4379748102 0,2604633916
0,7692346551 0,2393143353 0,6954642734 0,2426935942
0,9530899230 0,1184634425 0,9014649142 0,1598203766
K 0,2777777718)

"P'ablica 8.2 zawiera stale wagowe, niezbedne do wyrazen

I=iin(L1,L2, Ls),

=1 7=
gdzie:
L, = AIG),
L, = AJ(j)(1—Ly), 036
Ly=1-L,—L, (8-36)

W= ASHH()(1—L)-

Podobne wyrazenia mozna uzyskaé dla czworo$cianu.

Na rysunku 8.11 pokazano rozmieszczenie punktéw catkowania wewnatrz
tréjkata od 7 = 1 do # = 3. Widaé od razu, Z¢ punkty te nie s3 rozmieszczone
przypadkowo (ani symetrycznie). Poza tym dokladnosé nie jest teraz jednakowa
w kierunkach L,, L, i L,. Istotne numeryczne (i zarazem efektowne) ulepszenie
otraymat Hammer i in. [11]; szereg takich wynikéw podano w tabl. 8.3 dla wyrazef
podobnych do (8-34).

Mozna dowiesé, ze liczba punktéw uzyta przy catkowaniu jest zawsze wystar-
crajaca lub wigksza niz niezbedna do okreglenia wielomianu zadanego stopnia,

Mosna, oczywidcie, réwniez uzyskaé podobne wyraZenia dla czworofcianu,
W tabl. 8.4 pokazano nicktére wzory w oparciu o prace [11] i [12].

144

Tablica 83

Wzory do calkowanla numerycznego dla tréjkatéw

Rzad Rysunek Blad Punkty Wspv'blrzcdne
tréjkatne
Liniowy A R = 0(») a —:IT’ %, _;_
11
_ e R
Kwadratowy R = 0@ b 0, L, L
v 20 Z
1 1
c z 0 7
i1 1
o / S Y T )
Szedcienny A R =0(% A %’ %, %
<) / . 2 11 2
15 15 15
d 22 AL
157 157 15
Wzoru tego nie zaleca sie z uwagi na ujemne wagi i zaokraglenie bledéw
101 1
3 3 F
11
. L I T
4\ ¢ o, L L
e 20 Z
Szedcienny % R = 0% d Loy 2
h . 2 [
e 1, 0, 0
f 0, 1, 1
g 0, 0, 1
101 1
a 3 30 3
e b ;1 , B, gl
Iiytego stopnia ’ R 6 y pogn B
P = 0(%°) d B
q 1, 1, 1
SN e a2, Bz B2
f B2, az, B2
¥4 2, Bz, @
gdzie:

10 Matoda eletmonlow

a1 = 0,05971587
B1 = 0,47014206
az = 0,79742699
B2 = 0,10128651

Wagi 21

g

o
Sim

o
o!"’

0,225

0,13239418

0,12593918



Tablion #-4

P'unk-  Wapbirzedne .
Nr Rzqd Rysunek Blad ty caworodcienne Wagi
1 Liniowy RemOU®) @ 4 4 o E 1
- 1
a o B B B K3
1
5 B o B B T
1
2 Kwadratowy R = 0() I3 8 B o B s
1
d B, B B « s
a = 0,58541020
8 = 0,13819660
e _
101 1 1 4
« T A E -5
i1 01 1 9
8 e e s 20
3 Szedcienny R =0 ¢ %, —;—, %, —;— —293-
d 101 11 9
o' 6236 20
i1 1 1 9
¢ s e e 3 20

\

8.5. Uwagi kohcowe

Pokazali$émy jak mozna tworzyé duig liczbe réznorodnych elementdw. Catko-
wanie numeryczne prowadzi do potrzeby funkeyjnego opisu niektérych elemen-
téw. Catkowanie numeryczne jest przybliZone. Zagadnienia niezbednego stopnia
aproksymacji w praktyce oraz ogélnego opracowania programéw opartych na
calkowaniu numerycznym bedz oméwione w rozdz. 9.
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9. Niektdére zastosowania
elementow
izoparametrycznych
do gnalizy dwu-

i tro;v_vymiarowego stanu
naprezen

9.1. Wstep

Stosowanie w poprzednich dwéch rozdzialach elementéw wyzszego rzedu wy-
naga pewnego uzasadnienia, Wskutek bowiem ich wiekszej zlozonosci maszyna
potrzebuje wiecej czasu do rozwigzania problemu. Warto zatem zastanowié si
nad celowoscig tego zabiegu. ¢

Na. rysunku 9.1 podano prosty przyklad belki wspornikowej, do obliczenin
klnrg zastosowano rézne rodzaje elementéw. Poréwnujac pierwsza i drugg parg
wynikéw widaé, jak gwalt Jest polepszenie dokladnosci przy zast u -
flla tej samej liczby stopni swobody — elementdw zlogomych. Nie przejawia si¢ to
A|ulf1ak w.proporcjonalnyrn skréceniu czasu rozwigzywania, poniewaz z bardzicj
zl.ozonyr'n.l el.en'nentami zwigzana jest wieksza szerokos$é pasma macierzy. 'I'ym
niemniej istnieje wyrazna oszczednosé czasu.

Poza tym przygotowanie danych dla maszyny przy zlozonych elementach
nicga znacznemu uproszezeniu. W przedstawionych przykladach trzy elementy
zlnz?ne zastgpqu odpowiednio sze$é i osiemnascie prostych trdjkatéw; do okre-
l(l.cm,a pozostaje \.avch mniejsza liczba elementéw. Bardzo prosto mozna tes na-
pisaé — jesli boki s3 proste — odpowiedni podprogram interpolujgcy poloZenie
punktoyv po%rednich. Liczba wspéirzednych wymagajacych okreélenia jest wige
rnicznie mniejsza.

'l'o wszystko przemawia na korzyéé elementéw zlozonych, jezeli siatkg po-
zintu przeprowadza si¢ automatycznie. To ostatnie jednak zawsze zwicksza ilo#é
pricy przy programowaniu.

7 drugiej strony daje si¢ czasem zauwazy¢, Ze znacznie zredukowana liczba
elementéw zlozonych nie jest w stanie przedstawié wszystkich lokalnych zawilodci

"
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AB A
Zry A’
Rodraj elementu Silo pronowa wA l Moment w A4’

N
=1
]

-l

NukTadnie

Rys. 9.1, Elementy trojkatne i prostokatne zastosowane do obli~
esenin belki wspornikowej. Pokazano mozliwosé wiekszej doklad-
nofei przy tej samej liczbie stopni swobody

geometrii badanego zagadnienia. W takich przypadkach czgsto wygodniej jest
sastosowaé elementy proste. AN

Prawdopodobnie najwazniejszym problemem ekonomicznym przy zastosowa-
niu zlozonych elementéw kezywoliniowych jest czas maszyny, niezbedny do wy-
konania catkowanh numerycznych. Nalezy tu oczywidcie zalozyé z g6ry okres-
long granicg ekonomicznie rozsadnej doltadnosci, wymaganej w tych catko-

waniach.,

9.2. Zadana doktadnoéé calkowania numerycznego

W poprzednim rozdziale pokazano sposob, W jaki za pomocg catkowania numerycz-
nego na n punktach Gaussowskich mozna wyznaczyé macierze elementéw. Nakiad
wysitkéw przy calkowaniu na plaszczyZnie jest W przyblizeniu wprost proporcjo-
nalny do n?, gdzie n— liczba punktéw, w ktérych ma by¢ znaleziona funkcja.
W przypadku tréjwymiarowym naklad ten jest proporcionalny do #3. Ustalenie

lasciwej minimalnej licaby p htdw Gaussa ma zatem okreslone znaczenie.

Ponitej zajmiemy si¢ zagadnieniem naprezefl w ciele sprezystyms; macierzg
wymagajace okredlenin jest zatem macierz sztywnodci elementu.

Formulujemy nastgpujyee twierdzenie:
Zbiesnosé wynihdw metody el téw skorczonych w Inieniach analis)
praemieszczeti spregystych jest zapewni , 84y 2a p " usytego sp 'y
ib, ” 3 Anblndrni w_/ yé LJ"J &L ol 4. [i}, [2]" !
’Dowéd powyis.zego twierdzenia jest prosty. Gdy wielkosé elementu malcje
wowezas otrzymujemy w granicy okreslona funkcjg ksztaltu, dajacg w elemcncic;
stale odksztalcenie i naprezenie. Sily weztowe przybierajs zatem postal

Fy = § {o[Blav = {o}* | [B14V. ©-1)

ve ve

a)

p=1
! 7
Crr. Spr.
-10 Brok zbieinesci przy - Brak zbielnosci pra,
2punkiach Gaussa b 3 punkiach wa&

Geg Geg
[ 12
or 04
»
ar AN
a o
r=1 r=2 ﬂ/’-—l red

Rys. 9.2. Wydrazona kula pod ciénieniem wewngtrznym. Skutocs-
not¢ liczby punktéw calkowania Gaussa: ©3 punkty, X 4 punkty,
A5 punktéw; a) el ty i — brak zbicinofei pray
dwiéch punktach Gaussa, b) el ty czwartego stopnia = bruk
zbiesnokci pray trzech punktach Gaussa
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za$ macierz [B] otrzymuje si¢ z pierwszych pochodnych N, pomnozonych przez
[71-, zatem dokladna calka z réwnania (9-2) daje dokladng wartos¢ catki z (9-1).

Badajgc szczegdlowo postaé jakobianu [¥], bedacego wyznacznikiem utworzo-
nym z pochodnych funkcji ksztaltu, por. (8-18), mozemy okresli¢ jego rzad iwten
sposéb znalezé liczbe punktéw Gaussa, wystarczajacg do dokladnego scatkowa-
nia. Na przykiad w dwuwymiarowym czworokacie wyznacznik przybiera postad
wyrazenia kwadratowego, a to wymaga o najmniej dwu punktéw Gaussa. W tréj-
wymiarowym graniastostupie wyznacznik staje sig wyrazeniem trzeciego stopnia,
wymagajac dla dokiadnego scalkowania po dwa punkty Gaussa w_kazdym z trzech
kicrunkéw [3].

T'¢ minima, niezbedne dla wlasciwej zbieznoécl rozwiazania, niekoniecznie sg
najlepszym kompromisem ekonomicznym. Jezeli dla przedstawienia konfiguracji
obszaru uzyjemy matej liczby element6w, wowezas oplaca si¢ dokladniejsze catko-
wanie przy wiekszej liczbie punktéw Gaussa. Natomiast przy uzyciu duzej liczby
clementéw do przedstawienia obszaru wskazane jest stosowanie ze wzgleddw
oszczednoéciowych moiej dokladnego calkowania.

Jest oczywiste, ze programy dla ukladania macierzy powinny byé przygotowane
w taki sposéb, aby uzytkownik mégt wybraé odpowiednia dla swoich celdw liczbg
punktéw calkowania. Nie powinna ona by¢ nigdy mniejsza niz minimum ko-
nicezne dla zbieznosci, ale tez i nie wigksza niZz wymagana dla osiagniecia odpo-
wicdnio dokladnych wartosci calek.

Na rysunku 9.2 pokazano przyklad osiowo-symetrycznego zadania kuli obcig-
#onej ciénieniem wewnetrznym. Uzyte zostaly tu dwa rodzaje elementéw i rézna
liczba punktéw catkowania. Wyniki nie wymagaja komentarza.

9.3. Korzysci obliczeniowe catkowania numerycznego elemen-
téw skonczonych

Jedng z istotnych zalet numerycznego calkowania elementéw skoficzonych jest
wszechstronno$é prostege programu dla maszyny.

Fatwo zauwazyé, ze dla danej klasy probleméw macierze ogdlne majg zawsze t¢
samg postaé (por. rozdz. 18) ze wzgledu na funkcje ksztaltu i ich pochodne.

Aby méc analizowaé element, nalezy najpierw okreglié dla niego funkcje ksxtaltu
i jej pochodne, a nastepnie ustali¢ rzqd calkowania.

Obliczenie wlasnoéci elementu skiada si¢ wiec z trzech oddzielnych czgdci,
jak to pokazanbd na rys. 9.3. Dla danej klasy probleméw potrzebna jest za kazdym
razem tylko zmiana funkji ksztaltu i to wystarcza do opisania calej réznorodnosci
mozliwych do uzycia elementéw. Na odwrét, te same podprogramy dla funkefé
ksntaltu mogg by¢ zstosowane w réznych klasach probleméw.

18N

Utycie réznych rodzajéw elementéw, sprawdzenie przydatnodei nowych worsji
clementéw — zastosowunych w danym zagadnieniu, lub rozszerzenie programdéw
w celu zbadania nowych sytuacji moze wigc byé latwo dokonane przy pominigciu
odpowiednich obliczer algebraicznych (z nieodtacznymi w tych przypadkach
mozliwoéciami pomylek). Maszyna cyfrowa spelnia tutaj swoja role: ,,jest postuss-
nym narzedziem, zdolnym do oszczednego dzialania”.

Opis funkefi SR
ksztalfu g
q
i
'S
]
Rys. 9.3. Organizacja procesu oblicze przy calko- E’ng
waniu numerycznym, 'Te same programy funkcji @
ksztaltu mozna stosowaé do réinych rodzajéw ele- Rzad colkowania §,§'
mentéw

Najwicksza praktyczng zalets stosowania uniwersalnych podprograméw dia
funkcji ksztaltu jest to, Ze mozna skutecznie uwolnié je od pomylek za pomacy
dodatkowego programu. Wystarczy zwykle sprawdzié, czy wartodci wezlowo sg
poprawne i czy liczby, podawane jako pochodne, s3 nimi w istocie. W tym celu
stosuje si¢ prosty wzdr réznicowy, wprowadzajac podprogram dla dwu blisko
sichie polozonych punktéw. Sporadycznie mogg by¢ stosowane inne testy. Naj-
bardziej interesujacy jest test zalezny od wartosci wlasnych; jego zastosowanie
jednak nie zawsze si¢ oplaca [8].

9.4, Przyklady analizy dwuwymiarowego stanu naprezenia

W ponizszych przykladach osiowo-symetrycznych probleméw uzyto clementy
zakrzywione 1 podano niektére mozliwoéci ich zastosowania.

Tarcza wirujqca (rys. 9.4). Aby otrzymaé dokladne wartoci naprezert potrzeba
tu tylko osiemnastu elementéw. Warto zauwazy¢, ze wszystkie elementy trzoe
ciego stopniz o wezlach w érodku bokéw sg generowane automatycznie przy
realizacji programu i nie musza by¢ dodatkowo okredlane.

Stoskowy zbiornik na wode (rys. 9.5). W tym zadaniu uZyto takze elementy
tricciego stopnia. Zauwazmy, ze grubo$¢ poszczegélnego elementu wystarcza do
okreslenia efektéw zginania, zaréwno w grubej jak i w cienkiej czedci zbiornikn.
Przy zastosowaniu prostych elementéw tréjkatnych potrzeba byloby kilku warstw
tych elementéw, aby uzyskaé poprawne rozwigzanie. i

Kopula pétkulista (rys. 9.6). Na przykladzie tym pokazano sposéb w jaki prob-
lem cienkiej powloki moze byé rozwigzany przy uzyciu ograniczonej liczby cle-
mentéw i przy dokladnie tym samym podprogramie. Ten typ rozwigzania mode
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Ry, 9.4, Naprezenia obwodowe w tarczy wirujacej (18 elementéw szesciennych, 119 wezléw,
238 stopni swobody)
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Rys. 9.6. Obliczenie powloki za pomoca izoparametrycznych #zci-
ciennych elementéw (razem 15 i 24 elementy)

byé jeszcze ulepszony z punktu widzenia oszczednoéel pracy maszyny, dzigki
sastosowaniu dobrze znanego z teorii powlok zalozenia o liniowej zmicnnoéci
przemieszezers w kierunku grubosei powloki. W ten sposéb mozna jeszcze zre-
dukowa¢ liczbe stopni swobody. Metody tego rodzaju sz oméwione szczegdtowo
w rozdz. 14.

9.5. Wyznaczanie naprezen w stanie tréjwymiarowym

Stosowanie elementéw zlozonych w zagadnieniu tréjwymiarowym, jak wapo-
minaliémy w rozdz. 6, jest oplacalne. Ponizej przedstawiono typowe przykiady,
w ktérych zostalo uzyte prawie wylacznie sformutowanie kwadratowe typu seren-
dipowskiego. We wszystkich zadaniach postuzono si¢ calkowaniem po czterech
punktach Gaussa w kazdym kierunku.

Kula wirujgea (rys. 9.7). Ten przyklad moze stanowié prébe przydatnodei
clementéw silnie zakrzywionych, Naprezenia od sity odsrodkowej obliczone
wedlug metody elementéw skoficzonych poréwnano tu z wartoéciami dokladnymi.
Uzyto siedmiu elementéw; wyniki wskazuja na dobrg zgodnosé z wartodciaml
tlokladnymi [6].

Zapora lukowa na podlosu nieodksztalconym (typ 5). Zagadnienie powyZsze
bylo przedmiotem studiéw prowadzonych przez Komitet Stowarzyszenia Inzy-
nieréw Budownictwa Ladowego i mialo na celu dokladne sprawdzenie zbieznodci
w analizie tréjwymiarowej. Na rys. 9.8 podano dwa sposoby podzialu na elementy
wtopnia drugiego i dwa na elementy stopnia trzeciego. Wykresy przedstawione
tw rys. 9.9 wskazujg na zbiezno$é przemieszczei w przekroju $rodkowym; z ry-
wunku wynika, ze zadowalajaca doktadnoé¢ mozna uzyskaé nawet przy zastosowa-
niu jednego elementu,
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Rys. 9.7. Wyznaczenie napredets w kuli wirujacej: podziat oktantu kuli na 7 elementéw typu
60-1), b) wartodci naprezer wzdluz z = 0 i r = 0: — analityczne, O numeryczne

Poréwnanie naprezen (rys. 9.10) takze jest interesujace, chociaz widoczne sg
wigksze ,,0scylacje” przy grubszym podziale. Podziat ,,drobny” mozna traktowaé
jako ,,dokladny” dla sprawdzenia badai modelowych, a takze wynikéw otrzyma-
nych innymi metodami analitycznymi [7].

Wymienione rozwigzania ,testowe” ilustruja ogdlne mozliwosci stosowania
metody i uzyskiwanej przy tym dokladnodci. PoniZej przedstawiono dwa dalsze
przyklady praktyczne.

Zapora lukdwa 1 jej posad e (rys. 9.11) oraz zbiornik cisnieniowy (rys. 9.12).
Na obu przykladach pokazano podzialy wystarczajace do otrzymania zadowalas
jacej dokladnoscei inzynierskiej. Przyklad naczynia ci$nieniowego, podobnego do
omawianego w rozdz. 6, wskazuje na mozliwo$¢ znacznego zredukowania liczby
stopni swobody przy zastosowaniu bardziej ztozonych elementéw. Na przykladzie

154

120

00

80

& 60

40

o 32 elementy
484

x 98 =
o /(96D) element

7
-
A1 A

a

Rys. 9.9. Przemieszczenia punktéw strony

odpowietrznej w przekroju pionowym zapory

lukowej 7z rys9.8 0

I I I T
Strona” odpowrefrzng

a]

|- Strong gowegna,

x 38

o J2 Flementy
s 94

”

"

0 1(96D) Element

VA

AR

™~

Ryn, 9.10. Naprezenia oy
w przekroju pionowym za-~ o

[~

80 -60 -40 20 0
pory tukowej  rys. 9.8 Sciskania

kGfem?

Rorciaganis

20 49 60 &0 100 120 0

183



Ryn. 9.11, Zapora lukowa z wiaczonym do obliczeri posadowieniem: a) podziat zapory na elementy,
1) nutomatycznie wykonany rysunek izometryczny zapory dla analizy tréjwymiarowej (rysunek
roudziclonej na elementy i ,,zszytej’’ zapory). Wylaczono elementy posadowienia. Linie niewidoczne
WIYROWENO rycznie

zapory lukowej przedstawiono rozwinigcie podziatu na elementy izoparametryczne,
otrzymane bezpodrednio z analizy danych na automatycznej maszynie kreslacej.
"I'ikie - rozwinigeia przydatne sa nie tylko dla wizualnej ilustracji zagadnienia;
sujy si¢ one podstawowym elementem sprawdzenia poprawnoSci danych, gdy?
pozwalujg na wykrycie kazdego wigkszego bledu w opisie geometrycznym. Powig-
zania wezystkich wybranych punktéw sy sprawdzone automatycznic.
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Rys. 9.12. Tréjwymiarowa analiza zbiornika
ciénieniowego (z uwagi na symetrig badano
wycinek 1/16 obwodu); catkowita liczba ele-
mentéw — 96, weztéw — 707, stopni  swo-
hody — 2121

Bezbledne opracowanie danych — w przypadku zlozonych zagadnien trojwy-
miarowych — jest bardzo istotne z uwagi na skrécenie czasu pracy maszyny
cyfrowej. Sprawdzanie danych wedlug wymienionych tu (i oczywiécie innych)
sposobéw powinno stanowié zasadniczg czesé kazdego programu obliczeniowego.

9.6. Uwagi ogélne o elementach wyzszych rzedéw

Yastosowanie elementéw wyzszego rzedu progresywnie powiecksza odejécie do
latwej dla fizycznego interpretowania najprostszej idealizacji zagadnienia. Nie
ma to istotnych konsekwencii, o ile rzeczywiécie udaje si¢ uzyska¢ lepszg aproksy-
macje; moze jednak by¢ czasem klopotliwe w zastosowaniach praktycznych. Na
przyklad intuicyjne zastgpowanie obcigzed ciagtych ukladem sit skupionych
w weztach przestaje by¢ dostatecznie poprawne.

W rozdziale 4 pokazaliémy przykladowo, Ze odpowiednio rozmieszczone sily
wezdowe, pochodzace od cigzaru wlasnego elementu, dadza si¢ ostatecznic spro-
wadzi¢ do trzech réwnych sit w wezlach. Wynik ten zgadza sigz intuicjg inZynierskg.
W przypadku sit od cigzaru wlasnego dziatajacych na element typu serendipow-
wkiego (rys. 7.4) otrzymujemy rozklad przedstawiony na rys. 9,13, Tylko pierwszy
% nich, dla najprostszego elementu, zgadza si¢ ze ,zdrowym rozsgdkiem”. Wo
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Rys. 9.14. Rozmieszczenie réwnomiernie roz-
toz obcigzenia na powierzchni ele-
mentu rodziny serendipowskiej, dzialajacego

w dwu lub trzech wymiarach

wazystkich innych pojawiaja sie ,,ujemne” oddzialywania w naroznych wezlach —
fakt wcale nie ,,0czywisty”.

Co wigcej, jezeli elementy takie s3 ponadto zakrzywione, dystrybucja obcigZenia
staje sig jeszcze bardziej skomplikowana. Nalezy wige zwréci¢ szczegélng uwage
na wlaéciwe dla danych elementéw rozlozenie sit.

Inzynier stwierdzi w tym miejscu, ze z fizycznego punktu widzenia rezultaty
bedy stale takie same, jesli w granicy przylozy si¢ takie same obcigzenie do kazdego
wezla, Istotnie, powinno tak by¢; ale przy podziale na elementy o skosiczomych
wymiarach wigksza dokladno$¢ uzyskamy z nienaturalnego, co prawda, lecz wia-
dciwego dla danego typu elementéw rozkladu obcigZenia.

Podabnie sily powierzchniowe sg zastgpowane nie dajacym si¢ intuicyjnie prze-
widzieé ukladem sit skupionych (rys. 9.14).

158

Rozwazania powylnze stanowig prostg inzynicraky interpretacie sil oddziuly-
wania miedzy elementami.

Natomiast przedstawicnie naprezeni w obszarach obcjmujgcych niecigglosci
(osubliwosci), jak np. obcigzenie skupione, jest zawodne i czgsto mogg wystgpi¢
nieprzewidziane wartosci naprezenia w otoczeniu takich obcigzen. Nie oznaczi
to jednak zmniejszenia dokladnosci, lecz wskazuje na koniecznosé zabiegéw ulep-
szajacych podziat i udredniajgeych wartosci, aby poprawnie przedstawié efekty
rzeczywiste.

Na rysunku 9.15 przedstawiono jakosciowe poréwnanie naprezen uzyskanych
w wyniku zastosowania wokét takiej niecigglodci raz elementéw o statych i raz

Rys. 9.15. Anomalie mogace wystapi¢ w otoczeniu obcigZenia sku-
pionego, wywolane , wym”’ przed ieniem el

- — — el t o stalym odk ceniu

—.—. element o liniowo-zmiennym odksztatceniu

o liniowo-zmiennych odksztalceniach. Elementy bardziej zlozone mogg dawaé,
o prawda, lepsze przyblizenie w samej nieciggloci, ale tez moga spowodowaé
pewne nienaturalne efekty w jej otoczeniu, czego znéw nie wykazuja elementy
najprostsze. Oczywidcie, w takich przypadkach nalezy dokonaé odpowiedniego
wyréwnania wynikéw i liczy¢ si¢ z tym przy ich interpretacji.
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10. Zginanie plyt

10.1. Wstep

We wszystkich zagadnieniach rozpatrywanych w poprzednich rozdziatach zwigzki
,naprezenie-odksztalcenie” byly zadawane w swej $cislej postaci, natomiast
w czasie rozwigzania wprowadzano przyblizenia. W klasycznej teorii plyt [1]
pewne przybliZenia wprowadzane s3 na poczatku, aby problem sprowadzié do
dwu wymiaréw. Chodzi tu o zalozenie liniowej zmiennosci odksztalcesi i naprezes
na prostych prostopadlych do plaszczyzny plyty. Tak zwane ,,écisle” rozwigzanie
wedtug teorii plyt jest zatem wazne tylko wéwezas, gdy zalozenie to jest spetnione.
Dotyczy to przypadku plyt cienkich i malych ugieé.

W ponizej przedstawionych rozwigzaniach punktem wyjscia jest ta wladnie
uproszczona teoria plyt w sensie klasycznym; dlatego wyniki uzyskanych rozwig=
zafi numerycznych musza byé poréwnywane z rozwigzaniami wedlug klasycznej
teorii plyt; podlegajg one bowiem tym samym ograniczeniom.

Stan odksztalceri plyty moze by¢ calkowicie opisany za pomocy jednej wiclkosei,
Jest nig poprzeczne przemieszczenie w ,,plaszczyzny $rodkowej” plyty. Jednak
warunki cigglodci pomiedzy elementami sg teraz nalozone nie tylko na te prae-
mieszczenia, ale réwniez na ich pochodne. Nalezy zapewni¢ warunek, aby plyta
pozostawala ciggla i nie tworzyly sie ,,przeguby”®. W kazdym wezle muszg byé
viatem spetnione trzy warunki réwnowagi i warunki cigglosci.

Okreélenie odpowiedniej funkeji ksztaltu jest tu znacznie bardziej skompliko-
wane. Istotnie, jesli wymagana jest catkowita ciggloéé nachyleri na powierzchniach
niigdzy elementarni, to matematyczne i rachunkowe trudnoéci rosng czesto nic-
proporcjonalnie szybko. Jednak mozZna stosunkowo prosto otrzymaé funkcje
ksztattu, ktére bedg zabezpieczaé cigglos$é w, lecz mogg nie zapewniaé cigglodei
nachylenia miedzy elementami (oczywiscie nie w wezle, w ktérym jest ona zalo-
sona). Jedli takie funkcje spelniajg kryterium ,,stalego odksztalcenia”, wéwezas
rawsze mozna uzyska¢ zbieznos¢ (por. rozdz. 2). Pierwsza czgéé ninicjszego roz-
dziatu jest poswigcona takim ,,niedostosowanym’ funkcjom ksztaltu. W drugicj
czgdei wprowadzone sg nowe funkcje, za pomocs ktérych cigglosé zostaje pray-
wrdcona. Rozwigzanie za pomocy takich ,,dostosowanych” funkeji ksztaltu daje

'y Jedli przeguby powstajg, wéwezas druga pochodna krzywizny staje si¢ nicskoficzenio wiclka
I w wyraZenie na energic wehodzg wyrazy nieskoriczenie duze.
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granice poprawnego rozwigzania, lecz w pownych preypadkach odbiega od dolnej
granicy dokladnodci. Dla praktycznych smstosownt mozZna polecié metody roz-
patrzone w pierwszej czeéci.

Najprostszym ksztaltem elementu jest w tym przypadku prostokat; on tez
zostal rozpatrzony najpierw. Tréjkatne i czworobocane clementy sprawiajg pewne
trudnosci i s3 rozwazane w nastgpnej kolejnosci; przy obliczaniu powtok lub plyt
o dowolnym ksztalcie takie elementy s3 bardzo wygodne.

10.2. Sformulowanie zadania plyty w przemieszczeniach

Przemieszczenia plyty wedtug teorii plyt cienkich sz jednoznacznie okreslone
przez ugiecie , mierzone w kazdym jej punkcie. Zapiszmy to w ogdlnej postaci
jako

w = [N1{d}°, (10-1)

gdzie funkcje ksztaltu [ V] s3 zalezne od wspélrzednych kartezjasiskich x i y, za$
{8}° jest macierzg parametréw wezlowych elementu.

Uogdlnienie ,,odksztalcenia” i ,,naprezenia’ nalezy teraz okreslié tak, aby ich
iloczyn skalarny stanowil prace wewnetrzng (por. rozdz. 2). Musimy zatem zde-
finiowaé ,,odksztalcenia” jako

_ *w
ox2
*w
e} =+H1—2 10-2)
Pw
(> eway )

Odpowiadajgce im ,,naprezenia” beda w istocie ‘momentami (zginajacymi
i skrecajacym) na jednostke dtugosci, w kierunkach x iy (rys. 10.1) [1]

M.
(o} = [M, l (10-3)
M,

Rys. 10.1. Wypadkowe napigé, czyli ,,napre-
? Zenia’’ przy zginaniu plyty

Poniewnz rzeczywinte nuprezenia i odksztateenia zmieninjy si¢ liniowo na gra-
bosei plyty [1], mosna wiee je znalezé z takich wyrates, jak

6M,
= 2

Ox = 5

itd.,

gdzie  nalezy mierzy¢ od $rodkowej plaszezyzny plyty, zaé ¢ jest jej grubodciy,

Hoczyn wyrazeri (10-2) i (10-3) odpowiada wéwczas dokiadnie definicji pracy
wewnetrznej.

Poniewaz odksztalcenia s3 obecnie zdefiniowane przez drugie pochodne, kry-
terium cigglodci wymaga, aby dla funkcji ksztattu zaréwno w jak i jej pochodna
normalna wzgledem krawedzi migdzy dwoma elementami byly ciagle. Kryterium
statego odksztalcenia wymaga ponadto, aby wewnatrz elementu druga pochodna
zachowywala stalg, cho¢ dowolng, wartoé. Aby co najmniej spetnié w przyblizenin
ciaglodé ksztaltu, rozpatrywane sg trzy skladowe przemieszczenia jako parametry
wezlowe: pierwsze — samo przemieszczenie w, w kierunku s, drugie — obrét
(0x)s wokét osi x i trzecie — obrét (6,), wokét osi y. Na rys. 10.2 pokazano te
obroty i ich dodatnie kierunki, okreslone za pomocs reguly prawej reki. Ich wiel
kodci wskazuja wektory skierowane wzdluz odpowiednich osi.

Bylfoy)

4 8 (k)

w(k,)
Oapowiadajgce sobis

Rys. 10.2. Prostokatny element plyty sify i przemieszczena

Oczywiscie, pochodne w i obroty s identyczne (z dokladnodcia do znaku),
mozemy wigc napisaé

() = {30] - {—(‘2—3)! (10-4)

| )

Sily ,,wezlowe” odpowiadajace tym ,,przemieszczeniom” mozna interpretowad
fnko jedng sil¢ w sensie doslownym i dwa momenty

R} = {Fﬂ_] (10-5)
Fo
Juk pokazano na rys. 10.2.
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Sztywnoé¢ i inne macierze elementy otraymumy w zwykly sposdb, zgodnie
7 wyrazeniami z rozdz. 2, gdy tylko zostanlo vkredlonn macierz [B]. Z definicji
(10-1) i (10-2) wynika bezposrednio, e

al
[Bi] = =57 [Vl (10-6)

Nawiasy, w ktérych umieszczono funkcje ksztattu oznaczajg, ze sg to wielkodei
macierzowe, zaleine od trzech skladowych.
Macierz sprezystoéci [D] okresla si¢ w nastgpujacy sposéb

{o} = {M} = [D)({e}— {eo})+ {oo}- (10-7)

Dla plyty izotropowej (por. Timoshenko i Woinowsky-Krieger [1] s. 20 i 88))
mamy

e 1 0
[D] = 12(1% »y 1 0 (10-8)

o 0 a—wnpe _
Dla plyty ortotropowej o gléwnych kierunkach ortotropii pokrywajacych sie
z osiami x i y niezbedne sg cztery stale, okreslajace jej zachowanie sig, tj.

D, D, 0
[D1=|D. D, © (10-9)
0 0 D,

Stale te mozna powigzaé z wlasnoéciami sprezystymi materialu, jak pokazano
w pracy [1], jednak wygodniej jest pozostawié je w powyzszej postaci, poniewaz
teorig plyt stosuje sie czesto do rozwigzywania zadan dotyczacych rusztéw. Oczy-
wiscie, dla bardziej zlozonych przypadkéw anizotropii do zdefiniowania macierzy
[D] potrzeba jest co majwyzej szedciu stalych, chociaz pozostaje ona zawsze sy~
metryczna.

10.3. Wymagana ciaglo§¢ dla funkcji ksztaltu

Aby zapewnié ciaglo$é zaréwno w jak i jej pochodnych normalnych wzdluz kra-

wedzi elementu, powinnismy zdefiniowaé jednoznacznie zmiennoéé w oraz %—
7a pomocy ich wartoéci w punktach tych krawedzi.

1) Strony podano wg wydanin polakicgo, Arkady, 1962 (prayp. thum.).
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Rozpatrzmy rys. 10.3 przedstawiajgcy krawgdZ 1-2 elementu prostokgtnego.
Normalny kierunek # jest tutaj kierunkiem y, wymagamy wigc, aby w i g?- byly
y

jednoznacznie okreélone za pomocy wartosci w,%i‘c)— i %?;— w wezlach lezacych na

tej krawedzi.

Ty

| |
)
’/ [ x IH
]
|

Rys. 10.3. Ciagloé¢ pochodnej normalnej N

Postepujgc w myél zasad podanych w rozdz. 7 napiszemy dla krawedzi 1-2

w=A;+A, 5+ A2+ ... (10-10)
i
@ = B,+B, B3x?
&y = By+Byx-+Bsx*+ ..., (10'“)

za$ liczbe statych w tych wyraZeniach dobierzemy tak, aby mozna bylo okredli¢
je przez parametry wezlowe zwigzane z linig 1-2.
Tak wigc na przyklad, gdy na krawedzi s3 jedynie dwa wezly, wystarczy wy-

razenie szescienne, poniewas w oraz— - 3 okreslone w kazdym z nich. Podobnie,
ow

"’
Zauwazmy jednak, ze podobne rozumowanie mozna przeprowadzié w odnie-

dopuszczalna jest jedynie liniowa, czyli o dwu wyrazach, zmiennoéé

sieniu do kierunku y, zakladajac ciqglos’égi; wzdtuz tego kierunku. W ten sposéb
znajdujemy wzdluz 1-2

% (zalezy tylko od jednego parametru linii 1-2),
va$ wzdtuz 1-3

gi: (zalezy tylko od jednego pafametru linii 1-3).

Rézniczkujac pierwsze wzgledem x mamy dla linii 7-2
w
dxdy

 dla linii 1-3

(zalezy tylko od parametréw weztowych na linii 1-2),

2,
-aa;;% (zalezy tylko od parametréw weztdw na linii 7-3).
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We wapélnym punkeie 7 wynika z tego nleagendnokd; nie mozemy mieé¢ bowiem
tu
M )
axdy  dydw
dla dowolnych wartoéci parametréw w wezlach 2 i 3.

Nie modna zatem dobraé prostych wielomianowych wyrazeri dla funkeji kszialtu,
xapewniajacych pelng zgodnosé, jeseli w wezlach zadane jest tylko w i jego pochodne
normalne [2].

Jesli zatozymy takie funkcje, ktdre spelnialyby warunki zgodnosci i mialy trzy
zmienne wezlowe, to okaze sig, Ze nie beda one mialy cigglych pochodnych, a ich
pochodna mieszana nie bedzie jednoznaczna. Niektére z takich funkcji oméwiono
w drugiej czeéci niniejszego rozdziatu [4], [7].

Powyssze badania przeprowadzone zostaly dla elementu prostokatnego. Oczy-
wiscie, podobne rozwazania mozna przeprowadzié w odniesieniu do dwu dowol-
nych kierunkéw krawedzi z wezlem narozaym 1.

Sposéb ominiecia trudno$ei wspomnianych wezeénie] moze byé prosty. Po-
winni$émy mianowicie potraktowaé pochodna mieszang jako jeden z parametréw
wezlowych. Dla przypadku elementu prostokatnego jest to wygodne i mozliwe.
Proste funkcje tego typu byly proponowane przez Bognera i innych [8] oraz za-
stosowane z powodzeniem.

Niestety, rozszerzenie tego ,,chwytu” na wezly, w ktdrych zbiegajg si¢ krawe-
dzic nieprostopadle wzgledem siebie (rys. 10.4), na ogot jest niemozliwe. Wyma-
ganie ciaglosci pochodnych mieszanych narzuca tu konieczno$é wprowadzenia —
jako parametréw wezlowych — wszystkich drugich pochodnych w wegle.

Rys. 10.4. Wezel, w ktorym elementy spotykajg
sie w réznych kierunkach

'T'o jednak narusza wymagania fizyczne, gdy sztywno$é plyty zmienia sie sko=
kami od elementu do elementu; wéwezas to bowiem nie da si¢ utrzymaé réwnoéci
momentéw normalnych do krawedzi. Jednak i ten sposéb dla plyt jednorodnych
byt stosowany z powodzeniem [9], [10], [11].

Smith [9] badat efekt zalozenia takich ,,nadmiernyc » ciaglodci dla pochodnych
wyzszych rzeddw.

Trudnosé w znalezieniu funkcji przemieszezesi gwarantujacych cigglosé pochod-
nych prowadzi do préb ignorowania pelnej ich cigglodci, przy zachowaniu po-
zostalych niezbednych kryteriéw. Wychodzgc z prostego, opartego na intuicji
przekonania, 4¢ narzucanie cigglodei pochodnych w weztach musi doprowadzié

4

pray zageszezaniu podwintn do pelnej cigglodei pochodnych, opracowano bardzo
skuteczne funkeje kaztsltu dla niektérych elementéw [12] + [15]. Zbieznosé
u’.Lyskiwanych wynikéw moze byé¢ zbadana takie za pomocy innych sposobdw
niz podane w rozdz. 2 i 3 [4], [16]. Okazalo si¢, ze w pewnych okolicznodciach
istnieja male bledy w zbieznosci [4].

Prostota i praktyczna przydatno$é takich elementéw usprawiedliwia blizaze
ich omdwienie w dalszym ciggu.

10.4. Elementy prostokatne o wezlach w narozach

10.4.1. Funkcje ksztaltu. Rozpatrzmy prostokatny element plyty #lk, pokry-
wajgcy sie z plaszczyzng xy — jak pokazano na rys. 10.2. W kazdym weZle zadune
s3 przemieszczenia {6,}. Maja one trzy skladowe: przemieszczenie w, wkierunku
%, obrét (6,), wokét osi x 1 obrét (0,), wokét osi y. Przemieszczenia wezléw ug
zdefiniowane za pomocg réwnania (10-4), podczas gdy przemieszczenia elementu
beds zadane poprzez wypisanie przemieszczend poszczegdlnych wezléw elementu,
ogélnie — czterech, w postaci wektora

&

gy ={% (10-12)
6
O

Zwykle dla zdefiniowania funkeji ksztaltu uzywa sie wiclomianéw. W naszym
przypadku‘ wystepuje dwanascie parametréw. Gdyby zastosowaé wielomian
4-go stopnia, wéwczas nalezaloby opuscié niektére wyrazy, gdyz jest ich czter=
nascie.

Mozna przyjaé¢ nastepujacy zapis

W= oyt o x+ oY+ o ¥ a5 eyt o6y’ F o #3F g Py -+
+ oo xy? - oty oy 3 0ty y X3yt 0y Y3, (10-13)

Mz on pewne zalety; w szczegdlnosci wzdluz kazdego x = const 1 y = const,
l wige wzdluz krawedzi elementu przemieszczenie w opisane jest za pomocy
h‘mlfcji trzeciego stopnia. Funkcje taka okreslajg jednoznacznie cztery stale; sg
nimi dwie wartodci kgtéw obrotu i dwie wartoéci przemieszczed na koficach kra=
V\.'dei elementu. Poniewaz wartosci te w wezlach s3 jednakowe dla stykajgcych
wig¢ clementdw, cigglo§é w jest wiec zachowana wzdhuz calej wspdinej krawedzi,

Zauwazmy, ze gradient w normalny do dowolnej granicznej linii zmienia sig
wzdluz niej w sposéb paraboliczny (mozna rozpatrzyé, np. dw/dx wzdtuz linii,
dla ktérej x = const). Poniewaz na takich liniach sg zdefiniowane tylko dwie
wirtodci nachylenia normalnej, parabola nie jest okre$lona jednoznacznie; ogélnie
sutera biorge, moze zachodzié nieciggloéé nachylenia normalnej. Dlatego tet
funkcje te zwane sg ,,niedostosowanymi”.
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Stale @, do o, moina okredlié, pisvge dwanicio rdwom wighgeych wiclkosei
w i jej pochodnych w wezlach, gdzie wapdlragdne prayjmujy zadane wartosei.
Dl przykladu:

7R TR PR TR - PR TS e

17
0
(;:c))iz O 3] +

Te dwanaécie réwnai mozemy zapisaé w postaci macierzowej

{o} = [C1{a}, (10-14)

gdzic: [C] — macierz 12 12 zalezna od wspdtrzednych weziéw, {«} — macierz-
~wektor z dwunastu nieznanych stalych.
Odwracajac réwnanie (10-14) mamy

{a} = [C] {8} (10-15)

Odwrdcenie to moze byé dokonane na maszynie lub tez, jedli potrzebna jest
jawna postaé wyrazenia dla sztywnosci itd., poprzez algebraiczne przeksztalcenie.
Zustalo ono wykonane przez Zienkiewicza i Cheunga w pracy [12].

"I'craz moZemy zapisaé wyraienie na przemieszczenia wewngtrz elementu
w postaci standardowej

{f} =w=[N]{8}* = [P][C] {8}, (10-16)
gulzie
[Pl = (1, & 3, 22, 2y, ¥*, &%, &%y, %y?, ¥°, 2°, xy3)-
Jawna postaé powyzszego wyrazenia zostala wyprowadzona przez Melosha [17].

Wyrazenia te najproéciej mozna zapisa¢ wprowadzajac znormalizowane wspot-
tzedne oméwione w rozdz. 8; zatem dla kazdego wezla mamy

[V = 3 (ot Dot D2 Eortma— & —77)-

<abi(Eot117(Eo—1)(mo-+1)bni( S0+ 1) (no-+1)* (70 —1), (10-17)

gdzic: . =, ===,

Posta¢ [B] otezymuje sig bezposrednio 2z rGwnania (10-13); ponicwas

—2a, —b6a70 —2asy —60y; Xy
{e} = I—ZOCG —209x —6ag0y —Oo1zxy (10-18)
205 +hagx 4oy +6ay 2 +6ai5y?

zatem moZemy napisaé

{e} = [Ql{e} = [QI[CI* {8} oraz [B]=I[QNCI™,
gdzie
,0, 0, —6x, —2y, O, 0, —6xy, O

—2,0
0,0,—2, 0, 0, —2x,—6y, 0, —6ay
0,2, 0, 0, 4x, 4y, 0, 6« 6y

(10-19)

0,0,0
[01=10, 0,0
0,0,0

t]

, U,

Warto tutaj zauwazyé, Ze wybrana w ten sposéb funkcja przemieszczefi daje
stale wartosci odksztalcenia® spelniajac tym samym kryterium zbieznodci okre-
$lone w rozdz. 2.

10.4.2. Macierze sztywno$ci i obciazenia. Macierz sztywnosci, wigzgcy sily
wezlowe (zadane przez sil¢ poprzeczng i dwa momenty w kazdym wetle) z odpo-
wiadajgcymi im przemieszezeniami weztéw, mozna zapisac zgodnie z réwnaniem

(2-10)

%] = [BI* [D][B] dxdy. (10-20)

Po podstawieniu zalezno$ci (10-18) i zalozeniu # = const wewnatrz clementu
macierz ta przyjmuje nastgpujgcg postaé

= ey ({f orpelasay) 1. (10-21)

Wyrazy nie zawierajace ¥ i y moga byé teraz wylaczone z operacji catkowaniu,
a wyrazenie pod znakiem catki daje si¢ bez trudnoéci wymnozyé i scatkowad.
Rozwiniete wyrazenie dla macierzy sztywnosci [k] zostato obliczone dla przy-
padku materialu ortotropowego; wyniki zestawiono w tabl. 10.1.
Odpowiadajaca temu macierz naprezeii dla momentéw wewnetrznych we
wazystkich wezlach podano w tabl. 10.2. (Obie tablice dotyczg rys. 10.3).

1y Jezeli o7 do oyp przyjmuja wartodci zerowe, wéwezas odksztalcenie jest stale. Qdpowindujgos
temu {8}¢ mozna znalezé z réwnania (10-14). Poniewas istnigje tylko jedna zalcinodé micdsy
{8)* a {«}, stan ten jest zatem jedyny. To wszystko wskazuje, %e istnieje [C]~*. Odwréconie
lgehraicane wskazuje ponadto, fe macierz [C] nigdy nie jest osobliwa.
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Tabliea 101
Maclorz sztywnokel dla clemontu prowtokytnego (rys, 10.3) (material ortotropowy)

; . n
Mitciers sztywnodei

1
1] = gy (LHDAIK] | Dy[Ka] | DKL) | DKL YL

Pray
F; 5
-l
Fy a
_ 60 52 ]
00 =z
30 0 20 Symetrycanie
30 0 15 60
0 0 0 0 0
| 18 0 10 30 0 20
Ki=p™| 2560 —30 —30 06 —i5 60
0 0 0 0 0 0 0 0
30 0 10 15 0 5 —30 0 20
=30 0 —15 —60 0 —30 30 0 —15 60
o 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
15 0 530 0 10 —15 0 10 —30 0 9% |
60 a? T
Z30 20 P =7r
_0 0 [ Symetrycznie
Z60 30 0 60
3 10 0 30 20
.. [ 0 0 0 0 0
Ki=mp| =55 =15 0 —30 —i5 _0__6&0
-5 160 15 5 0 —30 20
0 0 0 0 G 0 0 0 0
—30 15 0 30 15 0 —60 30 0 60
—15 5 0 15 10 0 —30 10 0 30 20
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-5 _
—15 0
15 —15 0 Symetrycznie
—30 0 —15 30
0 0 0 15
K= —15 0 o0 15 15 0
=30 15 0 30 0 0 30
15 G 0 o0 0 0 —15 0
0 0 0 0 0 0 —15 15 0
30 0 0 —30 —15 0 —30 0 15 30
0 00 —15 5 0 0 [ 0 15 0
0 0. 0 0 00 15 0 0 —15 —15 OJ

110

Tablica 10.1 ed

8
"6 8
6 0 8 Symetrycznie
—8% 6 —6 84
—6 -2 0 6 3
~6 0 -8 6 0 [
Ke={ "3 6 —6 8 6 6 84
6 —8 0 -6 2 0 —6 8
6 0 —2 —6 0 2 —6 0 B
8% —6 6 —84& —6 -6 —6 —s84 6 6 84
6 2 0 -6 -—8 0 —6 -2 0 6 8
L—é o 2 6 0 -2 6 0 -8 —6 0
7000 10 0
=02 00" 4zme 1-=|0 2 0
S joeo Lo 50 2
60 01

Sity zewnetrzne w wezltach od obcigzenia ciaglego moga by¢ wyznaczone po-
przez przydzielanie odpowiednich pél do kazdego z wezléw. Jednakie bardziej
logiczne i poprawne jest uzycie standardowego wyrazenia (2-9) dla takiego ,,pray-
dzielania”.

Jesli obciazenie ciagle g dziata na jednostke pola elementu w kierunku w, wiw-
czas udzial tego obcigzenia w sitach wezlowych wg (2-9) wynosi

(Y = — ([ INFqdndy (10-22)
lub wg (10-16)

(Fye = ([P [Pradedy. (10-23)

Catke te mozna latwo wyznaczyé. Nalezy zauwazy¢, Ze w przypadku ogdlnym
wszystkie trzy sktadowe sit zewngtrznych w kazdym wezle nie beda mieé wartokei
rerowych. Jest to wynik, ktérego nie mozna uzyskaé przy zwyklym ,,rozdziclanin’’
sil.

W tablicy 10.3 podano wektor obcigzefi wezlowych od obcigzenia réwnomier-
nic roziozonego.

Jedli do obliczesn plyty wprowadzimy odksztalcenia poczatkowe, wowczas
wektor sit w weztach od tych ,,poczatkowych odksztalcen”” i ,,poczatkowych hi-.
prezer”’ mozna znalezé w podobny sposéb. W zwigzku z tym nalezy zauwazyé,
s odksztalcenia poczatkowe, wywolane na przyklad wzrostem temperatury,
randko ograniczajy sie w swych cfektach do zmian krzywizny. Zwykle zaklada
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) dla elementu prostokatnego (rys. 10.3) (materiat ortotropowy)
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Tablica 10.3
Wektor obciqzed din el tu pr kg1 (rys. 10.3) pod obcigi réw

nym ¢

Fyi
Foxi
Foyi

= 4qab! 174 F; =

si¢ z géry odksztalcenia dodatkowe w plycie; zagadnienie laczne moze byé roz=
wigzane, biorgc pod uwage tylko plaski stan naprezer, podobnie jak przy zginaniu,

10.5. Elementy czworoboczne

Prostokatnych elementéw nie mozna w sposéb prosty uogélnié na ksatatty czwo-
roboczne. Transformacja wspélrzednych typu opisanego w rozdz. 9 mozce byé
co prawda wykonana, lecz jak okazuje si¢ w tym przypadku nie bedzie spehione

kryterium statej krzywizny.
Zachowanie si¢ funkeji jest nadal zwodnicze. Tylko dla przypadku réw-

nolegloboku, stosujac wylacznie funkcje £ i %, moina zachowal wymagnnin
stalej krzywizny. '

Takie elementy zaproponowane zostaly w dyskusji nad praca [12], a macierze
sztywnosci dla nich opracowat Dawe [14]. Nieco inny uklad funkcji ksztaltu byl
proponowany przez Argyrisa [15].

Rys. 10.5. Element réwnolegloboczny i wspéirzedne

rkodne

Dla réwnolegloboku mozna powigzaé wspéirzedne lokalne z globalnymi za
pomocy $cistych wyrazen (rys. 10.5):
£ = (x—y cotana)/a, (10-24)
n =y cosecafb

i dalej wyprowadzié wszystkie potrzebne zaleznoscel.
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10.6. Elementy tréjkatne

10.6.1. Funkcje ksztaltu. Na pierwszy rzut oka widaé, ze znéw nalezy uzyé
prostego wyrazenia wielomianowego w sposéb podobny do opisanego powyzej.
PoniewaZ wystepuje teraz tylko dziewieé niezaleznych parametréw, mozna przyjaé
tylko dziewigé wyrazéw rozwinigcia. Wynika stad bezposrednia trudnoéé w otrzy-
maniu pelnego szedciennego wyrazenia zawierajacego 10 wyrazéw, gdyz pominig-
cia ktérego$ z nich dokonuje si¢ raczej dowolnie. Aby uzyskaé pewna symetrig
wynikajaca z zastosowania 10 wyrazéw, przyjmuje si¢ dwa wspélezynniki réwne
sobie, np. ag = a9, W ten sposéb ograniczajgc liczbe niewiadomych wspélezyn-
nikéw do dziewigciu. Pozostale wyrazy mogg by¢ traktowane jako parametry
zadania.

Zbadano szereg takich mozliwosci i zaproponowano rozwigzania; powstal
jednak inny bardziej powazny problem. Macierz odpowiadajaca [C] z réwnania
(10-14) staje si¢ osobliwa dla pewnych kierankéw bokéw tréjkata (np., gdy dwa
boki tréjkata sg réwnolegle do osi x i y).

Trudnodci zwigzanych z t3 asymetriy mozna uniknaé, stosujac wspélrzedne
powierzchniowe opisane w rozdz. 8. Sg one niejako w sposéb naturalny przysto-
sowane do tréjkatnego ksztaltu elementéw.

Jak i poprzednio, stosujemy rozwiniecia w wielomiany; warto zauwazyé, ze
w tych wspdlrzgdnych wystepuja one w odmiennej postaci. Na przyktad

oy Lyt Lytosls
jest pelnym wielomianem liniowym, a
oy Ly Lyt oy Ly Lyt o3 Ly L+ oy L+ as L3+

zawiera wszystkie sze$¢ wyrazéw rozwiniccia kwadratowego (w tym takze
i rozwinigcie liniowe). Dziesig¢ wyrazéw szesciennych jest uksztaltowanych
z iloczynéw wszystkich mozliwych kombinacii, tj.:

L3, L3, L3 LiL,, L3L,, L3iL,;; L,13, L,L3,LsL%;  L,L,Ls.

Dla elementu o dziewigciu stopniach swobody kazdy z tych wyrazéw moze byé
uzyty w dowolnej kombinacji, nalezy jednak pamigtaé, Ze potrzeba tylko dziewieé
niezaleznych funkcji dla osiggniecia stanu stalej krzywizny. Rys. 10.6 przedstawia
cztery szezegdlnie wazne funkcje. Pierwsza (rys. 10.6a) jest jedng z trzech funkcji
reprezentujacych przemieszezenie plyty bez wystepowania naprezeri. Oczywiscie,
ten rodzaj funkcji musi by¢ uzyty. Nastepne funkcje typu L2L, (jest ich sze$é
w rozwinieciu szesciennym) daja odksztalcenie podobne do przedstawionego na
rys. 10.6b (chociaz nie identyczne). Wreszcie funkeja L,L,Ls (rys. 10.6¢) repre-
zentuje wylgeznie odksztalcenia wewnatrz elementu, przy zerowych przemiesz-
czeniach i pochodnych we wszystkich trzech weztach. Funkcja ta ma zastosowanie
dla parametréw pozawezlowych lub wewngtrznych; nie mosna jej stosowaé
osobno (bez innych), gdyz nie jest uzalezniona od przemieszczefi weztéw, nato-
miast moze by¢ dodana do kazdej innej funkcji w dowolnym stosunku.
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dj) w

f 2
Rys. 10.6. Niektére podstawowe funkcje wielomianéw wo wapél-
rzednych powierzchniowych (opis w tekécie)

Wynika stad, ze funkcje drugiego rodzaju (z oméwionych) sg najbardzicj in-
teresujace. Maja one zerowe wartosci w kazdym wezle, a ponadto zerowe n.nchy-
lenie wzdhuz jednej z krawedzi. Liniowa kombinacja dwu takich funkeji (np.
13L, i L2L,) bedzie nadawaé sie do okrelenia dowolnej wymaganej pochodie)
w kierunkach x i y.

Dla pelnej charakterystyki mozna jeszcze rozpatrzyé odmiang typu: 13l 1
| el L,Ly (przy czym ostatni wyraz nie ma wplywu na wielkosci w qulach):

Poniewaz oméwione dwa ostatnie rodzaje funkcji s3 jedynymi wplywajgcymi
ma krzywizny, nalezy zagwarantowaé, aby ogdlny, dowolny stan krzywizny pray
serowych wartosciach @ w weztach zawieral si¢ w liniowej kombinacji szedciu tych
funkeji.

W zapisie algebraicznym oznacza to, ze wyrazZenie

ALy Ly A, Ly Lyt . +As L]
przy dowolnych wartosciach wspélezynnikéw 4 moze by¢ zastapione pracz od-
powicdnig kombinacje
By (L2L,+cLy L, Ly)+By(LiLy+cLy Ly L)+ ...
P2y tym samym ukladzie sze§ciu wspdtezynnikéw B. Mozna wykaza, 2¢ jont

(o mozliwe tylko wtedy, gdy ¢ = 1/2. Zatem rodzaj funkeji pod.a.ny na rys. 10.6b
jout jednym z podstawowych, niezbednych do tworzenia funkeji keztaltu,
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Modenty teraz opisaé przemieszezenls plyty w natepujgey sposob

I
we=pLiPalyt fsly | ﬂ.(/.g/,, iy I,11,2L3)+

+ oo +Bs (L}L2 + ; 1,11,,1,,) (10-25)

i podstawiajac wartosci wezlowe: w;, 0= —(dw/dy); oraz 0, = (dw|dx)
obliczyé stale f, a zatem i funkcje ksztaltu.
Po wprowadzeniu oznaczeri:

by =y,—ys, € = x3—x, itd.
i stosujgc definicje uzyte w rozdz. 7 mozemy typowa funkcje ksztaltu dla wezla
I zapisa¢ w postaci
Li+LiL+LiLy—L, L3—L, L}

1

1
IN.JF = {1,3 (L§L2+ 7 L,L2L3) —b, (L3L§+E L1L2L3)=

(10-26)
|c3 (Lle—;— 5 L,L,L ) —c, (L:,Lf+%L1LZL3)

Dalsze dwie funkcje dla weztéw 2 1 3 zapiszemy przestawiajac cyklicznie indeksy
1, 2 i 3. Elementy opisane za pomocz powyzszych funkcji przedstawione byly
po raz pierwszy w pracy [4].

10.6.2. Macierze sztywnoSci i obcigzenia. Majgc definicje odksztalced wg |

(10-2) i macierz ogélng [B;] wg (10-6) stwierdzamy, Ze niezbedne s3 drugie po-
chodne od [N].
Jedyna nows okolicznoscia tutaj jest to, Ze nalezy rézniczkowaé wzgledem wspél-
rz¢dnych kartezjanskich « i y. Jest to proste, zwazywszy ze
d oL, o oL, oLy @ 0 a J .
P A S L
(10-27)

Wszystkie wyrazenia pozostajg wielomianami we wspdlrzednych powierzchnio-
wych 1 mozna je latwo scatkowaé w sposéb ogdlay; por. (7-34). Ostateczna postaé
dla macierzy sztywnosci i obcigzenia jest do$¢ dluga; Czytelnik moze znalezé
je w pracy [19].

Proécicj jednak jest wykonaé program na maszyne cyfrows, stosujac catkowanie
numeryczne, jak podano w rozdz. 8. Poniewaz macierz sztywnosci zawiera tylko
wyrazy kwadratowe, wigc catkowanie po tréjkacie przy trzech zaledwie punktach
daje $cisty wynik (por. tabl. 8.3), a czas maszyny przeznaczony na to calkowanie
jest bardzo maty w poréwnaniu z czasem potrzebnym do uzyskania calek w po-
staci .ogdlnej.

Macierz ,,napreZen’” zawiera wyrazenia na momenty majace zmiennosé liniows,
Jednak poniewas funkcje keztaltu nic sy opisane przez pelne wiclomiany szed-
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cienne, prowadzi to o zlego przyblizenia powicrzchni odksztalconej i dlatego
zwykle oblicza si¢ momenty nie w wezlach (2 ewentualnym péfniejszym ich
uérednianiem), lecz w érodkach elementéw.

10.7. Zbieznosé w elementach ,,niedostosowanych”

W opisanych powyzej dwéch typach elementdéw nie jest zachowana cigglodé po-
chodnych i dlatego zasada minimalizacji catkowitej energii potencjalnej spelniona
jest tylko w przyblizeniu. W nastgpnym paragrafie s3 jednak pokazane wyniki
stosowania wspomnianych elementéw, wskazujace na ich praktyczna przydatnoéé,
Czytelnik moze mieé¢ tu watpliwosé, dlaczego mimo niedoskonatosci funkcji
ksztaltu obserwuje sie zbiezno$é do poprawnych wynikéw przy zageszczeniu
podzialu na elementy. Chociaz watpliwo$é ta jest nieco akademicka, wymaga
jednak wyjasnienia.

Walz i inni [16] badali algorytm rodziny elementéw prostokatnych i stwicrdzili
na podstawie poréwnania wynikéw z wynikami otrzymanymi z rozwigzania réwnag
rézniczkowych plyty (dla plyt izotropowych), Ze zbieznosé ta przy zageszczeniu
podzialu jest zapewniona. Nie mozna jednak uogélniaé tych wnioskéw poza ba-
dane zagadnienie.

Irons [4] stwierdzit, ze elementy trojkatne daja dciste rozwigzanie wéwczus,
gdy siatka podziatu sklada si¢ z trzech rodzin réwnoodlegltych i réwnoleglych
linti.

Zastosowane tutaj rozumowanie bylo proste. Jezeli zbiér duzej liczby clemen-
tow moze dawaé $cisly odpowiedZ przy wszelkich stanach stalej krzywizny,
zatem, w granicy podziatu, plyta zachowuje sie zgodnie z zasadami fizycznymi,
dotyczgeymi nieskoriczenie malego elementu materialnego. Odwrotnie, gdy tak
nie jest, zbieznosci byé nie moze.

Istotnie, ten sam test zastosowany do siatki pokazanej na rys. 10.7 (4x4B8),
pdzie tréjkaty otrzymano przez poprowadzenie dwu przekatnych kwadratu,
prowadzi do bledu w przemieszczeniach wynoszacego ok. 1,5%. W tym przy-
padku ,,niedostosowane” trdjkaty nie beda zatem dawaé zbieznosci do rozwig-
zania $cistego; blad bedzie rzedu 1,5%. Podobny test byl zastosowany do ,,niedo-

L

4
~ J Y
25z 7 Y
b A
i
Rys. 10.7. Plyta kwadratowa; podzial na cle- b '—‘4\ KK
menty tréjkgtne 2124 4x44 Nisregulorny
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atowowanych’ clementéw prostokgtnych [4] 1 dal po raz pierwazy sprawdzenic
zhieznodei w przypadku tych elementdw,

Dia wigkszodei, praktycznych praypudkdw indynierskich dokladnoéé wynika-
jaca z zastosowania clementéw tréjkgtnych ,nicdostosowanych” jest wystarcza-
jaca. Przy stosowanych w praktyce podzialach otrzymuje si¢ nadwyzke wartosci
wynikéw w stosunku do takich samych tréjkatéw ,,dostosowanych” [4]. Byé moze
spowodowane jest to niemoznodcig zachowania granicznych wartosci energii
(por. rozdz. 2) oraz wiekszg swobodg ukladania si¢ w najwhasciwszy ksztalt tréj-
katéw ,,niedostosowanych”.

10.8. Przyklady rozwigzan

10.8.1. Elementy prostokatne. Aby okresli¢ dokladno$é i stopien zbieznosci
rozwigzan, ulozono program w oparciu o funkcje przemieszezen podane wzorem
(10-13) i rozwigzano kilka prostych przykladéw testowych.

Plyta kwadratowa izotropowa. Na rys. 10.8 przedstawiono wyniki dla plyty
kwadratowej o zamocowanych brzegach obcigzonej réwnomiernie, przy podziale

o0 4 i

]
e~
i |

Ugiecie (w)

1
5(w Dfgt*).10°

-5

4

'; Rys. 10.8. Plyta kwadratowa o brzegach za-
-1 mocowanych; wyniki obliczoné: — metoda
4 réznic skoriczonych (siatka 16X 16), metoda
; elementéw skoficzonych: — — [0 — siatka
sl fei?) 102 ; 6X6, ————A-——— siatka 4x4,

Momenty zginajgce / —+ O —— siatka 2x2

Tablica 104
Obliczone ugiecia $rodka plyty kwadratowej dla réznych siatek podzialu (elementy
prostokatne) [20]

Piyta swobodnie podparta Plyta utwierdzona
Statka licc;g:{gvv;;tl?iw i obciqz’_e!_lie sita skupiona i obcigzenie sila skupiona
réwnomierne a B réwnomierne «
(2x2) 9 0,003446 0,013784 0,001480 0,005919
“x4 25 0,003939 0,012327 0,001403 0,006134
(8x8) 81 0,004033 0,011829 0,001304 0,005803
(12x12) 169 0,004050 0,011715 0,001283 0,005710
(16 x16) 289 0,004056 0,011671 0,001275 0,005672
Scisle
(Timo-
shenko) 0,004062 0,01160 0,00126 0,00560

Wax = agl /D dln réwnomicrnego ohcigZenia g; wmax = BP/D dla sily skupionej w rodku .
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na clementy: 2% 2, 4x4 i 6X6. Dokladnodé i ogélna zhieinodé ag przckonywis
ce.

" Liniowy rozdzial momentéw daje dobre przyblizenia do warunkdw rzeczy=

wistych dla dowolnego sposobu podziatu.

7Zbieznosé i doktadnoéé zademonstrowano w sposdb bardziej przckonywajyey
w tabl. 10.4. Poréwonano w niej ugi¢cia w $rodku plyty dla przypadku sily sku<
pionej i obciazenia réwnomiernie rozlozonego, przy réznych sposobach zamaco-
wania brzegéw. Przy siatce podziatu 8 x 8 maksymalny btad wynosi ok. 3%,. We
wszystkich przypadkach zbieznoé¢ jest zapewniona.

Plyta wspormikowa. Na rys. 10.9 przedstawiono ugiecia plyty wspornikowej.
Otrzymane wyniki poréwnano tutaj z innymi numerycznymi i de$wiadczalnymi
rogwigzaniami; uzyskano réwniez dobra dokladnosé.

Plyta podparta w narozach [12]. Kwadratowa plyta podparta w naroZach na
stupach byla obliczana réznymi sposobami. W tabl. 10.5 poréwnano wyniki anu-

7 |B
4.7 ]
. 8
+—L L
% Ugieoie wedlu? lipii srodkowe/ A-A
1 T
urn
wifel?
Ugigeie ng kercy wrdlué linii 8-8
(krzywizno antykiestyczna)
Rys. 10.9. Plyta kwadratowa wspornikowa |
obcigZona réwnomiernie |
O wyniki do$wiadczalne (Dalley, 1948), me- | damm
toda elementéw skoficzonych: [ siatka 33, H d s
A siatka 5X5 wb/ql‘
Tablica 10.5
Punkt 1 Punkt 2
w Mx w My
Elementy skoriczone 2X2 0,0126 0,139 0,0176 0,095
4x4 0,0165 0,149 0,0232 0,108
6%x6 0,0173 0,150 0,0244 0,109
Marcus 0,0180 0,154 0,0281 0,110
Lee i Ballesteros 0,0170 0,140 0,0265 0,100
Mnoznik qL*/D oL? qL*/D ql?
Punkt 1 — $rodek boku, punkt 2 — érodek plyty.
1 1



lizy metody elementéw skoficzonych z innyml rozwlyzanismi przyblizonymi.
Takze i w tym przypadku, gdzie koncentracju wil w nurozach komplikuje zagad-
nienie, uzyskano dosyé dobra zgodnodé zardwno przemieszezern jak i na-
prezen.

10.8.2. Elementy tréjkatne. Plyta kwadratowa izotropowa. W celu pokazania
zbieznosci wynikéw zastosowano dla plyty kwadratowej rézny podziat i kombi-
nacje elementéw tréjkatnych. Jedne z nich oparto o podzial na kwadraty, inne
obrano dowolnie w sposéb nieregularny (rys. 10.7). Na rys., 10.10 przedstawiono
przemieszczenia znalezione dla réznych warunkéw brzegowych i obcigzeri plyty.

a) |

x b) X
Obeigzenie
ciggle

ObcigZenie ciagle

Scisle L 400

127210 Shiste 406x105
4308 Sifo skupiona 1 600

owj10~%qL? .

owlio ot oeos |

Seisle 56041075 {00

! 1200
f

I

1

Rys. 10.10. Ugiecia na linii érodkowej plyty od sily skupionej i obcigZenia
cigglego w przypadku: a) krawedzi zamocowanych, b) swobodnie podpar-
tych. Siatki elementéw: [12X2, A 4x4 (B), V 4x4, X 6x6 (B), 08X8,
Q nieregularna (60 elementéw)

Znéw uzyskano dobrg zbieznoéé i dokladnoéé wynikéw (chociaz moze nie tak
dobrs, jak dla elementéw prostokatnych).

Na rysunku 10.11 pokazano zmienno$¢ momentéw zginajacych w przekroju
$rodkowym plyty. Jesli zastosowaé wartoéci $rednie, momenty pokrywaja sig
z obliczonymi dokladnie. Nie mozna jednak powiedzie¢, ze liniowa zmiennosé
naprezen jest najblizsza do rzeczywistego ich rozkladu.

Totez w zagadnieniach praktycznych zaleca sie zwracaé szczegdlng uwage na
naprezenia (momenty) w $rodkach elementéw.

Plyta kwadratowa z otworem kolowym w Srodku. Chociaz dla tego przykladu
brak jest rozwigzania $cislego, podaje si¢ go, aby pokaza¢ przydatnoé¢ elemen-
téw tréjkatnych do analizy plyt z otworami, o dowolnych warunkach brze-
gowych.
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Rys. 10.11. Rozklad momentéw My w przekroju $rodkowym plyty: &) od sily
ia ci q; wartodci: O érednie, — — otrgymane
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Rys. 10.13. Plyta kwadratowa z otworemj warstwice katéw nachylenia 0, = e P_L: a) obliczone
X

metody elementdéw skoficzonych, b) otrzymane do$wiadczalnie prazki Moire’a (1 prazek = 0,213 -
L 10°2)

Na rysunku 10.12 pokazano przyjeta siatke elementéw z naniesionymi warstwi-
cami ugieé, na rys. 10.13a za$ siatke nachyledi; dla poréwnania na rys. 10.13b
preedstawione s3 wyniki badaf do$wiadczalnych typu Moire'a. Zgodnosé wy-
nikéw lezy w granicach btedu pomiaru.

10.8.3. Niektore zastosowania praktyczne. Zakres praktycznych zastosowan
programu, w szczeg6lnodei opartego na podziale tréjkatnym, jest duzy. Mozna
w ten sposéb rozwigzywaé problemy plyt fundamentowych, plyt mostowych,
pokladéw statkéw itp. Na szczegdlne podkreslenie zastuguje tu fakt zastosowania
metody elementéw skoriczonych do rozwigzywania probleméw konstrukeji mo-

stowych.
Rysunek 10.14 przedstawia rozktad momentéw dla mostu wieloprzgstowego,

wykonany przez maszyng cyfrowa.

Na rysunku 10.15 i 10.16 pokazany jest most o bardziej skomplikowanym
keztalcie. Pokazano tu warstwice skladowych momentéw, jako odmienny sposéb
przedstawienia  wynikéw. W tym przykladzie wystepuja belki krawedziowe;
zatozono, ze ich 0§ obojetna lezy na tej samej wysokosci co plaszczyzna obojetna
plyty. Uwzglednianie polgczenia takich belek z plyta nie przedstawia Zadnych
trudnosci; obliczenie prowadzi si¢ w zwykly sposéb wg wytycznych rozdziatu 1.

Przekrd poprzeczny

Rys. 10.14. Dwuprzestowa plyta mostowa o zmiennej grubodci; rozklad momentéw od ciezaru wlasnego; rysunek wykonany przez maszyne
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Rys. 10.15. Warstwice skladowych momentéw (w Tm/m) dla mostu
4 rys. 10.16 pod réwnomicrnym obecigzeniem 720 kG/m?; rysunck wyko-
nany prcz massyng; najwickaze naprezenia w plyeic pochodzg od zginania
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Rys. 10.16. Most w Castleton: a) ogélny uklad geometryczny i podziat na elementy, b) typowy
przekrdj mostu, c) sposéb idealizacji przekroju do obliczen. Kofice mostu sa podparte przegubowo
hez ograniczenia obrotéw. Stupy potraktowano jako sztuczne zgrubienia plyty dnjgce pionowy
opbr sprezysty. Wspblczynnik Poissona v == 0,17

10.9. Dostosowane funkcje ksztaltu z osobliwoSciami
w wezlach

10.9.1. Uwagi ogélne. W p. 10.3 pokazano, e nie jest mozliwe rozwinigcio
w wielomian przy trzech tylko stopniach swobody w weZle, ktére by spetninto
wymagania ciagloéci pochodnych. Odmienne zaloZenie, tj. przyjecie krzywizn
w wezlach jako parametréw, ma te wadg, Ze wprowadza zbedne warunki cigglofei,
7 wielu powodéw pozadane jest ograniczenie liczby parametréw w wezdach
do trzech. Takie clementy plytowe mozna latwo przystosowaé do obliczed
powlok.

Najprostszym sposobem ominigcia powyzej podanych trudnodci jest przyjecie
dodatkowych funkcji ksztaltu, ktérych pochodne drugiego rzgdu mialyby nie-
cigglosci w weztach. Zakladajac, e nieciaglodei te sg ograniczone, mozna zapew-
ni¢ zbiezno$é wynikéw.

‘I'akie funkcje ksztaltu sa tu oméwione w nawigzaniu do elementdw trijkgt-
nych i czworobocznych. Ksztalty prostokatne elementéw zostang pominigte,
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10.9.2. Osobliwe funkcje ksztaitu dla prostych clementéw tréjkatnych.
Rozpatrziy np. nastepujgeg rodzing funkeji

L1313

23 - oy oy itd. 10-2
£23 (U1 L)L) itd (10-28)
lub
L L3LE(14+L,)) itd. (10-29)

Obic majg t¢ wlasnosé, ze wzdtuz bokéw tréjkata 1—2 i 1—3 (rys. 10.17) wartosci
funkcji oraz ich pierwszych pochodnych s zerami. Wzdluz trzeciego boku (2-3)
warto$¢ funkeji jest zerem, ale pochodna normalna istnieje. W obu zmienno$é
j‘c-at paraboliczna. Ksztalt drugiej funkcji pokazano na rys. 10.17a.

_Lii(rL)

9 Y Ut L)

W= IR HH )

([7*12)(11*13)
Rys. 10.17. Pewne osobliwe fun-
kcje wspélrzednych pola (opis
1 L S et 2 w tekscie)

Wazystkie funkcje uzyte do okreslania ,niedostosowanego” tréjkgta sy sze-
scicnne (por. wzor 10-23); pozwalaja zatem na zmiennoéé paraboliczng pochodnej
normalnej, ktéra nie jest jednoznacznie okreglona ze wzgledu na brak dwéch kon-
cowych wartosci weztowych (i stad bierze sie jej ,,niedostosowanie”). Gdy jednak
okredlimy dodatkowa zmienng jako pochodng normalng od w w punkcie srodko-
wym kazdego boku, wéwczas — kombinujgc nowsg funkcje e z innymi funkcjami
przyjetymi poprzednio — otrzymujemy jeds nq smienno$é parabolicang po-
chodnej normalnej wzdluz bokéw pomigdzy elementami, a zatem i ciaglo$é po-
chodnej.

Alternatywnie mozna to uczynié poprzez dodanie do wyrazen (10-25) trzech
dadatkowych stopni swobody i postgpowaé jak tutaj opisano. Pokazano to dla
clementu na rys. 10.18a, majacego sze$¢ wezléw: trzy narozne i trzy dodatkowe,
w ktdrych zadaje si¢ tylko pochodna normalng jako parametr.

‘I'aki element sprawia pewne trudnosci przy budowaniu macierzy, poniewaz
w poszczegélnych wezlach wystepuje rézna liczba stopni swobody. Aby trudnosci
te pokonaé, mozemy na przykltad zatozyé, ze pochodna normalna w $rodku boku
fc-i!t'zadana jako $rednia z dwu pochodnych na koficach boku. Powoduje to cigg-
Eééﬁpochodncj przy dokladnie takiej samej liczbie stopni swobody jak opisano
powyzej (rys. 10,18b).

186 -

Przekeztalcenia algebralezne prowadzace do takich funkeji, a oparte nu ()pin.n-.
nym tutaj postgpowaniu, i smudne i nie beda przytoczone, Znacznie prodciej
mozna uzyska¢ wyniki w nastepujacy sposéb.

ZA
Stopnie swobody
Loyl
¢ ° (W’; ay’ ox
A (57 .
dw 9w,
o (w, §& mi‘ " o
dw ow Ow Ow d'w
() (W,F;-’.Fy-,ﬁ,,oy {7 e v)‘
q) » 8
(3
Rys. 10.18. Réine ,,dostosowane” elementy R

tréjkatne (opis w tekécie)

Przede wszystkim oblicza si¢ pochodne pormalne w $rodkach bokéw, wycho-
dzac z funkcji ksztaltu elementu (10-26)

&)
(%‘;)5}= [Z1(8} (10-30)
(%),

. Podobnie z tych funkeji oblicza sie wartosci grednie pochodnych normalnych
do bokéw w wezlach
(%]
onla

(2]t = e (10-31)

(5.
onles

187



Nustepnie dodaje sig ,,udzialy” funke)t a do tyeh pochodnych w stosunku 833Xy,
itd., co daje po prostu

Y1
{8} = '7:, (10-32)
Va

Uwzgledniajac ostatnie trzy zwigzki i (10-26), otrzymujemy

[YI{6} = [Z]{s}°+{»}, (10-33)
stad wynika bezposrednio, ze
» = [N {0} +[e23, €31, e 1([Y]—[Z]) {6}%, (10-34)

gdzie [N°] — niedostosowane funkcje ksztaltu okreslone poprzednio.

Tak wiec teraz funkcje ksztaltu sg dane przez réwnanie (10-34).

Odmienny sposéb tworzenia ,,zgodnych” tréjkqtéw podany zostat przez Clougha
i Tochera [3]. Jak pokazano na rys. 10.18a, poszczegélne elementy tréjkatne sg
dzielone na trzy czesci w oparciu o punkt wewngtrzny P. Dla kazdego tréjkata
pisze si¢ pelne wyrazenie trzeciego stopnia, zawierajace 10 wyrazéw. Ostateczne
wyrazenie bedzie zalezato tylko od dziewieciu stopni swobody w wezlach 1, 2, 3
i pochodnych normalnych w wezlach 4, 5, 6. Poniewaz w kazdym rogu dwa tréj-
katy majg te same wartosci wezlowe, wiec otrzymamy dwa uklady réwnar; ogdl-
nic zatem bedzie 9-24-3 = 21 réwnan. Ponadto cigglosé przemieszczen i po-
chodnych w centralnym wezle P wymaga dodatkowych 6 réwnas, zas cigglodé
pochodnych na wewnetrznych bokach tréjkatéw — dalszych 3 réwnan. Mamy
zatem 30 réwnar z 30 niewiadomymi, co w tym przypadku wystarcza do okresle-

nia explicite funkcji ksztaltu, Mamy tu wiec element o dwunastu stopniach swo- |

body, podobnie jak w przypadku omawianym poprzednio.

Przyjecie okreslonych wartosci pochodnych normalnych na zewnetrznych
bokach tréjkata (np. srednia pochodnych w wezlach) prowadzi do elementu
o dziewigeiu stopniach swobody.

Oba takie elementy (0 9 i 12 stopniach swobody) byly opracowane wskutek
potrzeby przewidywania dwu wartosci drugich pochodnych w weztach. W oma-
wianej poprzednio rodzinie funkcje ksztaltu & dostarczaja dowolnej liczby po-
chodnych zaleznie od kierunku, w ktérym zblizamy sie do wezla.

W rzeczywistosci mozna uzyskaé tréjkaty zblizone do trdjkatow Clougha i To-
chera, zakladajac inng rodzing funkcji ¢ niz podana w pracy [4].

Poniewaz oba typy elementéw prowadza do prawie identycznych wynikéw
numerycznych, o wyborze jednego z nich decydujy prostsze rachunki. Jezeli
stosujemy catkowanie numeryczne (co w istocie nalezy gorgco polecié w stosunku
do wspomnianych elementéw), to lepsza jest postaé funkcji zdefiniowanych }
w sposch ciggly na calym trdjkacie jak podano w (10-28) i (10-29).
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10.9.3. Elementy tr6jkgtne o osiecmnastu stopniach swobody z dostosowa-
nymi funkcjami ksztattu. lilement przedstawiony na rys. 10.18c ma istotne za-
lety w stosunku do clementu na rys. 10.18a. T'utaj 12 stopni swobody powigkszylo

si¢ do 18 poprzez wprowadzenie do rozwazan oprécz pochodnej normalnej -3”:

2,
w $érodku boku elementu wartosci w i jej pochodnej mieszanej 36.9-%{'

W ten sposéb w kazdym weZle istnieje jednakowa liczba stopni swobody, co
daje wygode rachunkows. Zalozenie cigglosci pochodnych mieszanych w 4rod-
kach bokéw nie zawiera dodatkowego ograniczenia, poniewaz musza onc byé
w rzeczywistosci ciaglte w tym przypadku.

Llementy te wprowadzit Irons [7]; w uzupelnieniu poprzedniego oméwicnia
dotyczgcego réznych rodzajéw funkeji ksztaltu podanych na rys. 10.6, wystarczy
jedynie stwierdzi¢, Ze stosowane tu sg funkcje uwzgledniajace efekt skrecenia
7 rys. 10.17b. Mozna latwo wykazaé, ze wystepujg tutaj wszystkie 15 wyrazéw
rozwiniecia czwartego stopnia, dodatkowo do funkcji ,,0sobliwosci”.

10.9.4. Dostosowane elementy czworoboczne. Kazdy z podanych poprzcd-
nio tréjkatéw mozna polaczyé dla wytworzenia dostosowanych elementéw czwo-
robocznych, majacych lub nie wewngtrzne stopnie swobody. Na rys. 10.19 po-
kizano trzy takie elementy nie majace wezléw na bokach zewnetrznych; w ten
sposéb unika si¢ wspomnianych juz trudnosci w budowaniu macierzy sztywnodci,

a) b ¢
Rys, 10.19. Elementy zlozone (opis w tek- m L><
duic)

e

W pierwszym elemencie (rys. 10.19a) nie wystepuja wewnetrzne stopnie swo-
body, gdyz nie dajg one polepszenia wynikéw w poréwnaniu z odpowiednimi
woma tréjkgtami. W nastepnych dwu (rys. 10.19 b i c) istnieja odpowiednio
trzy i siedem wewnetrznych stopni swobody. W ostatnim przypadku zaloZzona
vinglosé pochodnej normalnej nie przeszkadza w zestawieniu macierzy, poniewns
wewnetrzne stopnie swobody mozna zawsze wyeliminowad. Clough i Felippa [21]
wykazali, ze uzycie tych elementéw daje wyniki dokladniejsze w pordwnaniu
¥ innymi.

Odmienne, bezposrednie uzyskiwanie elementéw czworobocznych zostalo
pruedstawione przez Sandera [5] oraz Fraeijs de Veubeke [6], [22]. Dokonuje sig
lego jak nastepuje: wewnatrz czworobocznego elementu (rys. 10.20) zaklada sig
pelne rozwinigeie szescienne z 10 statymi, ktére stanowi pierwszy skladnik okre-
dlujycy przemieszezenia przez trzy funkcje w postaci

w = w't+wl+ws.
Perwsza funkcja w? (rys. 10.20a) wyraza si¢ wzorem

w® = a-toapat ... Fageyl. (10-35)
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Rys. 10.20. Funkcje proponowane przez Fraeijs de Veubeke
(opis w tekscie)

Druga funkcja w® okreslona jest w sposéb odcinkowy; w dolnym tréjkacie |
(rys. 10.20 b) jest ona zerem, w gérnym za$ jest wyrazeniem szeéciennym o trzech |,
skladnikach, przenikajacym z zachowaniem cigglosci pochodnej w pole dolnego |
tréjkata. Zatem w tréjkacie jkm we wspéhrzednych lokalnych &' i 3’

@b = oy ¥ty o sxly? (10-36) i
Podobnie trzecia funkgja (rys. 10.20 ¢) ° = 0 w dolnym tréjkacie, a w trdj= ‘
kycie imy |

(10-37) -

w° = a1ay *tassy P Foaen’y
Szesnascie zewnetrznych stopni swobody odpowiada trzem parametrom w kaz-
dym wegle i pochodnym normalnym w $rodkach bokéw. Zgodnosé jest zapewnio=
na z wyjatkiem drugich pochodnych w weztach.

1 tutaj w razie potrzeby mozna przyja¢ wartosci parametréw w wezlach po-
$rednich i uzyskaé element o 12 stopniach swobody.

Funkcje ksztaltu dajg sie zapisa¢ explicite — jak pokazat Veubeke [22] — i dla-
tego elementy takie sa korzystne. Nie nalezy jednak stosowaé elementéw czworos|
hocznych o narozach wklgslych. Ograniczenie to nalezy mieé na uwadze, gdy
clement taki degeneruje sie do postaci prawie tréjkatne;.

10.9.5. Niektére rozwigzania przy uiyciu elementéw dostosowanych,
Zbicino$é i dokladnoéé wynikéw uzyskanych przy stosowaniu réznych opisa-
nych tutaj elementéw byla szeroko dyskutowana w publikacjach; por. np. prace
[31, [4], [21].

Na rysunku 10.21 pokazano zbieznoéé w przypadku dwu prostych niedostoso
wanych clementéw i poréwnanie z elementami dostosowanymi.

Warto tutaj zrobié parg uwag:

I. Najprostszy dostosowany tréjkat dije raczej stabg zbiezno$é przy gruby
podziale, pray caym zbieinoé ta jest zawsze gorsza niz przy elementach niedo-
stosowanych tego samego ksztaltu,

190 =

14\
LG o]
o 12
e 16 —= xx*—-
X 11 ot
<
1055
9 42 7
i X
81 no2 4 8 o0 J’ﬂf n 2 ¢ §o0
Swobodne podparcie Zamocowanie

Rys. 10.21. Poréwnanie réinych rozwigzan metodg eleman=

téw skoriczonych dla plyty kwadratowej obcigionej silg

skupiong P w érodku; n — liczba podzialéw polowy kru«
w

Pa*D

~— — — niedostosowane prostokaty; 12 stopni swobody

niedostosowane tréjkaty; 9 stopni swobody

—.—.— dostosowane czworokaty (Veubehe); 16 wstopni
swobody

X X X X dostosowane trojkaty; 9 stopni swobody

veeeenr... dostosowane czworokaty (Clougk); 12 stopni

swobody (-7 wewnetrznych)

wedzi a, § =

2. Podczas gdy wszystkie dostosowane elementy sa zbiezne do Scistego roz-
wigzania od dolu — zgodnie z twierdzeniami podanymi w rozdz. 2, clementy
nicdostosowane zazwyczaj przyblizaja si¢ do Scistego rozwigzania od giry, hyd4
tez oscylujg wokdl niego.

3. Godne odnotowania sg dobre wyniki uzyskane przy zastosowaniu czworos
hokéw Veubeke (rys. 10.20) i czworobokéw Clougha (rys. 10.19 c).

10.10. Dostosowane funkcje ksztaltu z dodatkowymi stopniami
swobody
10.10.1. Hermitowskie prostokgtne funkcje ksztattu. Dla elementu prosto-
kytnego (rys. 10.4) zawsze mozna okredli¢ d%w/dxdy jako parametr wezlowy;
nic zachodzi tez obawa ,,nadmiernej cigglosei”. Latwo pokazaé, ze dla takiego
clementu bez trudu okreéla si¢ funkcje ksztattu w postaci wielomianu, speiniajgey
warunki zgodnoéci. Dla w i jej pochodnej normalnej wzdhuz brzegéw clementu
mozna na przyklad napisaé wielomian zawierajacy 16 stalych (réwne liczbic
parametréw wezlowych) przy zachowaniu wyrazéw stopnia nie wyzszego niZ
trzecl. Pokazemy tutaj kilka odmian tych wielomianéw. Niektore z nich nie dujg

jednak odwracalnej macierzy [C].

Jedna z odmian polega na zastosowaniu wielomianéw Hermita, pozwalajgcych
na bezpodrednie wypisanie wygodnych funkeji ksztattu.
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Wiclominn Hermita

Hn(s) (10-38)
jeat wiclomianem rzgdu 2n+4-1, ktdry dla x v daje:
a"H
h = 1, n=um przy m 0 don,
Oraz
a"H
g = 0, n # m lub gdy x = x;.

Rodzina wielomianéw Hermita pierwszego rzedu jest wigc rodzing funkcji sze-
dciennych, dajaca funkcje ksztattu dla liniowego elementu 7f, na konicach ktdrego
pochodne i wartosci funkeji s uzyte jako parametry. Na rys. 10.22 przedstawiono
rodzing takich funkcji szeéciennych.

Fatwo wykazaé, ze nastepujace funkcje ksztaltu

N [HSP@)-HEP(), HP@)-HP), HEP @) HiP(y), HiP(x)-HiP(y)]

(10-39)

odpowiadaja wyrazeniom: w, dw/dy, dw|0x, 0%w|dxdy, przyjmujac za kazdym
razem wartoéé 1 w wezle 7 oraz 0 poza nim.

Llementy oparte o te funkcje ksztaltu zostaly zaproponowane przez Bognera
i Schmita [8] i wykazaly szereg zalet.

g Hor

w1 R %

ust | — e Z

] |k |2

5 1 H
ozr -

v

B

- 7

az B a1

. (MC 02 04 05 06 10 Rys. 10.22. Hermitowskie funkcje pierwsze-
X go rzedu

Mosliwe jest takze rozwinigcie tego typu elementéw w kierunku zachowania
cigglogei wyzszych pochodnych; jest ono proste jak pokazano to w pracy [9].

W postaci nie znieksztalconej elementy te, jak wszystkie elementy prostokatne,
majy ograniczone mozliwoéci zastosowania.

10.10.2. Tréjkaty o 21 i 18 stopniach swobody. Tworzenie elementéw, w wez-
Inch ktérych zapewniona jest ciaglosé wyzszych pochodnych, niz pierwsza, tzn,

zapewniajacych ciaglo$¢ przemieszczen liniowych i katowych, nie przedstawia

duzych trudnosci.
Jeueli potraktuje si¢ nastgpujace wielkoéci jako parametry w weztach
p 0w ow  Pw Pw  Pw
Yox’ dy' dx® oy’ oxdy’
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to clement tréjkytny bedzie zawicrat 18 stopni swobody. Pelny wielomian pigtego
stopnia zawiera jednak 21 wyrazéw. Gdy zatem dodamy jeszcze trzy pochodne
normalne w $rodkach bokéw, jako dodatkowe parametry, otrzymamy wystarcza-
jaca liczbe réwnati, z ktérych okreslimy funkcje ksztaltu.

Zmiennoé¢ w wzdluz kazdego boku okreslona jest funkcjz pigtego stopnin,
Jednocze$nie dla kazdego boku mamy szes¢ parametrdw, po trzy w kazdym weglo
(ugiecie, kat obrotu, krzywizna), ktére jednoznacznie okreslajg te funkcje. Mamy
wigc zgodnosé przemieszczei na stykach elementéw.

Podobnie dw|dn jest okreslone poprzez pieé¢ wielkosci i zmienia sie jako wic-
lomian czwartego stopnia. Zatem wystarcza to do zapewnienia ciagloéci pochodngj
miedzy elementami.

Jesli zapiszemy pelne wyrazenie pigtego stopnia

W= o, oz x+ ... +o 35, (10-40)
mozemy dalej postgpowaé zgodnie z p. 10.4 i napisaé V:

Wy = gt oaX+ .. +°‘21_',Vg:

do) 3
£y o2 + oo taz0yi,

’w
(axz )1 = 204 + .o F2040y7 itd.,
otrzymujac ostatecznie wyrazenie
{8} = [C}{a}, (10-41)

gdzie [C] — macierz o wymiarze 21 x 21.
Widoczng trudnoscig w tym procesie jest okreslenie pochodnych normalnych
w $rodkach bokéw. Jednakze gdy zauwazymy, ze

ow .

2 2
T = —Sind g beosh o, (10-42)

gdzie .¢ jest katem nachylenia poszezegdlnego boku wzgledem osi x, zagadnienie
to staje si¢ proste.

Naturalnie skomplikowane jest tu wyznaczenie odwrotnoéci macierzy [C]
i podanie macierzy sztywnosci w postaci ogélnej, totez nalezy je obliczaé wy
(10-21) metoda numeryczng.

Istnienie weztdw posrodku bokéw tréjkata, majacych tylko jeden stopieri swo-
body, jest klopotliwe. Mozna jednak i tu zalozyé zmiennosé pochodnej normalnej
wzdhuz kazdego boku tréjkata w funkcji trzeciego stopnia. W tym przypadku
rz3d macierzy [C] i liczba stopni swobody redukuje si¢ do 18. Otrzymujemy cle-

') Dila wyprowadzenia tych pochodnych lepiej jest stosowad wspGlrzedne kartezjufinkic nid wapdl-
rzedne powierachniowe. Symetria zostanic zapewniona z uwagi na kompletnodé wiclomianu,
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ment 0 3 weztach i 18 stopninch swobudy {ryw. 10.18 ¢), korzystnicjszy w zasto-
sowaninch praktyeznych.

Oba te clementy opisanc byly niczulednie od wichie w kilku publikacjach
w 1968 . Zjawisko ,,réwnoczesnego odkrywanin® jest jedng z osobliwosci postepu
naukowego i wydaje si¢ wystepowat w wielu dziedzinach, po osiggnigciu okreslo-
nego poziomu ich rozwoju. .

"I'ak wiec elementy o 21 stopniach swobody opisane zostaly przez Argyrisa
[23], Bella [10], Bossharda [24], Ironsa [27] i Vissera [25], wymieniajgc autoréw
w kolejnosci alfabetycznej.

7Zredukowane, 18-stopniowe elementy badat Argyris [23], Bell [10] oraz Comper
i inni [26]. W zasadzie podobne, lecz bardziej skomplikowane sformutowanie
podali Butlin i Ford [11]. . .

Nalezy przypuszczaé, ze mozliwe jest kombinowanie dalszych odmian tych
elementdw, i istotnie, niektére z nich byly juz sygnalizowane. Nalezy jednakze
zawsze pamigtaé, Ze beda one obarczone niezgodnodcia wtedy, gdy wystgpuje
skokowa nieciaglosé funkcji opisujacej przyjete parametry. Poza tym uw'zglqd-
nianic pochodnych wyiszych rzedéw sprawia trudno$ci w przyjn:lowamu d?a
nich warunkéw brzegowych i w istocie zachodzi wéwezas prosta interpretacja
pochodnych energii jako ,,sit wezlowych”. Dlatego inZynier bedzie zawsze sto-
sowal ze zrozumiatych wzgledéw bardziej ,,wyczuwalne” sformulowania opisane
na poczatku, tym bardziej ze wiele tego typu elementéw wykazuje rzeczywiscie
dobrg doktadnosé, co zostalo wykazane w wielu publikacjach.

10.10.3. Uwagi konicowe. Bardzo obszerne zagadnienie funkeji ksztattu i meto.d
ich tworzenia celowo zostalo wiaczone do tego rozdzialu, Przemawial za tym nie
tylko fakt, Ze zginanie plyt ma istotne znaczenie inZynierskie, ale tez i to, Ze
wzysthie omdwione tutaj funkeje ksztattu majq zast ie do kasdego problemu,
gdzie funkcjonal zawiera pochodne drugiego rzedu. Funkcje te rr.mi.na stc'osowaé na
przykiad w problemach przeplywéw lepkich i w innych zagadnieniach fizycznych
tego typu.

Jak wiadomo, réwniez dwuwymiarowe zagadnienia mozna formutowaé w funk—
cjach naprezen, a wigc i w funkcjonatach z pochodnymi drugiego rzedu. Poniewaz
w sformulowaniu tym automatycznie spetnione sg warunki réwnowagi przy »ogra-
niczeniach od géry”, rozwigzanie mozna uzyskaé poprzez minimalizacje energil
,Jopelniajacej”. Pierwsi na takie mozliwosei wskazali Zienkiewicz 1 Veubeke [28].

Wicle innych alternatywnych sformutowar zagadnienia plyt zostato tu po-
minigtych. Niektére z nich mozna znalezé w pracach [29], [30], lecz nie obejmujg
one sformutowatt o charakterze ogélnym. .

Podstawowe zasady metody podane w niniejszym rozdziale oparto na teoril
plyt cienkich. Dlatego nie uwzgledniono np. odksztalcen spowodowanych sitami
stycznymi, co ma niewatpliwe znaczenie w przypadku plyt grubszych. Pewne
przyblizone potraktowanie tego zagadnienia opisane zostalo w practh [21], [29’],
[30]. W ninicjszej ksigice problem ten potraktowany jest w odmienny sposéb
w rozdz, 14.
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11. Powloka jako zbiér ptaskich
elementéw

11.1. Wstep

Powloka jest w istocie konstrukcjg, ktéra moze powstaé z cienkiej plyty popraes
uksztaltowanie jej plaszczyzny srodkowej w pojedynczo lub podwéijnie zakrzy-
wiong powierzchnig. I chociaz te same zalozenia co do poprzecznego rozkiadu
odksztalcefi i naprezeni pozostaja nadal wazne, sposéb, w jaki powloka przenosi
obcigzenie zewnetrzne, jest catkiem odmienny. Wypadkowa naprezed dzialajgea
réwnolegle do plaszczyzny $rodkowej powloki ma teraz skladowe normalne do
powierzchni i przenosi wigksza czeéé obcigzenia; fakt ten stanowi o ekonomicze
nosci powlok jako konstrukeji przenoszacych obcigzenie i powoduje, Ze sg one
bardzo rozpowszechnione.

Wyprowadzenie szczeglowych réwnah podstawowych dla réznych typow
powlok sprawia do$¢ duzo klopotu i w istocie prowadzi do szeregu réznych sfor-
mulowas, z ktérych kazde zawiera uproszczenia. Z klasyczng teorig powlok
Czytelnik moze zapozna¢ si¢ studiujgc prace podstawowe, np. znane dziclo
Filiiggego [1].

Badajgc zagadnienie z punktu widzenia teorii elementéw skoriczonych, wapo-
mniane trudno$ci mozna ominaé wprowadzajac dalsze zatozenia. Sa tozaloZenin
raczej natury fizykalnej niz matematycznej. Przyjmuje si¢ w nich aproksymacjo
powierzchni zakrzywionej w sposéb ciggly za pomocs powierzchni utworzonoj
»# malych plaskich elementéw.

Intuicyjnie czujemy, ze gdy dlugoéci bokéw elementdw maleja, zbienosé
musi nastapié; w istocie doswiadczenie potwierdza to wyczucie inzynierskie,

Jednakze, gdy przejdziemy do wyznaczania obcigieri (lub mas) w wezlach,
nulezy rozpatrze¢ nastepujgce wasne zagadnienie. Poprzednio korzystne bylo
wyznaczanie wielkosci wezlowych przez przenoszenie tych mas lub sit do wezldw,
uby bardziej realistycznie odtworzyé efekty lokalne. Teraz, w zwigzku z faktem
#astapienia powierzchni zakrzywionej przez zbiér elementéw plaskich, bardzicj
wlesciwe bedzie zastepowaé obciazenia rozlozone przez statycznie réwnowainy
uklad sit w wezlach. Zagadnienie to najprosciej zilustruje problem tuku kolowego
(rys. 11.1). Uklad ten o wiele poprawniej obrazuje tuk z segmentéw prostych
re statycznie réwnowaznym obcigteniem skupionym (rys. 11.1b) ni# ten sam luk,



Rys. 11.1 Przedstawienie krzywej tuku za pomocy szere-
gu odcinkéw prostych; obcigZenie b) jest wlasciwsze
= niz ¢}

obcigzony obcigzeniem réwnomiernym (rys. 11.1¢). Mozna si¢ przekonaé, Ze
tak w istocie jest, kreslac po prostu odpowiednie wieloboki sil.

W powlokach element poddany jest, w og6lnym przypadku, zaréwno zginaniu
jak i dzialaniu sit ,,w plaszezyznie”. W elemencie plaskim powoduje to niezalezne
odksztalcenia (przy zalozeniu, Ze lokalne odksztalcenia s male), zatem skladowe
dla obliczenia niezbednej macierzy sztywnosci mozna uzyskaé w sposéb opisany
poprzednio w niniejszej ksigzce.

Przy podziale dowolnych powlok na plaskie elementy stosujemy prawie wy-
lycznie clementy tréjkatne. Chociaz koncepcja zastosowania takich elementéw
byla sugerowana bodaj w 1961 r. przez Greene'a 1 in. [2], rozwéj tego sposobu
byt hamowany wskutek braku odpowiednio dobrej macierzy sztywnosci dla ele-
mentéw tréjkatnych piyty zginanej [31, [4], [5], [6]- Wywody, opisane w rozdz.
10 daja mozliwo$¢ doboru wiasciwych elementéw reprezentujacych zachowanie
powloki przy takim podziale.

Pewne powloki, np. walcowe, mozna dobrze przedstawi¢ za pomoca plaskich
clementéw prostokatnych lub czworobocznych. Poniewaz dla takich ksztattéw
otrzymuje si¢ dobre macierze sztywnosci, osiggnicto znaczne zaawansowania
rozwiazania problemu. Taki podziat zastosowano do projektowania tukowych
zapér i innych budowli o cylindrycznym ksztalcie [71, [8]-

Moszliwodei obliczania powlok przy stosowaniu metody elementéw skoriczo-
nych sg duze. Problemy wynikajace przy obliczaniu powlok z otworami, o zmien-
nej gruboscei lub anizotropowych nie maja zadnego znaczenia, gdy tylko program
zostal raz opracowany.

Suczegdlny przypadek zachodzi w powlokach osiowo-symetrycznych, chociaz
i tutaj mozliwe jest zastosowanie rozwazaf opisanych poprzednio, mozna jednak
postgpowaé inaczej, a mianowicie w sposéb prostszy opisany w rozdz. 12.

Jako alternatywe opisanego tutaj sposobu obliczania, moZna zastosowaé ele-
menty zakrzywione. Tutaj wspdirzedne krzywoliniowe majg istotne znaczenie,
przy czym dla ich zdefiniowania mozna zastosowa¢ wytyczne ogélne podane
w rozdz. 8. Unika si¢ aproksymacji polegajacej na przyjeciu elementéw plaskich,
gdyz ogranicza ona uwzglednienic mozliwodcel réznych teorii powlok. Pewne

inn

metody, oparte hezpokrednio na metodzie przemieszezes, podano w pracach
[9] = [18], a pewne odmienne sformutowania — w pracach [14] 1 [16).

Jednakze dla wielu praktycznych zagadnied elementy plaskie dajy wyniki
z bardzo dobrym przyblizeniem, a ponadto pozwalajg na latwe uwzglednienie
polaczenia z belkami naroznymi i Zebrami, co nie zawsze da si¢ uzyskaé przy
elementach zakrzywionych. Istotnie, w wielu konstrukcjach powloka jest naprawdg
zbudowana z elementdw plaskich, co najmniej w czedci. Z tego powodu nie bg-
dziemy na ogdl rozwazaé zakrzywionych powlok cienkich; rozwazymy natominst
grube zakrzywione powloki (traktowane jako ciala tréjwymiarowe omijajgc tym
samym niedogodnoéci réwnari powlok), przedstawione w rozdz. 13.

Przy omawianiu powlok osiowo-symetrycznych w nastepnym rozdziale zostany
wzigte pod uwage zaréwno elementy plaskie jak i zakrzywione.

11.2. Sztywnosci elementu plaskiego we wspélrzednych lokal-
nych

Rozpatrzmy typowy plaski element poddany dziataniom sit ,,w plaszczyinie”
i zginaniu {rys. 11.2).

Rozpatrujac najpierw dzialania ,,w plaszczyinie” wiemy z rozdz. 4, #e stan
odksztatceri jest jednoznacznie opisany w kazdym wezle poprzez skladowe prie-
mies.zczenia u i v. Minimalizacja catkowitej energii potencjalnej prowadzi dJo
macierzy sztywnoéci:

{Ff} = [k?] {67} gdzie {{:: : iz:[}} (t1-1)
! v,

Gui(M,); y

g s
. ¥ {
il ==
N el
X

Sily [ preemieszcrema w plasteeyding”
P e
rd

yi (My); o
ﬁ—‘x‘ Sily i preemiesrecenia od 2gineniy
z

Rys. 11.2. Element plaski poddany dzialaniu sil w plaszczyinle
oraz zginaniu
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Podobnic gdy rozpatrujemy zginanie, stun odkwztutectt zadany jest jednoznacz-
nic poprzez przemicszezenia w w kiorunku onl & i dwa obroty 0, i 0. Prowadzi
to do macierzy sztywnosci:

(o) = lZ”,Z,]
{F?} =[#] {6?} gdzie 0y:

W,
M

My

(11-2)
{Fiy =

Zanim zaczniemy laczyé te sztywnosci, nalezy odnotowaé dwa fakty. Pierwszy,
#¢ przemieszczenia powodowane dziataniem sit ,,w plaszczyZnie” nie wplywajg
na odksztalcenia gigtne i odwrotnie. Drugi, e obrét 6, nie moZe wystgpowaé
joko parametr przy okreslaniu deformacji w jakikolwiek sposéb. Na obecnym
ctapie rozwazati wygodnie jest, z racji ktére stang sig oczywiste, gdy bedzie mowa
o lgczeniu odksztalcert, wprowadzi€ ten obrét do rozwazar i polgczyé z nim fik-
cyjny moment M. Fakt, ¢ nie wystgpi on w procesiec minimalizacji, moze byé
uwzgledniony przez wstawienie odpowiedniej liczby zer w macierzy sztywnosci.

Definiujac teraz ponownie kombinowane przemieszczenia wezléw jako

L]

©3 =1 (11-3)

a odpowiednie ,,sity” przez:

Vz
W,
w3 ={y (114
M,
Mz

mozemy zapisaé:
F; &

{F}* = [RI{8}". (11-5)

Tub

ann

"Peraz macierz satywnokel skinda si¢ z nastepujgcych podmacierzy

(11-6)

jesli réwnoczesnie wezmiemy pod uwage, Ze

a
{8;3 =8¢ (11-7)

Sformulowanic powyzsze wazne jest dla kazdego ksztaltu elementu wielobocz-
nego, w szczegdlnosci za$ dla obu typéw, pokazanych na rys. 11.2.

11.3. Transformacja wspélrzednych ogélnych i Iaczenie ele-
mentéw

Macierz sztywnosci, wyprowadzona w poprzednich rozwazaniach, odniesiona byla
do ukladu wspélrzednych lokalnych ,,w plaszczyznie” elementu i skladowe 7Ri=
nania byly wprowadzone takie w tym ukladzie.

Dla polgczenia elementéw w caloé i wypisania réwnan réwnowagi niezbgdnu
jest transformacja tego ukladu do ogélnego ukladu wspéirzednych dla catokei
(ukiad ogélny oznaczymy przez x, ¥, 2, ukltad zas lokalny przez &', ¥, &'). 7 drugicj
strony, na poczatku bardziej dogodne jest przyporzadkowanie weziéw clementow
wspélrzednym ogélnym i wyrazenie za ich pomocg wspélrzednych lokalnych;
temu celowi shuzy¢ bedzie transformacja odwrotna. Na szczeécie wszystkich tych
transformacji dokonuje sie¢ w nader prosty sposéb.

‘Wymienione dwa uklady Wspétrzednych pokazano na rys. 11.3. Sily i prze-
mieszczenia wezléw transformuje si¢ z ukladu ogélnego na lokalny poprzez ma=

Z

A

7

¥
Rys. 11.3. Wspbtrzedne lokaine i wspéirzedne ogélne (glo-
— e
X

balne)
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cierz [L] w nastgpujgey sposdb
{01} = [ (1} L) (11-8)

gdzic

lao

(11-9)

Putaj [4] jest macierza rz¢du 3x3 kosinuséw kierunkowych katéw pomiedzy

dwoma ukladami osi, tj.
Avrx Ay Az
= [ dys Ay Ay (11-10)

2% fozy j'z'z

a tutaj znéw: A, jest kosinus i i iami
. xx0 ] em kierunkowym kata pomiedzy osiami x oraz «’,

Dla calego ukladu sit dzialaj

o go ukladu sit dzialajacych w weztach na dany element mozna zatem
(o} = [T]{s};  {F} = [TH{F}" (11-11)

Zgodnie z regutami transformacji j
ji ortogonalne .p. L i i
clementu we wspélrzednych ogélnych jest 3 (por. p- 1) macies sstywnoie
(%] = [T]* [F][T]. (11-12)

W obu powyzszych réwnaniach [T] oznacza

0
L (11-13)

Jest wige macierzq diagonalng zbudowa i iczbi i
el Teaie et diagonalna ng z macierzy [L] w liczbie odpowiada-

Latwo pokazaé, ze typowa macierz sztywnosci jest teraz

— Vers] = [L]" [Rrs] [L] {11-14)
gdzic [ky] jest okreslone za pomocy réwnania (11-6) we wspdlrzednych lokalnych,

X O’l'(rtiéllenie wlspéhrz@dnych lokalnych nast¢puje wg podobnego schematu. Jesli
poczgtki ukladéw lokalnego i ogéinego pokrywaja sie, wéwczas .

"
=14
o

111?;:“;,\/ przy obhczar'nu macierzy sztywnosci polozenic poczgtku ukladu jest
n }0 ne, tr.ansformaqa ta wystarczy do okredlenia lokalnych wspétrzednych
phwzczyznie elementu (lub w plaszezyZnie réwnoleglej do elementu).

y] (11-15)

F4

NN

Gdy macierze sutywnofci dia wszystkich clementdéw zostaly okreglone we wapol
rz¢dnych ogélnych, budowanie macierzy sztywnosci ukladu i ostateczne rozwiy-
zanie wykonuje si¢ w zwykly sposéb. Wypadkowe przemieszczenia wyznaczane
s3 w odniesieniu do ogdlnego uidadu wspélrzednych; zanim wige przystgpimy
do obliczania naprezen, konieczna jest zmiana uktadu na uktady lokalne dla kazdego
Jlementu. Potem dopiero mozna zastosowaé zwykle macierze naprezef do wy-

snaczania skladowych ,,w plaszczyznie”.

11.4. Fikcyjna sztywno$é skrecania

Jezeli wszystkie elementy zbiegajace si¢ w jednym wesle leza w jednej plaszezy#nic,
to trudno jest sformulowat zagadnienie w sposéb podany w p. 11.3. Wynika to
stad, ze sztywno$é skrecania w kierunku 65 (rys. 11.2) staje si¢ réwna zeru.

Jezeli w tym przypadku rozpatrujemy réwnania réwnowagi we wspélrzednych
lokalnych, w punktach tych mamy sze4é réwnad, z ktérych ostatnie (odpowiada-
jace kierunkowi ;) jest po prostu

0— 0. (11-16)

Jako takie, réwnanie tego typu nie powoduje szczegdlnych trudnosci (chociu
w zwyklych programach do obliczeh prowadzi do parastania bledu). Jezeli jednnk
kierunki wspélrzednych ogdlnych réznig si¢ od kierunkéw wspélrzednych lokal-
nych, to po dokonaniu transformadji otrzymuje sie sze$é pozornie poprawnych
réwnaf. Te jednak okazuja sie osobliwe?).

Mozliwe s3 dwie alternatywy:

a) zbieraé réwnania w punktach, w ktérych elementy leza w jednej plaszczyfnic
we wsp6lrzednych lokalnych (i dopuszczat réwnanie 0 = 0);

b) zatozyé dowolna sztywnodé skrecania Kj tylko w tych punktach. Daje to
w lokalnych wspétrzednych wyrazenie

K50 (11-17)
zamiast (11-16).

Po przeksztalceniu otrzymuje si¢ poprawny uklad réwnan, z ktérego w zwykly
sposéb znajdujemy wszystkie przemieszczenia, W tym takze i 0. Ponicwa? fy
nie moze wplywaé na naprezenia — i rzeczywiscie nie jest ono sprzgzonc z poro-
stalymi réwnaniami -— mozna wartoéé Kj przyja¢ zupelnie dowolnie jako sztyw-
nosé zewnstrzna, nie wplywajaca na wyniki.

Obie zaproponowane powyzej alternatywy prowadzg do pewnych komplikncji
w programowaniu (chociaz druga jest prostsza). W celu okreslenia rzeczywistej
sztywnosci skrecania podejmowane byly prace, w ktérych sztywnodé tg trakto-
wano jako dodatkowy stopien swobody w zadaniu plaskim [15].

1y Czytelnik zechce przypomniceé sobie paradoksy (wygladajgce na logiczne), ktére doprowndanjg
do réwnokei typu 2 == 4 itd.
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W programie, stosowanym przex, autors ninlejazego opracowania [6], przyjeto
po prostu fikcyjng sie¢ wapdlezynnikdw watywnodci skrecania we weszystkich
clementach, niezaleznic od tego, czy sy one koplanarne czy tez nie. Dla elemen-
téw tréjkatnych definiuje si¢ je poprzez macierz, ktéra nie narusza réwnowagi
we wspélrzednych lokalnych, np.

M L, —05, —05] (6.
M= aBtA| —05, 1, —05]16,, (11-18)
Ma —05, —0,5, 1 [l6,

gdzie o jest pewnym wspdlczynnikiem, na razie do okreslenia.

'I'a dodatkowa sztywnoéé moze wplywaé na wyniki, poniewaZ wystepuje ona
takze w niekoplanarnych wezlach. Istotnie, ,,wybieg” ten prowadzi tylko do przy-
blizenia. Jednak wplyw zmiennosci « w dos¢ szerokich granicach okazal si¢ maly.
Dla przykiadu w tabl. 11.1 przedstawiono przemieszczenia zapory tukowej, ba-
danej w pracy [2], dla réznych wartosci «

Tablica 11.1

o 1,00 0,50 0,10 0,03 0,00
Przemieszezenia
promicniowe, mm 61,13 63,35 64,52 64,78 65,28

Przemieszczenia dla a = 0 s3 niemal poprawne. Dla zagadnieri praktycznych
mozna zaleci¢ przyjmowanie o = 0,03 lub mniej.

Inni autorzy [5] redukowali stopnie swobody, odrzucajac jeden i stale ukladajac
réwnania wzdhuz normalnej do powloki. Takie postepowanie zastosujemy w rozdz.
14. Powoduje ono jednak trudnosci, gdy mamy do czynienia z rzeczywistymi
zmianami kierunkéw lub ich rozwidleniami w powloce, gdzie nie da sie poprowa-
dzié normalne;j.

11.5. Lokalne kosinusy kierunkowe

Gdy macierz kosinuséw kierunkowych [4] zostala juz wyznaczona dla kazdego
clementu, problem nie przedstawia trudnosci i obliczenie odbywa sie w zwykly
sposéb. Okreélanie tej macierzy moze jednak powodowaé pewne klopoty algeb-
raiczne, 2 ponadto nie jest jednoznaczne, poniewaz kierunek jednej z osi jest do-
wolny; zaklada sie tylko, Ze lezy ona w plyszczyZnie elementu.

Zbadajmy najpierw uktad elementéw prostokatnych, w ktérych problem ten
jest dosé prosty.

11.5.1. Elementy prostokatne. Takie elementy nadajg si¢ tylko do reprezento-
wania powlok cylindryeznych i ukladéw o przekrojach skrzynkowych. Dogodnie
jest prayjmowaé jeden z hokéw tych clementéw i odpowicdnig wspdlrzedng lo-

)
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Rys. 11.4. Powloka walcowa jako zbi6r elementéw prostokgtnych; wepblragd-
ne globalne i lokalne (opis w tekécie)

kalng &' réwnolegle do osi x ukladu ogdlnego (rys. 11.4a). D-la typowego elcn"\cntu
ijkm pokazanego na rys. 11.4 Iatwo teraz obliczyé wszystkie niezbedne kosinusy

kierunkowe. Dla osi &’ s3 one réwne

}-x'x = 15

Aoy =0 (11-19)
xty = Us

Axez = 0.

Kosinusy kierunkowe osi y’ otrzymamy rozpatrujgc wspélrzedne poszczegbl-
nych punktéw wezlowych. Stad

Zy'.x = 0:
_ Yi—Yi
b= et o) (11-20)
j—2;

e G )
co wynika wprost z usytuowania przekroju normalnego zgodnie z kierunkami

boku % elementu (rys. 11.4b). o
Podobnie, dla tego samego przekroju pionowego mamy

=0,
a 25—

AR 5 [P R sy O (11-21)
A Y=y

G+ O
Oczywidcie dla zapewnienia prawidlowosci znakéw w powyzszych wzorach, nie-

. - R o
zbedne jest uwzglednienie wlasciwej numeracji punktéw i ich usytuowan:

11.5.2. Elementy tréjkatne dowolnie zorientowane w przesttzer?i. D(l)wohn:
powloke dzielimy na elementy tréjkatne jak pok.azano na rys. 11'.5. K&;zd’y ’c :ll:\::] :
wnajduje si¢ w poloZeniu, w ktérym katy migdzy trdjkatami a plaszcuy
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wnl?(’)lrzcdnych sy dowolne, Zagndnionia okredlenin wapélrzednych lokalnych i ich
kosinusdw kierunkowych jest zatem znneanio burdzicj zlozone niz w poprzednich,
prostych przykladach. Najdogodnic jest zastosowné tutaj pewne zasady algcbr};
wektoréw, Dla Czytelnika, ktéry zapomnial jus nicktére z tych zasad, podano ich
krétkie oméwienie w Dodatku 5. ’

Rys. 11.5. Zastapienie powloki ukladem elementéw
tréjkatnych: a) podzial na elementy, b) wspéhrzedne
lokalne i globalne dla elementu

X

X Wybér !{ierunkéw osi lokalnych jest dowolny, ale decyzja co do wyboru powinna

y¢ powzigta na poczatku. Na przyklad przyjmuje sie, ze 0§ &' ski j

wzdluz boku & (rys. 11.5b). ’ s 7 erowana jest
Wektor ¥;; okreslajacy polozenie tego boku we wspélrzednych ogoblnych jest

., Xy—X;
Vy = (yf—yi (11-22)

Bi—2

Kosi’nus.y kierunlfowe otrzymamy dzielge skladowe tego wektora przez jego
dlugosé, tj. okredlajac wektor jednostkowy

A
T, = lx’y

X'z

1

by

xij
Vi (11-23)
i
gdzie

by =Vl +yi+a7
oraz xy = x;—ax; itd,
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T'eraz kierunck &', kidry powinien byé prostopadly do plaszezyzny trdjkgta,
okredlamy wykorzystujye whnodei iloczynu wektorowego wektordw pokrywn-
jacych sie z dwoma bokami tréjkgta

. I Vit Bmi—Zji Ymi
Voo = ViyXVin = : (11-24)
itd,

Tloczyn ten jest wigc wektorem normalnym do plaszczyzny tréjkata, a dlugoké
jego wg definicji (por. Dodatek 5) jest réwna podwojonemu polu trdjkata, zatem

L = V(usm—2pym)+ (- P+ P =24 (11-24n)
Kosinusy kierunkowe osi 2’ otrzymujemy tworzgc wektor jednostkowy
R Torx 1 |Yi Bmi—Rj Ymi
Ty =\ Adpy( = 57 i (11-25)
2z itd.

Wreszcie kosinusy kierunkowe osi 3’ okreslamy jako kosinusy wektora normul.
nego do &' i 2. Podstawiajac do rachunku wektory jednostkowe obu osi otrzymamy

Ay Ayy Apz—lys Ayry
By = | Ay | = B XB = : (11-26)

itd.

y'z
bez potrzeby szukania dtugoéci wektora, jest ona bowiem réwna jednodci (wynik
mnozenia dwdch wektoréw jednostkowych).

Te operacje wektorowe mogg byé zapisane jako specjalny podprogram dlu
maszyny, w ktérym mnozenie wektoréw, normalizacja (tj. dzielenie przez dlugode)
itd. s3 wykonywane automatycznie (por. [19]) i dlatego nie ma tutaj potrzeby
szezeglowego omawiania tych spraw.

W powyiszym rozumowaniu przyjeto, ze kierunek osi &' lezy wzdluz jednego
# bokéw elementu. Mozna przyjaé takze, ze kierunck osi & jest dladem przecigein
pola trdjkata przez plaszezyzpe réwnolegly do jednej z plaszczyzn wspélrzednych
ogélnych. Tak wige, gdy np. zalozymy, e oé »’ lezy na przecigciu plaszezyzny
tréjkata z. plaszczyzng pozioms (tj. z plaszczyzng réwnolegly do xy), mozna po-
stepowad w nastepujacy sposéb.

Najpierw okreslamy kierunki kosinuséw ,., jak w réwnaniu (11-25). Macierz
kosinuséw kierunkowych &’ bedzie miala skladowy w kierunku 2 réwng zeru, tj.

lx'::
G = ly,yJ, (11-27)
0
Dlugodé wektora jednostkowego jest teraz
Aatiiy =1, (11-28)
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u poniewa?, iloczyn skalurowy ¢, i ¢, maunl hyé rdwny zeru, mamy styd

lx'xln'x | AA‘.VAI'.V 0. (11'29)

VA réwqaﬁ (11-28) i (11-29) mozemy jednoznacanic okreslié @,.. Wreszcie, jak
poprzednio

Ty = T X .

(11-30)

Wiele innych mozliwoéci jednoznacznego okreslania kierunkéw oméwiono
w rozdz. 14.

11.6. Przyktady praktyczne

Jako pierwszy przykiad rozpatrzmy rozwigzanie zapory ukowej. Ksztalt geome-
tr.).rczny zapory polfazano na rys. 11.6. Jak wyniklo z bada modelowych i innych,
niz omawiane tutaj, metod obliczeniowych, taki ksztalt okazat sie wlasciwy.

P

Obeigienie parciem wody jake

050 Z

000m

" Reeczywiste
linie pasadewienty

Reeczywiste hinie posodawienia
Siatka gesta

Silyw wezlach
Siatka rzadka

Rys. 11.6. Zapora tukowa jako zbiér elementéw prostokatnych

oy -
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E
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g, —— roawiazanie wy "
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ey cq obeigZena probnego

Rys, 11.7. Zapora lukown; poziome ugigcia linii $rod-
kowej
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Rys. 11.8. Zapora tukowa; napreienia pionowe w linii dérodkows).
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Podzial na elementy prostopadloscienne zastosowano z uwagi na prosty, walcowy
ksztalt zapory, mimo ze przgblizenie do linii posadowienia nie jest tu zbyt dobre.

Zastosowano dwie siatki podziatu na elementy; wyniki przedstawione na rya,
11.7, 11.8 i 11.9 wskazuja, Ze stosujac gestsza siatke uzyskano nieznaczne polep-
szenie rezultatéw. Wynika stad, Ze zbiezno$é zaréwno geometrycznej aprokwy=
macji do wlasciwej postaci powierzchni, jak i matematycznego przyblizenia, wy=
nikajacego ze sformulowania skoficzonych elementéw, jest dobra. Dla poréwnanin
pokazano naprezenia i przemieszczenia uzyskane za pomocy innych mctod.

Podwojnie zakrzywiona zapora tukowa byla obliczana w podobny spoadh przy
yastosowaniu plaskich elementéw tréjkatnych. Wyniki daly nieco lepsze pray~'
Dblizenie [6].

Sporo przykiadéw obliczyt Parekh [20] za pomocy tréjkatéw ,,nicdostosowa-
nych”. Istotnie, przy takim samym podziale wyra‘nie widaé wyzszoéé tych cle-
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mentéw nad olementami ,dostosowanyml” w ujeeiu Clougha i Yohmsona [5).
Nicktére prayklady z pracy Parekha [20] pokuzano dalgj.

Chlodnia wiesowa. Jest to przyklnd zadanin omfowo-symetrycznego; moglo ono
byé, oczywidcie, rozwigzane za pomocq metod podanych w rozdz. 12 i 13, w sposéb
bardziej efektowny. Jednakze tutaj zastosowano metode ogdlng dla zbadania
uzyskanej dokladnoéci. Rozwigzania, z ktérymi poréwnywano wyniki obliczefi
numerycznych, byly podane przez Albasiny i Martina [21]. Rysunki 11.10 = 11.13
przedstawiaja geometri¢ zastosowanej siatki i niektdre wyniki, Uwzgledniono
przypadek niesymetrycznego obcigzenia wiatrem.

Sklepienie beczkowe. Ta typowa powloka stosowana jest czesto w budownictwie.
Byla ona badana za pomocg ustalonego sposobu w metodzie elementéw skori-

k&)

i 7 B 6 —— rzrzywiste
: KR ——= przygele do
! S g9 obliczeit
g i 84
3| | g
! ) es———
| g
| §,. a4 Li Rys. 11.10. Wieza chlodni. Geo-
| ] ] ] Il ! LS Y
i- e 98 0 W G W w5y Jgp ™Metria irozklad obcigsen obwodo-
—**l 8 w stopniach wych [21]
5
iSY
<
8
g
g
g
IS
T=IN 28
- S8 Rys. 11.11. Wicsa chiodni. Przy-
_/20015_1 jeta sintka elementéw
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Rys. 11.14. Przekrycie walcowe z rys.
11.13: a) momenty réwnoleznikowe —
M, momenty poludnikowe w przekroju
srodkowym — M, , b) moment skrecajacy
na podporze — My,

Rys. 11.13. Przekrycie walcowe (fu-
pinn): a) geometria, b) rozwigzanie:
éciste; A metoda elemen-
téw skoniczonych przy siatce 8 X12;
O juk wyej, przy siatce 12x18.

Obcigienic — cigzar  wlasny  [22],
«) przemieszczenia podtuzne podpo-~
ry; prayjeto: B = 2,11 10° kG/em?,
¢ - 439 kG/m2, v =0

czonych przez Scordelisa i Lo [22]. Sklepienie oparte jest na sztywnych przepo-
nach i obcigZone cigzarem wlasnym. Rys. 11.14 i 11.15 przedstawiaja niektére
poréwnaweze wyniki,

Konstrukcja = plyt faldowych. Poniewaz nie ma $cistego rozwigzania tego za-
gadnicnia, poréwnanie przeprowadzono z wynikami do$wiadczalnej analizy wy-
konanej przez Marka i Riesa [23].

Przyklad pokazuje, ze pierwszy podzial na elementy jest poprawny. Sztywnosé
rumy réwniez zostala wlaczona do analizy poprzez odpowiednic elementy belko-
we. Na rys, 11.16 1 11,17 pokazano wyniki.
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Powloka o dowolnym ksztalcie. Na rys. 11.18 pokazano bardzo ogélng postad
powloki podpartej w narozach. Wystepuja tutaj znaczne odksztalcenia wskutek

zginania; zastosowany podzial na elementy jest wystarczajgco dokladny dla
wezelkich potrzeb.
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Rys. 11.18. Momenty zginajace dla modelu powloku z rys. 11.17; a) M; — podluzny,
b) M, — poprzeczny w przekroju $rodkowym
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11.7. Zbieinoké

Przy definiowaniu macierzy dla naprezen ,,w plaszcayznie” (rozdz. 4) byla za-
bezpieczona cigglo$¢ przemieszezen sgsiadujgcych elementéw. W rozdz. 10
podobng ciaglodé uzyskano dla elementéw zginanych, chociaz pokazano, #e
dobre wyniki mozna uzyskaé takze i wéwezas, gdy zgodnoéé katéw nachylenia
nie jest zachowana.

Funkcje przemieszczeri spelniajace warunek ciggloéci miedzy elementami le-
zacymi w tej samej plaszezyZinie maja, ogélnie biorac, nieciaglodci, jezeli na po-
Iaczeniach wystepuje zmiana uksztaltowania plaszezyzny. Przyblizenia za po-
mocy elementéw skoficzonych, zastosowane w niniejszym rozdziale sy zatem
oparte na niezgodnosci funkeji przemieszczen i ich zbiezno$é moze byé wykazana
jedynie za pomocg bezposrednich obliczen.

Jesli wymiary elementu malejg, wéwezas — gdy nie ma nieciaglosci keztaltu
powloki — ta niezgodno$é staje si¢ coraz mniejsza i zaréwno bledy spowodowane
przez przyblizenie geometryczne wskutek zastosowania plaskich elementéw,
jak tez bledy wskutek braku cigglosci, maja tendencje do zanikania.

Niezbedna dla otrzymania sensownego przyblizenia gestoéé podziatu powloky
nie jest réwniez oczywista. Im cierisza jest powloka, tym momenty zginajgco
bardziej ograniczajg swéj zakres dziatania do ,,strefy brzegowej” 1 w jej otoczeniu
szybko si¢ zmieniaja. W takich przypadkach dobre przyblizenie do stanu ,,blo-
nowego” mozna uzyskaé nawet przy dosé grubym podziale w obszarach oddalo-
nych od brzegéw; niezbedne jednak jest w celu odtworzenia zmiennosci momen-
téw szczegdlnie dokladne zbadanie (i gesty podzial) w otoczeniu brzegéw. Na
szczeécie w tych przypadkach mogg byé stosowane inne metody 1 rozwigzywanlo

. za pomocy, elementéw skoriczonych moze by¢ zalecane giéwnie dla powlok dred=-

niej grubosci, w ktérych wplyw momentéw zginajacych jest tego samego rzgdu
jak wplyw sit dzialajacych w plaszczyZnie.
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12. Powtoki
osiowo-symetryczne

12.1. Wstep

Problem powlok osiowo-symetrycznych ma istotne znaczenie praktyczne, c¢o
upowaznia do przedstawienia W niniejszym rozdziale specjalnych metod jego
rozwigzywania.

Aczkolwiek metody ogélne opisane w poprzednich rozdziatach znajdujg takie
zastosowanie i w niniejszym przypadku, okazuje sie, Ze mozna uzyskaé znaczno
uproszczenia, jedli uwzgledni sig osiows symetri¢ konstrukcji. W szczegdlnym
przypadku, gdy zaréwno obcigzenie jak i powloka s3 osiowo-symetryczne, cle-
menty staja si¢ ,,jednowymiarowe”. Jest to najprostszy typ elementéw, nie ros-
patrywany jednak w poprzednich rozdziatach.

Pierwszg probe rozwigzania problemu osiowo-symetrycznej powloki za pomocy
elementéw skoniczonych uczynit Grafton i Strome [1]. Zastosowane przes nich
elementy byly po prostu $cietymi stozkami, do ktérych zastosowano bezpokred-
nio funkcje przemieszczen. Bardziej dokladny sposéb wyprowadzenia macicrszy
sztywnosci elementéw przedstawit Popov i inni [2] oraz Jones i Strome [3], n roz~
szerzenie na przypadek obcigzen niesymetrycznych, sugerowane przez Graftona
i Stromego [1], opracowane zostalo przez Percy i in. [4], Kleina [5] oraz Jonesa
i Stromego [6).

Ostatnio pracowano intensywnie nad rozszerzeniem metody na elementy -
kezywione i nad udoskonaleniem stopnia przyblizenia. Literatura zagadnienia
roénie z kazdym dniem; przyczyng tego jest w szezegdlnosci rozwdj techniki
rakietowej. Kompletna bibliografia zagadnienia nie bylaby tutaj celowa. Prace
{7] do [11] pokazuja, jak mozna wprowadzié rézne wspélrzedne krzywoliniowe
do analizy metods elementéw skoriczonych; prace [10] i [12] omawiajg zastoso-
wanie bezwezlowych parametréw dla polepszenia dokladnosci.

W powlokach osiowo-symetrycznych, podobnie jak w innych, bierze sigpod
uwagg zaréwno zginanie jak i sily blonowe. Uwidacznia si¢ to jednoznacznie:
w wyrazeniach na uogélnione ,,odksztalcenia”, ktére teraz zawieraja zaréwno
wydluzenia, jak i krzywizny powierzchni érodkowej. Jesli przemieszczenia kazdego
punktu powierzchni $rodkowej sq wyznaczone, takie ,,odksztalcenia’ moZna
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okredlié (juk 1 wypndkowe napr itj
preded b prodeie pienia”)
wzordw znanych z teordi powlok, ' h pnpredenia”) s pomocs
'Nn przykiad dla poyvloki osiowo-symetrycznej obeigzontj osiowo-symetrycz-
Jfmin(rys. 12..1) przcrgleszczemc punktu powierzchni $rodkowej okreglone jest
cdnoznacznie przez dwie skladowe u i w, odpowiedni i j
i normalnej do powierzchni. » odpowiednio, w Kerunku stycenej

Rys. 12.1. Powloka osiowo-symetryczna:
przemieszezenia i wypadkowe napieé; powlo-
‘Z ka reprezentowana jest jako zbiér elementéw

stozkowych

Cztery skladowe odksztalcenia dane s: :
. oprzez nast seni
zaloZeniu, e kgt ¢ nie zmienia sic) [, [g]P P nastepujgce wyrazenia (przy

. dulds ]
8: (wcosg+tusing)/r
e} = o= au)ds* (12-1)
o __sing @
r ds |

Skladowe sit wewngtrznych pok i
Skt pokazane na rys. 12.1
niami poprzez macierz sprezystosci [D] i povine sz odiostalce-

N;

No
{o} = (= [Dle}, (12-2)
M,

Dla powloki izotropowej macierz [D] jest

1y o o
D=2 (»1 0 0
(1= |0 0 /12 w212 (12-3)

00 w212 1212

zthirml.je.j czesdé jestA macierzg sztywnosci od stanu plaskiego, a dolna — od stanu
ginania; wplywy sit poprzecznych w obu czgéciach sy pominigte.
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12.2. Charakterystyka elementu. ObcigZenie osiowo-symetrycz-
ne, elementy prostoliniowe

Podzielmy powloke na szereg elementéw w postaci stozkéw écigtych (rys. 12.2).
Przemieszczenia linii wezlowych w punktach takich jak ¢ oraz j majg okreslaé
jednoznacznie odksztalcenia elementéw, za pomocy odpowiednio zaloZonych
funkeji ksztaltu.

Rys. 12.2. Element powloki osiowo-syme-
trycznej

W kazdym wezle zalozone sa osiowe i radialne przemieszczenia i obroty. Wazyst-
kie trzy skladowe s3 niezbedne, powloka bowiem moze przenosi¢ momenty
zginajace. Przemieszezenie zatem punkiu i moze byé okreglone przez trzy skin-
dowe

B} = lw] (12-4)
B

z ktérych pierwsze dwie sg zgodne z ogdlnym uktadem wspétrzednych. Element
o dwu wezlach if ma wigc sze$¢ stopni swobody, okreslonych przez przemionss

. czenia

)= {31} (12-5)

Przemieszezenia wewnatrz elementu mozna zdefiniowad jednoznacznic pracz
przemieszczenia wezléw {5}° i zmienng (dtugosé tuku) s, przy zachowaniu ciyg-
losci przemieszezed i ich pochodnych

n={}-mer. (120

Jesli przyjaé, Ze w zmienia si¢ liniowo wraz z s, za$ w— jak trzecia potega f,
otrzymamy sze$é nieokreslonych stalych, ktére mozna wyznaczyé z wartoicl
wezlowych #, w, §.

W weile £ mamy

Zi‘ cosp +sing Offu:
d' =] —sing  cos¢ O|{@w|=[A1{d}- (12-7)
(T’;’)‘ 0 o 1lla
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Pinzge

womm | oo
Wy 0S| ogs? | oy st (12-8)
latwo ustawimy sze$¢ niezbednych warunkéw i otrzymamy!)
U
w;

, dw
lu} - | 1—s 0 0 s 0 0 s )
lw | 0 (13524253 L{s'—25"2+5'3)| 0 |35"2—25"3 (—-s”—i—s“)L] %

wj
(de
ds |;
gdzie: (@29)
s'=s/L.

Oznaczajac powyssza macierz rzedu 2Xx6 przez [N] mozemy teraz napisaé

I A7 o )
13} = V] [[0] w] 0y =[Iv11, I3 = V)8, (12-10)

:A réwpa'r’l. (12-10) w prosty sposéb otrzymamy macierz odksztatcen [B] sto-
sujgc definicje (12-1). Daje ona

{e} = B8} = [(B1 141, [B)] [4]] 8}, (12-11)
gdzic:
—yrL 0 0 )
[B] = (1—s’)sinq&/r:;(1—33’2+2s’3)cos¢/r§ L(s'—25"+5"3) cosgr
0 P (=6+12e)L2 (—4+65)/L
0 P (65'—65"%)sing[rL ((—1--4s"-~352)sing)r |
" 0 0 _ (12-12)
Bl=| ¢sméfr | (32—2)cospfr | L(—s'>+5%)cosd
[ 0 P (6—120)Lr (—2+6s')c/!/):S "
0 i (—65'+-652)singfrL | (25'—3s"2)sing)r

'l‘uk. wi@c.: wszystkie skladowe niezbedne do obliczenia macierzy sztywnosci (albo
obcigzenia, naprezed, czy naprezeh poczatkowych) za pomocg wzoréw standar-
dowych z rozdz. 2 s3 znane.

1y 14 . . ST
) Tunkgje, ktére tutw) wystepujy, 8y w istocie wiclomianem Hermite'a rzedu 0 lub 1, por. p. 10.11.
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Niezbedne catkowanlo nalety wykonaé na polu 4 elementu przy
dA = 2nrds = 2ar Lds’, (12-13)

przy czym s’ zmienia si¢ w granicach od 0 do 1.
Stad, macierz sztywnosci k wg réwnania (2-10) staje sig réwna

1
(%] = { [BI*[D] [B2ar Ls'. (12-14)

[}

Po podstawieniach, element [%,J] tej macierzy dany jest przez
1
[k = A° (S (B,°[D] [Bs]rds') [A12xL. (12-15)
0

Przed wykonaniem calkowania nalezy r wyrazié jako funkcje s.

1 znéw wygodnie jest stosowaé catkowanie numeryczne. Grafton i Strome [1)
stosujgc macierz [D] odpowiadajacg materialowi ortotropowemu podali wudr
zamkniety na macierz sztywnoéci, oparty na wartosci éredniej wyraZenia podeal-
kowego. Juz przy tym niezbyt dobrym przyblizeniu otrzymuje si¢ wyjgtkowo
dobre wyniki, jezeli zastosowane beda elementy o malych wymiarach.

Percy i in. {4] oraz Klein [5] wykonali 7-punktowe catkowanie (por. Dodatek §)
i ottzymali nieco ulepszong macierz, nie wyrazong jednakée w postaci zamknigtej.

Trzeba wspomnieé, ze jesli istnieje obcigzenie zewngtrzne ciggle rozloZone na
linii, albo moment zewnetrzny, do analizy nalezy uzyé caly ich wartos¢ obwodowy,
podobnie jak w przypadku cial obrotowo-symetrycznych (rozdz. 5).

12.3. Przyktady i dokltadnosé wynikéw

W przypadku powlok osiowo-symetrycznych opisanych powyzcj cigglodé jemt
zachowana w kaizdym przypadku. Dla wielobocznych zatem ksztattéw powlok
zbieznos¢ wynikéw zawsze bedzie mieé miejsce.

Problem geometrycznego przyblizenia powloki wielobocznej do powloki zu-

krzywionej jest podobny do problemu rozwazanego w rozdz. 11. Intuicyjnic wy=
czuwamy, Ze zbieznos¢ powinna byé osiagnigta i, istotnie, przyklady to potwicr-
dzajg.
Jesli obcigzenie jest tego typu, Ze wywoluje dominujgcy stan blonowy, rozhics-
nosci w momentach zginajacych wystapia nawet w tym przypadku, gdy stosuje sig
dosé¢ drobny podzial. Rozbieznosci te mozna zlikwidowaé zageszczajgc podainl
i stosujac usrednianie wartosci momentéw. Jest to niezbedne dla ziagodzenin
skutkéw geometrycznego przyblizenia polegajacego na zastapieniu powloki sze-
regiem stozkowych pierscieni.

Na rysunku 12.3 i 12.4 pokazane sq wyniki typowych przykladéw, zaczerpniete
z pracy Graftona i Stromego [1].
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12.4. Elementy zakrzywione i ich funkcje ksztaltu

Zastosowanie elementéw zakrzywionych bylo opisane w rozdz. 8; podano tam
definicje odksztatcef za pomocy tylko pierwszej pochodnej. Tutaj jednak istnicjy
drugie pochodne [por. réwnanie (12-1)] i pewnych twierdzer z rozdz. 8 nic
mozna zastosowacd.

Podane ponizej rozumowanie oparte jest na pracy Ironsa i Delpaka [10] i —
zgodnie z nomenklatury uzyts w rozdziale 8 — zaproponowane elementy zakrzy-
wione nalezg do typu subparametrycznego.

Podstawy do okrelenia elementéw zakrzywionych jest wymaganie wspdincj
stycznej pomiedzy dwoma elementami (lub — alternatywnie — wspdlnej po-
chodnej w okreslonym kierunku). Jest to fizycznie niezbedne, aby unikngé skre-
cefi, uniemozliwiajacych wytworzenie gladkiej powloki.

Rozpatrzmy najpierw prosty element ,,macierzysty”, wewngtrz ktérego nice
wiadoma ¢ jest opisana poprzez jej wartoéci i pochodne w punktach I, 2 (rya.
12.5). Wspélrzedna & opisuje polozenie i zmienia si¢ od —1 do 1 (por. przyktady
w rozdz. 8).

aj ¢
2
¢
, Rys. 12.5. Zakrzywiony izoparametryczny
clement powloki dia zadania osiowo-syme-
trycznego: a) element pierwotny, prosty, 1 — ~
b) wspéblrzedne krzywoliniowe r

Mozemy przeto napisaé

2
, (4 e
¢=Z(N (% ¢)) [N (7. (12-16)
Tutaj N’ i N sg skalarnymi funkcjami ksztaltu. Gdy zalozymy, ¢ s3 one wie-
lomianami, beds to po prostu wielomiany szescienne (podobnie, jak w (12-8)
opisano zmiennosé w)

T{éo 82— 3§o+2};

(12-17)
| Ny = —};(1—50)2(1%0),
gdzie
§o = &é.
223



Réwnoczesnie motemy zastosowsd puwykej podane funkeje dln opisu zmian
przemieszezen ¥ i ') wagledom uklwdy wapdlrzgdnych » i 2 opisujgcych
powloke.

Takie elementy beda wéwczas izoparametryczne.

Okreglamy zatem geometrig elementu jako

2
r=> (N;n+N;'(§—g),),

' (12-18)
, [ 4z
‘_J(Nizi“*'Ni (d_f).)’

i=1

&

I

=1
2
i=

i zakladajac, Ze wartosci w wezlach mozna okreslié, otrzymujemy jednoznaczny

zwigzek miedzy £ i polozeniem na zakrzywionej powierzchni elementu (rys.
12.5b).

Poniewaz okreslenie 7; i 2; na koricach jest oczywiste, nalezy tam znalesé jedy-
nie pochodna

(tgy) = (%)i- (12-19)

Sposéb w jaki nalezy tego dokonaé ze wzgledu na pochodne wystgpujace
W réwnaniu (12-18) zalezy od praebiegu wspblrzednej & wzdluz odcinka
boku s.

Tylko nastepujgey zwigzek jest okreslony w sposéb jasny

L)
@-z)

& ) lub (%?—) mogg mie¢ dowolng wartosé. Interweniujg tu jednak
' i

(12-20)

Pochodne (

wagledy praktyczne, gdyz zly wybér wartosci pochodnych powoduje malo usta-
bilizowang zmiennoéé & zaleznie od s. Przy niewlaéciwym wyborze ksztalt krzywej
moze bardzo odbiegaé od gladkiego i zwijaé si¢ w petle miedzy wartodciami
koticowymi.

B katwo zauwazy¢ réinice migdzy tym sformulowaniem, a sformulowaniem zastosowanym po-
przednio, Teraz obie skladowe pr: i i ieniajy sie w sposéb co najmniej szescienny
wzdlu} elementu, gdy poprzednio zskladano liniows i §¢ pr i ia sty 71
‘T'en dodatkowy stopien swobody nie wprowadza jednak »mnadmiernej cigglodei”, jesli powloka
ma staly grubosé,
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Dla dostatecznlo monotonicznej zmiany ksztaltu wystarcza (dla regularnych
powlok) zalozyé
g _rnon A4 (12-21)
dg 2 A

pamietajac, Ze calkowity obszar zmiennodci & miedzy wezlami jest réwny 2.

12.5. Wyrazenia dla odksztalcen i cechy elementéw zakrzy-
wionych

Zmiennosé przemieszczeni zostala okreslona w ukladzie ogélnym, podczas gdy
wg (12-1) odksztalcenia s3 wyrazone w postaci pochodnych wzg'lqdem wapélrzed-
nych lokalnych (jedng z osi jest styczna s). Wynika stad koniecznoé¢ pewnych
transformacji przed wyznaczeniem odksztalcest. .
Jezeli zakladamy, e przemieszczenia w ukladzie ogélnym s3 zdefiniowane
‘poprzez funkcje ksztaltu (12-16) jako
2

!

= (12-22)

2

B=y (N@+N:'(fl—?)i),

i=1
to przemieszczenia skierowane lokalnie %,  mozna znaleZ¢ poprzez transformacje
przytoczone we wzorze (12-7)

-l SlE-ekl e

Tutaj ¢ jest katem miedzy styczng do krzywej a osig z (rys.' 12.5). '
Zanim jednak posuniemy si¢ dalej, nalezy te transformacje wyrazié w funkcjl
wspdlrzednej £ Mamy

L]

(12-24)

tgy =

a wiec i to mozna fatwo wykonaé.

Z kolei musimy zastanowié sie, czy mozna narzucié ciqgloéf': parametréw wg
(12-22) w weztach. Oczywiste jest, ze przemieszczenia w u.kladzw ogdlnym muszy
byé ciggle. Jednak poprzednio sprecyzowaliémy jec%yme cigglodé obrotu st):cznoj.
'Tutaj dopuszczamy ciaglosé pochodnych przemieszczed wzgledem s, Zatem
‘fj_u lub %0— musza mieé wspélne wartosci w wezlach,

s s
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Poniewas,

o da
4 _ o dw _ dE

& T4 oM o= (12-25)
3 3

nie ma trudnosci w podstawieniu tych nowych zmiennych do (12-22) lub (12-23),
ktére teraz przyjma postaé:

2
w,

{Z,}=[N(§)] @), gdde 8= (%)’i (12-26)

(%),

Posta}é macierzy 2x 4 jest dodé zlozona, lecz moze byé wyznaczona explicite.

) Jezeli mamy rozwasaé powtoki uzebrowane lub takie, ktérych grubo$é¢ zmienia

si¢ na.gle, wéwezas nie wystarcza parametry okreslone w (12-26). Lepiej wtedy
przepisa¢ to wyrazenie w postaci

(@
{a,-}=|! 3

(%)

i powigza¢ z elementem tylko pierwsze trzy parametry (ﬁi = % jest obrotem

w wez’le). Czwarty jest teraz niepowigzanym parametrem elementu, mozna jednak

zawsze zminimalizowaé funkcjonal wzgledem tego parametru.

T'ransformacje potrzebne do rozwigzania powyzszego byly juz pokazane w réw-
naniu (12-23).

P.rzy wyprowad;eniu macierzowego wyrazenia [B], okreslajacego odksztal-
ccnia, wystepujg pierwsze i drugie pochodne wzgledem s, jak podano we wzorze
(12-1)*). Zauwazmy, ze pochodne mozna otrzymaé za pomocg prostych regut
podanych w (12-25).

"y s . . . .
) Zauwazmy, Ze tutaj s jest traktowane jako kierunek stycznej do prostej, a wiec

di
& _,

ds
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Dla kazdej funkeji } mozna zatem napisa¢

o _dra
ds  df | dE
oraz (12-27)

#F _ &F (ﬂ)’_ﬂ(_&) }(ﬁ)
ds2 T dF |\ dE dE \dez | |\ de

iw ten sposéb znalezé wszystkie skladowe [B].
Whreszcie macierz sztywnodci otrzymujemy w podobny sposéb, jak w (12-14),
wprowadzajgc zmienng

ds = d—EdE (12-28)
i calkujae w granicach od —1 do 1.

Wielkodci zawarte w wyraZeniach podcatkowych nie pozwalaja na catkowanio
algebraiczne; nalezy stosowaé catkowanie numeryczne. Poniewaz wykonujemy
je tylko wzgledem jednej zmiennej; nie jest ono zbyt pracochionne; mozna zatem
przyjaé dostateczng liczbg punktéw Gaussa iobliczyé macierz sztywnodci bardzo
doktadnie.

Podobnie otrzymuje si¢ macierze naprezed i innych wielkogci.

Przytoczone tutaj sformulowanie izoparametryczne rézni sig nieco od podanych
w pracach [7], [8], [9], [11] i ma te zalet¢, 2e dzigki postaci izoparametryczne

* mozna spelnié warunek przemieszczefi elementu jako ciala sztywnego, juk tod

warunek stalej pierwszej pochodnej. Sprawdzenie tego jest podobne do pray-
toczonego w p. 8.5. Fakt, Ze postacie podane w odmiennych sformulowaniach
moga powodowaé powstawanie odksztalced w warunkach przemicszezed cialn
sztywnego nie ma dla niektérych przypadkéw istotnego znaczenia, jak to podajy
Heister i Stricklin [14]. Jednak w pewnych przypadkach obcigzer asymetrycznych
(patrz rozdz. 13), moze to byé istotng wadg i doprowadzié do powaiznych
bledéw.

Warunek stalej krzywizny dla elementéw skoticzonych nie moze by¢ speiniony
dla 7adnej z podanych tutaj postaci; nie jest to fizycznie mozliwe, mozna jednak
wykazaé, ze gdy wymiary elementu malejg, warunek dowolnej, lecz statej krzy-
wizny moze by¢ ostatecznie osiagniety.

12.6. Dodatkowe zmienne pozawezlowe

Wptowadzenie zmiennych pozawezlowych do badania osiowo-symetrycznych
powlok jest pozyteczne wéwczas, gdy mamy do czynienia z duzymi elementami,
mozna bowiem wéwczas uzyskaé za ich pomocg lepszg dokiadnoéé.

18 0"



Dodujge zatem rodzing funkcjt

"
?_; Nj'ay (12-29)

do funkeji okredlajacych przemieszczenia normalne, zdefiniowane przez (12-6),
gdzie a; jest zbiorem wewngtrznych parametréw elementu, Nj'’ za§ — zbiorem
funkcji majacych wartosci zero i zerowe pierwsze pochodne w wezlach, otrzymu-
jemy znaczne polepszenie opisu przemieszczesi bez uchybiania zadnemu z wyma-
gan zbieznosei (por. rozdz. 7).

Dla przemieszczeri stycznych mozna pominaé wymaganie zerowej pierwszej
pochodnej w wezlach.

Webster [12] uzyt tych dodatkowych funkcji w powigzaniu z elementami pro-

stoliniowymi.

Nie ma znaczenia czy elementy sg prostoliniowe, czy zakrzywione. W istocie,
mozemy uzupelni¢ wyrazenia na przemieszezenia (12-22) przez wyrazenia (12-29)
dla kazdej sktadowej. Gdy wykonamy to tylko w wyrazeniach na przemieszczenia,
lecz nie w wyrazeniach na wspéhzedne (12-18), elementy staja sie subparame-
trycznymi'). W rozdz. 7 oméwiono zalety tego sposobu.

w ‘Q_{
A’,”’ ’QvJ
" }Q:vf:)v{
N }Qv%‘
1 Rys. 12.6. Wewnetrzne funkcje keztaltu dla elementu linio-

-1 —=¢ 1 wego

Kwestia jakich wyrazeri nalezy uzy¢ dla opisu owych wewngtrznych, dodatko-
wych funkeji ksztaltu, ma pewne znaczenie, jako ze wybér ich jest szeroki. Po-
nicwaZ nie ma potrzeby stosowaé tutaj wyrazed wielomiennych, Delpak [10]
zastosowal np. specjalng postaé wielomianéw Legendre’a, proponowany przez
Ironsa. Ogélne postacie pokazane sg na rys. 12.6.

') Chocinz, oczywidcie, mozna wlaczyé te nowe funkcje ksztaltu do opisu clementu, uzyskuje sig¢
z tego niewiclky korzyéé praktyeznq, poniewas rep i ci dostatecznie dobrze

odpowiadu kaztaltom rsoczywistym.
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13. Pétanalityczne sposoby
w metodzie elementéw
skonczonych.
Zastosowanie funkciji
ortogonalnych

13.1. Wstep

Standardowe sposoby stosowane w metodzie elementéw skoriczonych, jak po-
kazano, nadaja si¢ do rozwigzywania, w zasadzie, wszystkich dwu- i tréjwymiaro-
wych (a takze czterowymiarowych, por. rozdz. 16) zadai. Jednakze koszt rozwig-
zania wzrasta wraz ze zwickszeniem wymiaru zadania i czasem nawet przckraczn
mozliwoéci istniejacych maszyn. Tak wige staje si¢ ze wszech miar pogdane po-

. szukiwanie sposobéw, mogacych zredukowaé prace rachunkows!). "I'utaj oméwio-
na zostanie jedna z mozliwoéci takiego postepowania o do$é szerokim zakrewle
stosowalnosci.

W wielu problemach fizycznych sytuacja jest taka, Ze geometria i whwnodel
fizyczne materiatu pozostaja niezmienne w jakims$ okreslonym kierunku. Jednakse
wyrazy zalezne od obcigZenia moga wykazywaé zmiennoéé w tym kicrunku, nie
pozwalajac na przyjecie takich uproszezes, jak np. zastosowanie dwuwyminro-
wego stanu odksztalcenia w zagadnieniach tréjwymiarowych. W takich pray-
padkach mozna jednak rozpatrywaé ,,zastepcze’ zagadniénie, nic zawicrajgee tej
szczegdlnej wspélrzednej, wzdluz ktérej wlasnoécl si¢ nie zmieniajg i budowné
pelne rozwigzanie z szeregu takich uproszczonych rozwiszan ,,sktadowych”.

Opisywany ponizej sposéb ma doéé ogélny zakres stosowalnodci, nie ograniczn
si¢ zatem do zagadnien budowlanych. Wygodniej jednak jest tutaj zastosowad
terminologie mechaniki budowli i jako przykladu uzyé problemu minimalizacji
energii potencjalnej.

Skupmy wiec naszg uwage na problemie minimalizacji funkcjonatu kwadrato-
wego (por. rozdz. 21 3).

1) Intercsujgce prace z tej dsiedziny, choé oparte nn innych przestankuch, prowadzi prof. dr in,
Y. Samelter (prayp. tium.).



Niech », ¥, » sy wepdlrzednyml oplaujyeyml obwznr (w omawianym przypadku
nic muszq to byé wspdirzedno knrtozjurinkio). Wapilrzgdna 2 jest ta, wzdluz
ktérej geometria i wiasnogci materinlu pozostujy niczmicnne. Niech granice ba-
danego obszaru ze wzgledu na » wynoszg 0 ¥ < @. Zalézmy, ze funkcje ksztattu
definiujace zmienno$¢ przemieszczeri {f} [por. réwnanie (2-1)] mozna zapisaé
jako iloczyn

{f} = [N(x:ys )] {6}3 =
1=

=3 {[zv(x, eos T 4 [N(s, )] sinlnTz} @) (13-1)

1

W tej postaci zapewniona jest ogélnoé¢ funkeji {f}, poniewas za pomocy sze-
regbw Fouriera moina przedstawié kazda funkcje ciagly wewnatrz danego prze-
dzialu (naturalnie, przy zalozeniu, Ze funkcje ksztaltu N i /¥ spelniajy te same
wymagania w rozwazanym obszarze).

Podobnie wyrazy przedstawiajace obcigzenie zapiszmy w postaci

L

(9} = ) (FGer o0 - s,y sin 2% (132

=1

stosujac podobng postaé dla obcigzesi skupionych i sit brzegowych (por. rozdz. 2).
Jedli istnieja naprezenia i odksztalcenia poczatkowe, nalezy je wyrazié w po-
dobnej postaci.
Stosujge standardowe postgpowanie podane w rozdz. 2 dla okreslenia udzialu
poszezegélnych elementéw w réwnaniach minimalizujacych energie potencjalng
i uwzgledniajge tylko udzial {p} mozemy napisaé

% _m [{51}2 {1y 133
e O I EE A -
9 {6} {6L}¢ {FL)E

Aby uniknaé w wyrazeniu (13-3) sumowania, wektory {8}* wypisane s3 od-
dzielnie dla kazdego I. Typowa podmacierz [E]® jest

[#e = §§ [BD] (B dwdy ds, (13-4)
ve
typowe za$ wyraZenie na wektor ,,sily” staje si¢ réwne
(e = v () dedy da. (13-5)

Ve

Jest oczywiste, Ze macierz (13-4) bedzie zawierata jako wynik mnozenia po-
szczegdlnych podmacierzy nastepujgce catki
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a

. Inz mnz
I, = sin—-—cos —-;—dz,

0

L= S Sinln—zsin iy . (13-6)
a a

a

muz
dz.

Inz
I, = cos—a—cos

Calki te powstaja z iloczynéw pochodnych zawartych w definicji macierzy [B]
i wskutek znanych wlasnoéci ortogonalnosci dajg

L=I,=I,=0 da I#m, (13-7)

przy czym
I=1,2,... oraz m=12,..

Oznacza to, Ze macierz [K]° jest diagonalng i zbi6r réwnad koficowych ukladu
ma postaé
F ‘}l

K] 0 0 .. ‘{51}!
T . l=0. (13-8)

0 [K® 0 .

_|_

00 . [KM l{é}LI |{F‘}
W ten sposéb duzy ultad réwnani rozpada si¢ na L oddzielnych podukladéw

[K"] {8}-+{F"} = 0, (13-9)
w ktérych
(4] = {§§ [BY"[D] (B} dwdy d. (13-10)

Nastepnic na podstawie wyrazed (13-2) i (13-5) stwierdzamy, e wakutok
ortogonalnosci catek (13-6) typowy wyraz ,,0bcigzeniowy” jest po prostu rdwny
(Fye =\ INT™{p'y dwdy d. (13-11)
ve

Oznacza to, z¢ wyraz obcigZeniowy I-tej harmonicznej wplywa jedynie nu
uklad ,,l-ty” réwnat (13-9) i nie bierze udzistu w pozostatych réwnaniach. Mn
to donioste znaczenie praktyczne, bowiem jeseli wyrasemie okreflajace cxlun
obciggeniowy zawiera tylko jeden wyraz, nalesy roswiqzywal tylko jeden uklad
réwnari. Rozwigzanie tego ukladu bedzie zdgzaé do dokladnego pray wazrolcio
zageszezenia podziatu tylko wzgledem plaszezyzny x—y. W ten sposdb picr\{votnlo
tréjwymiarowe zagadnienie sprowadzilo si¢ do dwuwymiarowego i odpowicdnio

zmniejszyt sig czas potrzebny na rozwigzanie.
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Praytocrony powyiej wywil dotyesyl sadunla trdjwymiarowego, sprezystego.
Oczywidcie rozumowanic bedzio takis wamo prey aprowadzaniu zadania dwuwy-
miarowego do jednowymiarowego iul., przy czym nie dotyczy ono wylgeznie
probleméw sprezystosci. Kade zagadnienie fizyczne, ktérego rozwigzanie opiera
si¢ na minimalizacji funkcjonatu kwadratowego (rozdz. 3), nadaje si¢ do podobnego
traktowania (ktére, pod réznymi nazwami, stosowane byto w mechanice od dawna).

Celowe jest zwrécenie uwagi, ze nalezy ostroznie podchodzié do warunkéw
brzegowych zalozonych dla { f}. Dla kompletnego rozprzezenia réwnarn konieczne
Jest, aby warunki te spelnione byly oddzielnie przez kazdy wyraz rozwiniecia
(13-1). Wprowadzenie przemieszczen zerowych do ostatecznej, zredukowanej
postaci zadania oznacza w istocie, e zalozenie zerowych przemieszczen w kie-
runku z wynika z definicji. Nalezy wiec szczegdlnie uwazaé, aby nie potraktowano
macierzy koficowej jako prostego zadania zredukowanego. Jest to jednym z istot-
nych ograniczeri stosowalnogci procesu.

Gdy obcigzenie jest ztozone i zachodzi potrzeba zbadania wielu wyrazéw roz-
winigcia Fouriera, zalety powyzszego sposobu zanikajg i czasem rozwigzanie
ovkazuje si¢ nieekonomiczne,

Mozliwe sg takze inne odmiany sformulowania zadania na bazie definicji
(13-1). Mozna np. przyja¢ dwie niezalezne rodziny parametréw {4}° rozwijalnych
w szeregi trygonometryczne. Mozliwe jest tez zastosowanie innych funkdji orto-
gonalnych.

Poniewaz funkcje frygonometryczne wystepuja czesto, warto przypomnieé
nastepujgce catki

S.sinliazwoslnTzdz= 0, gy 1=0,1,2 ..,
B

. . (13-12)
Ssinzﬁz—dz= S coszln—zdz=1, gdy 1=1,23,..
P a 3 a 2

13.2. Pret pryzmatyczny

Rozpatrzmy pret pryzmatyczny pokazany na rys. 13.1. Zakladamy, ze jest on
#maocowany w przekrojach 2 = 0i 2 = @ w sposéb uniemozliwiajacy jakikolwiek
ruch.

Zadanie jest tréjwymiarowe. Nalezy rozpatrzyé trzy skladowe przemieszczenia:
u,viw,

Podziat na elementy skoriczone w plaszczyinie x—y pozwala zalozy¢ skladows [
przemicszezenia w kierunku x jako
@ = [N, N3, ...]sinlnTz{u'}", (13-13)
i podobne wyrazenia dla skladowych o' i w',
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"Tutaj N} itd. sq po prostu skalarnymi funkcjami l(s:/,tultu, odpuwncdm(xsnl Lll:
zastosowanych elementéw. Jeieli zastosowano proste trc?]lfqty (rys. 13.1), l:v :J)v;z y
funkcje ksztattu dane sq przez (4-8), lecz kazda z bardzl.e_] rozbudowar}‘yc P o
element6w (por. rozdz. 7) — niezalesnie od zastosowania transformacji wg rozdz.

8 — moze byé stosowana réwnie dobrze.

Rys. 13.1. Pret pryzmatyczny zredukowany
do ukladu dwuwymiarowych elementéw
skorczonych

Uszyliémy tutaj tylko wyrazéw sinusowych rozwiniecia, poniewaz: iqdan;y. zc-
rowych przemieszczefi na obu koficach preta. W ten sposéb warunki te spelnione

i Jowania zadania.
sa automatycznie wskutek sformu :
qurazy zalezne od obciazenia mozna teraz zapisaé za pomocg zwyklego szeregu

Fouriera o -
{#} = {p}sin—.
iewaz ie j 0 i lezy rozpatrzyé pelne wyrazenin nn
Poniewaz zadanie jest trdjwymiarowe, nalezy ! p .
odk:znt;lcenia, obejmujace sze$¢ sktadowych. Podano' jew réwnaniach (6-9) o
(6-11). Podstawiajae funkcje ksztattu wg (13-13) znajdujemy ogélny wyraz ma-
cierzy [B]

[ aN; )
i 0 0
o Sy
0 %V;—siny 1]
In
0 Nij—cosy
ol ‘a (13-15)
B = oy ! ine O
2 SN o Y
N; fn 08 oL siny
0 170 b ay
ANy .
N{l;zcosy 0 ax' siny h

. Inz
gdzie y = =
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Dogodnio joat rozdzielic powyturg mmclers nn dwio
[BY] e [1[win ”"" 1 | #)cos ”;‘1 (13-16)

Wszedzie powysej przyjmuje si¢, 2c parametry majg postaé

u
{01} =19} (13-17)
w}
i ze osie wspélrzednych s takie jak pokazano na rys. 13.1.
Macierz sztywnoéci moze by¢ obliczona w zwykly sposéb z uwzglednieniem, ze

e = §§ (B[] [B) away a. (13-13)

ve

Podstawiajgc (13-16), mnozac i uwzgledniajac wartosé calki (13-12) redukuje sie
to do

Wi =2 S o B E D B es, s
Ae
gdzie I=1,2, ...
Teraz mozna powyssze latwo scalkowaé wzgledem pola elementu?),
Podobnie udziat sit masowych, naprezen poczatkowych itd. mozna uwzgled-
nié za pomocg wyrazéw ,,obcigzeniowych”. Obcigzenie rozlozone wzdhuz linii
naleZy wyrazié wprost jako sily wezlowe

i
PR

a 3
{F§}=SsinlnTz 7, sinlnTz as = (2, (13-20)

) £

F;

gdzic {F} sg intensywnosciami obcigzenia na jednostke diugosci.

W przykladzie tym zalozyliémy pelne zamocowanie koficéw preta. Rozpatrzmy
np. takie warunki: # =9 =0 na koricach, lecz bez ograniczenia przemiesz-
czenia w (kazde inne warunki tez mozna uwzglednié podobnie). Teraz mozemy
zastosowal wyrazenia podobne do (13-13) dla % i o, ale rozwiniecie o nalezy
mnozyé przez wyrazenia kosinusowe, ktére nie dajg wartoéei zerowych na koricach,

Podczas gdy dwa pierwsze wyrazenia zabezpieczajg spelnienie warunkéw brze-
gowych zamocowania, ostatnie odpowiada swobodnemu podparciu, przy istnieniu
wigzi ograniczajacych ruch w plaszczyznie ay.

Oméwiony tutaj spossh rozwigzania mozna zastosowaé do wielu zadad prak-
tycznych, np. do mostu Zelbetowego (rys, 13.2). Tutaj w szczegélnodei wygodny

jest ksztalt elementéw znieksztalconych, typu Serendipa, kwadratowych lub sze-
dciennych (por. rozdz. 7 i 8).

') Tracba zauwas ¢, 30 teraz, takze i dla najprostszych tréjkatdw,

catkowanie nie jest latwe, gdyz
w mncierzy [B] pozostajy wyrazy liniowe.
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Wreszcie wspomnled nalety, %e pewne ograniczenia, waine d}a antacx ngcﬂr(::i
podanej w (13-1) lub (13-13), moga wystapi¢ przy podwajaniu liczby param
i pisaniu rozwinigcia w postaci sumy

L O K e e (1
3 = N pyeos T 0494 3 W )sin 0% (1320
=1 -

Parametry {64}¢ i {6"}° s3 niezalezne i dla kazdej skladowej przemieszczenia
nalezy znalezé dwie wartosci 1 ulozyé dwa réwnania.

Rys. 13.2. Gruboécienny wycinek mostu skrzy'nko-
wego rozpatrywany jako zagadnienie dwuwymiaro-
we przez zastosowanie izoparametrycznych kwa-
dratowych elementéw

Inaczej mozna tez zapisaé funkcje w postaci

L Inz
1= [ve oy
=1
izalozy¢, ze zaréwno [N] jak i{6} sa wielkosciami zespolonymi.'l;xczby ztt‘:;l}:::
lone mogg byé stosowane do obliczeri na maszynach cyf.'rov'vych, atwo i:n -
dzié, Ze wyrazenie powyzsze jest identyczne z (13-21), jeéli przypomnimy,
€9 = cosf+i sinf

" 13.3. Cienkoécienna skrzynkowa konstrukcja przeponowa

W poprzednich rozdziatach zadanie tréjwymiarowe.redukowar.le byloddl dw;zwg:
miarowego. Tutaj pokazemy, jak zadanie dwuwymiarowe mozna zredukow:
Jed}ggzv;yn?;:n;wl:fzs‘trukch skrzynkows, wykonang z elementév{ cienkosciennych,
zdolnych do przeniesienia jedynie naprezenn w swej plaszczyZnie (rys. 12:::3“ i
Teraz, podobnie jak poprzednio, nalezy rozpatrzyé trzy p:'izcxz clél,;cnt
w kazdym punkcie i nalezy przypisaé im podobnq.zm'lennoéé. ]e'na :z o
typowy ¢ jest teraz ,,jednowymiarowy”.w tym sensie, ze calkowam:! I:l.lt c'qlin)ili
wykonywane wzdtuz linii 4, i napr@iemzf rozpatrywane sg tylllio wz ;ato ‘JN nicy.
Okazuje sie, ze rozwigzanie tego zadania jest podobne do rozwiazania kr: 8

VA/4 J
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Rys, 13.3. Skrzynka ,,membranowa’”, clementy
Jjednowymiarowe




13.4. Piyty lub skrzynki zginane

Rozpatrzmy teraz prostokatng plytg swobodnio podparta na koficach, w ktérej
catkowita energia odksztatcenia pochodzi od zginaniu. T'eraz nalezy okredli¢ jedno
tylko przemieszczenie w (rys. 13.4) definiujac catkowicie stan odksztatcenia.

Dla zwartoéci zapisu, kierunek, w ktérym geometria i wlasnosci materiatu
nic ulegajg zmianie, oznaczono przez y (rys. 13.4). Aby zapewni¢ cigglosé pochod-
nej, funkcje powinny teraz zawieraé parametr obrotu 6;.

Y
; £ LS Rys. 13.4. Przykiad zastosowania metody ,,pas-
3 ] 7 mowej” w plytach

Stosujac proste funkcje belki, mozemy zapisaé dla typowego elementu
T b
@' = [N(x)]sm—yg—{é'}“, (13-22)

gdzie typowymi parametrami s3

o = { ;”} (13-23)
‘I'eraz z latwoscia napiszemy funkcje ksztaltu typu szeciennego; sa one w istocie
identyczne z tymi, ktére uzyto do zagadnienia powlok osiowo-symetrycznych
(por. rozdz. 12).

Wykorzystujae definicje podane w rozdz. 10 znajdziemy odksztatcenia (krzy-
wizny) i wyznaczymy macierze [B].

Tutaj zagadnienie dwuwymiarowe sprowadzone zostalo do jednowymiaro-
wego.

Sposéb ten zaproponowany przez Cheunga [11[21]3] i nazwany przez niego
ninetoda skoriczonych odcinkéw” stosowany byt do rozwiszania szeregu proble-
méw plyt prostokatnych. Pouczajgce jest przytoczenie jednego przykladu z wymie-
nionej wlasnie publikacji. Dotyczy on kwadratowej réwnomiernie obcigzonej plyty
o trzech bokach swobodnie podpartych i jednym swobodnym. Zastosowano
dzicsigé odcinkéw skoriczonych w kierunku » (elementéw). Tablica 13.1 podaje
rezultaty odpowiadajace pierwszym trzem harmonicznym rozwiniecia.

Wida¢ tu nie tylko dokladno$¢ rozwigzania (przy prostych rachunkach uwzgled-
niajacych tylko 9 niewiadomych), ale i to, ze wplyw wyzszych harmonicznych
szybko maleje.

Rozciggniecie powyzszego postgpowania na konstrukcje skrzynkowe, w ktérych
wystepujg zaréwno efekty blonowe, jak i aginanie, jest juz proste. Przyktad po-
wy2szy nalety rozpatrzyé wspélnie z przykladem z poprzedniego paragrafu,
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Tablica 131

Plyta kwadratowa (oboiykenio ré i g, trzy bokl swobodnie podparte, czwarty
swobodny) -
Maki Iny moment
»=10,3 Ugigcie w $rodku Moment My w érodku ~° syn&;c;yny 4
=1 0,002832 0,0409 -~0,0858

; =2 —0,000050 —0,0016 0,0041

1 =3 0,000004 0,0003 —0,0007

P 0,002786 0,0396 —0,3840
Dokladnie 0,0028 0,039 —0,084
Mnoénik ga*/D 94°

W innej pracy Cheung [4] pokazal, Ze mozna zastosowaé inne niz trygonometryc-
pe rozwiniecia; wéwczas jednak wystepuje tylko czedciowe rozprzeienic ukladu
réwnafl.

13.5. Ciala osiowo-symetryczne z niesymetrycznym obcigie-
niem
Jednym z najbardziej naturalnych i najwezesniejszych zastosowad pojcd'ynczcgn
szeregu Fouriera jest obliczenie osiowo-symetrycznych cial poddanych nicaymet-
rycznym obcigzeniom. ] ) o )
Nalezy w tym przypadku rozpatrzyé nie tylko przemieszczenia 0slowe # I pro=
mieniowe v (jak w rozdz. 5), lecz takie przemieszczenie styczne w, zwigzune 4o

wspblrzedng katows 0 (rys. 13.5). Whasnodci geometryczne i fizyczne materint

sg stale ze wzgledu na te wspélrzedna, totez mozna tutaj zastosowal climinacjg
(5-6). ' o )

Dla uproszczenia rozwazafi rozpatrzmy najpierw skladowe obcu;zema. syfuclrycn-
ne wzgledem osi 6 = 0, a nastepnie skladowe antysymetryczne. Opisujgc tylko

a) b

‘iv

Rys. 13.5. Cialo osiowo-symetryczne;
wspblrzedne i przemieszczenia

-———
= P
Rys. 13.6. Symetryczne (a) i antysymetryczne (b) ( \ (\ )
skiadowe obci ia ip i ia w ciele osio- 4 >%
—y

wo-symetrycznym
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oncigzenin wowezlach (za pomocy oxnaeved podebnyeh do tych jakic zastosowa-
lidmy dla sit masowych, brzegowyceh, odknataleort poczytkowych itd.) okreslimy
sily na jednostke dugodei obwodu w kierunky kudej ze wspélrzednych dla obcig-
#enia symetrycznego (rys. 13.6 a)

E\
R= ) Rlcosly,
i=1
L
Z =" Fcostp, (13-24)
I=1
L
T = Z Tsinlf.
=1

Dla obcigzen stycznych T zastosowano niesymetryczne Wyrazenie sinusowe,
aby zachowa¢ symetrie tego obcigzenia przy 6 >z, '

Skladowe przemieszczeny wyraZamy znéw przez dwuwymiarowe funkeje ksztaltu
(1:, %), dobrane odpowiednio do podzialu na elementy i po uwzglednieniu symetrii
piszemy

# = [N, N3, ...]coslf {u'}e,
ot = [Ni, N3, -..Jeosl6 {o'}e,
' = [N}, N;, ...]sin6 {ut}e.

- (13-25)

Dalej nalezy okreslié ogélne tréjwymiarowe wyrazenia na odksztalcenia we
wspéhizednych walcowych (p. Love I5h

o[
" or
ol
8 oz
| s
r 7
3={ = (13-26)

ou oo

e R

y 1ow 0w w»
i r 80 o 1
1 ov Jw

6] B e

) Jak poprzedni? fxastgpuje rozpragenie poszczegélnych postaci i mozemy wy-
!lczyé sz.tywnoém itd,, dla kazdej harmonicznej. Np. po podstawieniu (13-25)
i zebraniu zmiennych, jak w (13-17) mamy
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[B] =

ON|
or

0

conll

%

iVi—coslﬁ
7

oN{

Frat 16

O -

0 0
N coslf 0
oz
7
0 A lcoslf
v
oN; coslf 0
or
0 (i]y-'_ — ﬂ) sinl0
or r
WNigare 2N
r oz

J

(13-27)

Dalsze post¢powanie odbywa si¢ dokladnie tak, jak opisano poprzednio.

Dla obcigzenia antysymetrycznego wg rys. 13.6b powinniémy po prostu w réw-
naniach (13-24) i (13-25) zastgpié sinusy przez cosinusy i odwrotnie.

Wyrazy ,,0bcigzeniowe” dla kazdej harmonicznej otrzymamy z zasady pracy
wirtualnej. Dla obcigzenia symetrycznego bedziemy mieli

2z

Ricos?lf
{Fi} = S Z'cos?19
: [y T’sin"’ I£]

B!

di=m 70 gdy
T

B

=2m 7 gdy

0

=0,

natomiast dla przypadku antysymetrycznego odpowiednio

{(Fl}=mz; gdy

R
1=1,2, ..

1=12,..

(13-28)

(13-29)

Po uzyskaniu wyrazei na [k*] mozna si¢ przekona, e dla I = 0 problem redukus-
je sie do dwu zmiennych i dla obcigzeft symetrycznych uzyskuje si¢ przypadek
osiowej symetrii,

16 Motoda slementéw
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Podobnic gdy /= 0 pozostajo tylke fedin rodzing réwnat dla zmicnnej w
w przypadka antysymetrii. Odpowinda to stalemu styeznemu rozcigganiu i poz-
waln na proste rozwigzanie probleméw akrcanin preta poddanego znanemu ob-
cigieniu skrecajgcemu (rys. 13.7). “adanic to w teorii sprezystodei rozwigzuje
si¢ za pomocy funkeji naprezer, a ostatnio rozwigzano je za pomocy metody ele-
mentdéw skoiczonych [6] [7], pozwalajacej w wigkszym stopniu uwzglednié fizyczng
strong zagadnienia.

Picrwszy zastosowal powyisze rozwiazania do badania ciat osiowo-symetrycz-
nych Wilson [8].

Prosty przyklad ilustrujacy wplyw poszezegdlnych harmonicznych pokazano
na rys. 13.8a, b.

Rys. 13.7. Pret 0 zmiennym przekroju {skrecanie)

n=1 S
(odwrdcenie znoku dia
8>m2

n=2
symelryczne

Obeigienie |
reeczywisle
Praybiizenie |
przy S har- _n=

0nicznyGh

- %( \l\
g W@ 360° Naprezenie zloione

Rys. 13.8. Osiowo-symetryczna wiesa pod niesymetrycznym obcigzeniem (ci$nienie sinusoidalne
na polowic obwodu): a) rozwigzanie za pomoca czterech element6w, b) rozklad naprezenia piono-
wego nu podstawe wiezy wywolany réinymi har ikami obeigZenia i ich kombinacj ; Picrwsze

dwio hurmoniczne dajg praktycznie zadowalnjqce rozwigzanic
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13.6. Powloki oslowo-symetryczne z niesymetrycznym obcig-
Zeniem

Rozwinigcie powyzszej analizy na powloki osiowo-symetryczne, podane w rozdz.
12, jest juz proste i odbywa si¢ wg opisanych zasad. Nalezy jednak okreslajge od-
ksztalcenia uwzglednié wszystkie trzy skladowe przemieszczenia i skladowo ait

Rys. 13.9. Osiowo-symetryczna powloka przy nie-
symetrycznym obcigZeniu. Pr i ia i wypa-
dkowe naprezenia

(rys. 13.9). Wystepuja obecnie trzy efekty blonowe i trzy efekty zginania, roz-
szerzajac zatem réwnanie (12-1) napiszemy [9]!)

o]l
¢ as
g9 —217%+(wcos¢+usin¢)—:—
1 du | dv .,
et — —2sing—
ATATEE Lt S8 20" " (13-30)
O
K s
1 &% | cos¢p dv  sing dw
%o TP 2 36 7 o
1 %w sing dw | cos$ dv _ singcosg o
s (—7 2500 2 0T & r:

Odpowiadajaca macierz paprezen jest teraz réwna

{o} =
Mso
Zawiera ona trzy skladowe sil i trzy momenty pokazane na rys. 13.9.

!) Proponowano tutaj kilka wariantéw wynikajgcych z réZnych teorii powlok, Opisann jost jedng
z najpowszechniej przyjgtych,
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T znéw, Juk poprrednio, mozna salodyé symetryesny i antysymetryczng zmien-
nodé ohcigzenin. Dalsze postepowanle jost zupelnle takie samo jak poprzednio.
Czytelnika odestaé nalezy do prac oryginalnych (np. Grafton i Strome [10], gdzie
problemem tym zajeto si¢ po raz picrwszy) i do wiclu pézniejszych prac poda-
nych w rozdz. 12.

Kilka przykladéw, ilustrujacych sposéb postgpowania w przypadku grubo-
$cicnnych powlok, podano w rozdz. 14.

13.7. Uwagi koficowe

Catkowicie ogélny sposéb postepowania, Iaczacy pewne zalety metody elementéw
skoriczonych z prostoty wyrazef uzyskana dzieki zastosowaniu funkeji ortogo-
nalnych, sprawdzony byl w wielu zastosowaniach. Nalezy jednak pamigtaé, ze
oplacalno$¢ wspomnianego sposobu jest do uzyskania tylko w przypadku okreslo-
nych ukladéw geometrycznych, takich mianowicie, gdzie liczba wyrazéw roz-
winigcia, wystarczajgca do uzyskania poprawnego wyniku, nie jest wielka.

Podobnie mozna bada¢ inne przypadki »pryzmatyczne”, w ktérych rozwaza
si¢ tylko wycinek ciata obrotowego (rys. 13.10). Oczywiscie nalezy teraz do-
konywa¢ rozwiniecia w zaleznosci od kata Inb[a, ale postepowanie jest w dal-
szych szczegdtach takie samo, jak podano poprzednio.

Rys. 13.10. Uktad segmentowo-pryzmatyczny

Istnieja, oczywiscie, inne mozliwosci kombinowania zalet rozwigzar analitycz-
nych z uniwersalnoscia, mozliwg do uzyskania w metodach numerycznych. Na
przyklad gdy wystepuja osobliwosci (np. sila skupiona), mozna je wyeliminowaé
przez rozwigzanie ciste, a nastepnie rozwigzaé numerycznie zadanie dodatkowe,
w ktérym np. dokonuje sig usunigcia rozlozonego w sposéb ciagly obciazenia.
Rozwigzanie numeryczne moze byé wéwezas wykonane z mniejsza dokladnoscia
i mozZe w ten sposéb okaza¢ sig bardziej oszczedne. Opis takiego postgpowania
podano w pracy Zienkiewicza i in. [11], [12].

Nieco odmiennc zastosowanie takich kombinowanych metod podat Morley
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[131; rozwazal tam omobliwodei w postaci wklgslych kgtéw. Brak miejaca niec poz-
wala na dalsze omawinnic zagadnienia, jednak i tutaj zmnicjszenie stopnin ogél-
nosci jest ceng jakg nalezy zaplacié za uzyskane oszczednodei.

W podanych w niniejszym rozdziale metodach zakladano, ze wlasnoéci matorialu
pozostajg niezmienne wzdluz jednej ze wspélrzednych. To ograniczenic modo
czasem by¢ ostabione przy zachowaniu ogdlnych zasad omawianego postgpowanin,
Cickawy przyklad tego typu podali Stricklin i De Andrade [14].

W jeszcze innym typie metod ,,wymiar” zagadnienia mozna zredukowaé po-
przez zastosowanie poprawnych rozwigzan osobliwych i przedstawienie np.
pelnego zadania tréjwymiarowego za pomocs réwnania catkowego, rozciggnigtego
na powierzchnig. Na ogdt mamy wéwcezas do rozwigzania zadanie typu

@)+ [ K, 07ds = Fip), (13-31)
gdzie p i g okreslaja wspélrzedne poszczegdlnych punktéw na powierzchni S, vk
f(p) jest nieznana funkejs rozwigzujgca zagadnienia. K i F sg znanymi funkcjami,

Takie réwnanie catkowe mozna w sposéb bardzo naturalny rozwigzaé za po-
mocg metody elementéw skoriczonych, dzielac powierzchnig¢ S na obszary, od-
powiadajgce tym elementom i stosujac przyblizone wyrazenie na f.

Typowe sformulowanie tego rodzaju podat Massonet [15] w pracy z toorli
sprezystosci. Fried [16] wykazal, jak problem nieograniczonego plynigeia wokdl
pewnego obiektu moze byé opisany za pomocy elementéw skoficzonych przylo-
gajacych tylko do powierzchni obiektu.
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14. Powtoki gruboscienne
jako szczegdlny przypadek
problemu tréjwymiarowego

14.1. Wstep

W rozdziale 8 i 9 podano opis i przyklady zastosowania zlozonych zakrzywionych
dwu- i tréjwymiarowych elementéw. Oczywiscie mozna bezposrednio zastosowaéd
takie elementy tréjwymiarowe do obliczania powlok zakrzywionych zmniejszajge
po prostu wymiar w kierunku grubosci powloki (rys. 14.1). Taki sposéb postgpo-
wania przedstawiony zostal w rozdz. 9 dla powlok osiowo-symetrycznych, rys. 9.6,

Gdyby$my jednak cheieli zastosowa¢ bezpoérednio elementy tréjwymiarowo
dla dowolnej. powloki, napotkalibyémy pewne trudnosci.

Rys. 14.1. Zakrzywione szeécio-
$ciany izoparametryczne stanowig-
ce bezposrednie odwzorowanie po-
whoki

Po pierwsze, zachowanie trzech stopni swobody w kazdym wezle prowadzi
do duzych wspélczynnikéw sztywnodci dla przemieszczeri wzglednych wzdius
grubodci powloki. Stanowi to powainy problem numeryczny i gdy gruboéé po-
wloki staje sie mata w stosunku do pozostalych wymiaréw elementu, fakt ten moze
doprowadzi¢ do wynaturzonych (zdegenerowanych) réwnar.

Po drugie, powstaje kwestia oszczednosci i czasu obliczenia. Uzycie kilku
wezléw rozmieszezonych w poprzek grubosci powloki oznacza ignorowanie dobrze
znanego faktu, Ze nawet dla grubych powlok prosta normalna do powierzchni
$rodkowej pozostaje, po deformacji wskutek obcigzenia, prosta. 'I'worzy si¢ wige
nicpotrzebnie dug liczbe stopni swobody, powodujac straty czasu pracy maszyny,
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l'r.zytuczonc ponisej postgpowanle poswuls nu ominiecie tych obydwu trud-
nodei [1], [2], [3]. Dla polepszenin ckonomil roxwlyzania wprowadzono zalozenie
,,prf)stych normalnych”; pominigto energig odksztalcenia odpowiadajgcg napre-
Zeniom prostopadlym do érodkowej powierzchni powloki, poprawiajgec w ten
sposéb wspomniane zle uwarunkowanic réwnai analizy numerycznej. Przy tych
modyfikacjach powstaje mozliwosé uzyskania sprawnego narzedzia do badania
.zakrzywionych powlok grubosciennych. Dokladnosé proponowanego sposobu
i szeroki zakres mozliwosci jego zastosowari przedstawiono na kilku przyktadach.

.Czytelnik zechce zauwazy¢, %e wprowadzone powyzej dwa ograniczenia odpo-
w1'adaj4 t.yI!m czedei zwyklych zalozedi przyjmowanych w teorii powlok. Rozmys$~
Inie pominigto zatozenie, e po odksztatceniu normalne do powierzchni §rodkowej
pozostajg normalnymi. Pominigcie to pozwala uwzgledniaé deformacje od sit
stycznych; jest to wazne dla powlok grubosciennych.

14.2. Opis geometrii elementu

Rozwazmy typowy element powloki grubosciennej (rys. 14.2). Powierzchnie
zewnetrzne elementu sy zakrzywione, podezas gdy przekroje przez jego grubosé
gréwnq grubodci powloki) tworzone s przez linie proste. Pary punktéw iyamy oraz
aotnys kazdy o zadanych wspélrzednych kartezjaiskich, opisuja ksztalt ;ler:lentu

Niech & i % bedg dwiema wspétrzednymi krzywoliniowymi w plaszczyz’nic;
drodkowej powloki, a ¢— wspélrzedng liniows w kierunku grubosci. Jezeli
zalozymy, ze £, , { zmieniajg si¢ od —1 do +1 na odpowiednich $ciankach
clementu, to moZemy napisaé zalezno$é migdzy wspblrzednymi kartezjariskimi

- 0

Rys. 14.2, Zakrzywiono gruboécienne elementy powlokowe ré3-
nych postaci
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w kazdym punkeie powloki u wspdtrzednymi krzywoliniowymi w postaci

{;‘ = ZN,(E, ) (yg_c) ;i +ZN:(§, ) (1—25) ;:] (14-1)
4 Ri)gor. Rildot.

Tutaj Ni(£, #) jest funkcja ksztaltu przybierajaca warto$€ 1 w wezlach ¢ oraz
zero w pozostatych (por. rozdz. 8). Jesli te podstawowe funkcje N; sg uzyskane
jako funkcje ksztaltu dwuwymiarowych, ,macierzystych”, kwadratowych lub
tez tréjkatnych elementéw?) na plaszczyznie i s tak dobrane, Ze istnieje zgodnoé
pa ich krawedziach, wtedy zakrzywione elementy przestrzenne bedg réwnied
pasowaé do siebie (beda zgodne ze sobg). Mozna uzyska¢ dowolnie zakrzywione
postacie elementéw przy uzyciu funkcji ksztattu réinych stopni. Kwadratowe
i szescienne funkcje zastosowano do elementéw pokazanych na rys. 14.2. Jedli
zachodzi potrzeba, na powierzchniach elementu mozna umiesci¢ wigkszg liczbg
wezléw, uzyskujac przez to bardziej zlozone ich ksztalty. Mozna tu zastosowat
kazda dwuwymiarows funkcje ksztattu spoéréd oméwionych w rozdz. 7.

Skoro juz ustalono. zwigzek migdzy wspélrzednymi kartezjanskimi a krzywo-
liniowymi, wygodniej bedzie operowaé dalej wspélhrzednymi krzywoliniowymi.

Nalezy przy tym zauwazyé, e kierunek wspéirzednej ¢ jest tylko w przyblizeniu
normalny do powierzchni §rodkowej.

Wygodnie jest przepisa¢ zalezno$é (14-1) w postaci okreslonej przez wektor
wigzacy gérny i dolny punkt (tj. wektor, ktérego diugosé réwna jest grubokci
powloki £) i wspélrzedne powierzchni érodkowej. Mamy wéwezas zwignek®)

e

il srodk.

X3 X;
Vai =13 —1%:
Ri) gor. Bi)dot.

14.3. Pole przemieszczen

+ZN»‘-§“V31, (14-2)

gdzie

Okredlmy teraz pole przemieszczeri dla elementu, Przyjmujac, Ze odksztalcenia
w kierunku normalnym do powierzchni $rodkowej s3 znikome i mozna je pomingé,
przemieszczenie elementu bedzie jednoznacznie okrelone przez trzy kartezjariskio
sktadowe przemieszczenia wezta na powierzchni $rodkowej i dwa obroty wektora
¥V, wokét ortogonalnych kierunkéw normalnych do tego wektora, Jezeli dwa
takie kierunki dane sq przez wektory 2y i 9,*(o dhugosci jednostkowej) z odpo-

1) W tym przypadku zamiast § i ) muszg byé uzyte wspbirzedne powierzct i (por. rozds, 7).

3) Patrz Dodatek 5 o algebrze wektorbw.
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wim.lnj?cym'i inl: skularnymi rotacjumit o i ft, 10 mogemy podobnic do (14-2)
napisné zwinzc craf Aniki j i i
,h.(:dk(,wq wzek, opuszezajge din prostoty wakagniki okredlajace powierzchnie

u uy S
vi= > N - AT &
. Z i :)011 b Z‘Nlé 3 [v3 ”2i]{ﬁi}r (14'3)

gdzie U 0 W 5g przemieszezeniami w kierunkach osi kartezjaniskich x, y, #

Pom.ewai mozna utworzyé nieskoriczenie wiele wektoréw norma1n3;ch’ dc') da-
nego kierunku, opracowano schematy dla zapewnienia jednoznacznosci definicii
Niektére z tych schematéw byly omawiane w rozdz. 11. Tutaj podamy jedir;
z wariantéw takiego schematu.

Gdy zatemn Vs jest wektorem, dla ktérego mamy skonstruowaé normalne
tworzymy pierwszg z nich w kierunku prostopadlym do plaszezyzny utworzonejr
przez ten wektor i o x?).

Wektor ¥,; utworzony w ten sposéb jest iloczynem wektorowym

. Vii=ixVy, (14-4)
gdzic: i = 10t jest wektorem jednostkowym w kierunku osi x.
0 .

tlDzielqc ot:)zymax.xy tak wektor przez jego diugosé, znajdujemy wektor jedno-
stkowy @,;. Ostat jdzi
b i’u 1 atni wektor, normalny do obydwu pozostalych, znajdziemy ze

Vzi = VliX Vgi, (14‘-5)

a wazystkie kosinusy kierunkowe osi lokalnych mozemy okreslié przez normowanie
ich wzgledem ©,;. Mamy w ten sposéb trzy lokalne ortogonalne osie okreslone
pracz

D11y Vaiy V310 (14‘-6)

i Jezeli dalej NV, sg funkcjami zgodnymi, wtedy — jak wiadomo — zachowana
Jest zgodnosé przemieszezen migdzy stykajacymi si¢ elementami.

Wspélrzgdne elfbfnentu .wy.raione 83 przez zwigzek (14-1) zawierajacy wiecej
stopni swobody nis wyrazenie (14-3) okreslajace przemieszczenia. Flement jest
vatem typu superparametrycznego (p. 8.3), kryteria stalego odksztalcenia nie
¥} zatem w nim automatycznie spelnione.

N 17 ‘),,n; niemniej, 1J:'lk zobaczymy, z definicji skladowych odksztalcenia wynika,
"€ Zarowno warunki ruchu elementu jako ciata jak i i
odksztateenia mogg byé spetnione. ! FEEpmege, Jak { waranki stalego

1) Jest to niemozliwe, dy ¥V pokrywa si¢ z osig x. Latwo jednak program
4 3 &,
4 g 4
Jucy tg okolicznodé; w takich przypadkach kierunki lokalne otrzymuje sig zustepujge of x przez
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da/na
7(w) ()
14 x{(v)

Z fizycznego punktu widzenia zalozono w definicji (14-3), e nie zachodzy
odksztalcenia w kierunku gruboéci powloki £. Mimo ze kierunek ten nie jest
dokladnie normalny do powierzchni $rodkowej, przedstawia on dobrg aproksy-
macje jednego z podstawowych zalozeri teorii powlok.

W kazdym wezle na powierzchni érodkowej powloki mamy obecnie (rys. 14.3)
trzy gléwne stopnie swobody.

Rys. 14.3. Wspélrzedne i uklady odnie-
sienia elementu zakrzywionego

14.4. Definicje odksztalceh i naprezen

W celu wyprowadzenia podstawowych zwigzkéw w elemencie nalezy zdefiniowat
odksztalcenia i napreZenia. Podstawowymi s skladowe w kierunkach osi ortogo-
nalnych odniesionych do powierzchni ¢ = const, co wynika z oméwionych po-
wyzej zatozen., Jedli wiec w dowolnym punkcie tej powierzchni wystawimy nor-
malng 2’ i dwie prostopadle do niej &' i ' lezace w plaszczyZnie stycznej do tej
powierzchni.(rys. 14.3), wéwczas interesujace nas sktadowe odksztatcenia sq zadune
przez tréjwymiarowe zwiazki przytoczone w rozdziale 6

. o’
gl ox'
v’
&y 7y
o _ o v’
{g } = Wayr [ = W + g (14-7)
ow' | ou
Vyrar Fr +_az’
dw' | 90
Yarxr Ol +o

gdzie, jak zakladaliémy, odksztalcenie w kierunku osi 2’ jest pomijalnic male.
Zauwazmy, ze ogdlnie biorge, Zaden z tych kierunkéw nie pokrywa sig z kierun-
kami wspétrzednych krzywoliniowych &, #, &, chociaz &” i " leza w plaszczyZnio
£-n = const!).

1) Rzeczywiscie, kierunki te tylko w przyblizeniu pokrywajg si¢ 2 kierunkami 9y wprowadsonymi

poprzednio, gdyz w ogélnodci wektor vy jest tylko w przyblizeniu normalny do powlorschni
érodkowej. |
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.anrcicl.liu odpowiadajgee tyin odkestaleoniom zdefiniowane 83 poprzez ma-
cierz {o'} i zwigzane 7z odkeztalecninml poprres mucierz sprezystosci [D'], czyli

e

Oy

{o'} = Tx»rl = [D1({e'}—{ea})+ {0}, (14-8)
Tyrzr
Tyrar

gdzie {0} i {05} moze przedstawiaé kazdy poczatkowy stan odksztalcenia bad#

naprezenia.

Macier.z [D'] o wymiarze 5X5 moze teraz zawieraé dowolne whsnosci anizo-
tropowe 1 nawet moze byé zadana jako funkcja £ (np. jesli badamy konstrukcje
warstwows). Na razie zdefiniujemy ja dla materiatu izotropowego. Mamy

1 » 0 0 0 7]
» 1 0 0 0

1—»
(D] E_ 00 — 0 0
1—p2 0 0 1—p (14'9)
0 o 0

1—y
0 0 il
0 0 5]

gdzie E i » 53, odpowiednio, modulem Younga i wspélezynnikiem Poissona. Czyn-
}ll'k k zawarty w ostatnich dwu wyrazeniach przyjmuje si¢ jako % — 1,2. Celem
jego jest poprawienie przyblizenia dla przemieszczenia poprzecznego. Z zalozonej
funkeji przemieszezen widaé, ze rozklad napreZeri stycznych jest prawie staly na
gruboﬁci powloki, podezas gdy w rzeczywistosci jest on w przyblizeniu parabo-
llczpy. Wartosé k = 1,2 jest wspélezynnikiem poprawkowym dla energii odksztat-
cenia.

Wazne jest odnotowaé, 7e macierzy (14-9) nie otrzymano po prostu przez
skreslenie odpowiednich czlonéw z macierzy zadania tréjwymiarowego podanej
w réwnaniu (6-14). Nalezy j otrzymaé przez podstawienie do (6-13) wartosci
oy == 0 i stosowne przeksztatcenie.

14.5. Whasno$ci elementu i niezbedne transformacje

Mflcicrz. satywnosci (i wszystkie inne wlasnosci elementu) zawierajg calki po
objetosci elementu, ktérych postaé ogdlna jest nastepujgca

VS‘ [Sldxdy dz, (14-10)

gdzie macierz [S] jest]funkcjs wsp6lrzednych.
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W macierzy sztywnodel

(1= [BI"[D][B] (14-11)
np. przy uwzglednieniu zaleznoSci z rozdziatu 2
{e} = [BI{o}* (14-12)

mamy [B] zdefiniowane przez pochodne przemieszczeti wzgledem wspdirzednych
lokalnych kartezjaniskich #', ', 2’ [réwnanie (14-7)].

Aby zatem mozna bylo scatkowa¢ element wzgledem wspélrzednych krzywo-
liniowych &, #, &, potrzebne s teraz dwa etapy transformacji. Po pierwsze, po-
dobnie jak w rozdz. 8, nalezy otrzymaé pochodne ze wzgledu na osie x, ¥, . Po-
niewaz (14-3) wigze przemieszczenia globalne u, v, w ze wspélrzednymi krzywo-
liniowymi &, 5, ¢, pochodne tych przemieszczeri wzgledem osi x, y, & dane 8y
poprzez zwigzek

u o dw ou o Gw
% e o P T
o o w | _ | B Ow 1413
oy oy DX 20 on o (19
du v dw ou B w
oz 0z oz ac et ¢

"I‘utaj Jakobian (macierz Jacobiego) zdefiniowany jest tak jak poprzednio

ox oy 0%

P T
| & o -14
=2 2 Z (14-14)

o &y 0z

ot e¢ ot

i oblicza sig go korzystajac ze zwigzkéw (14-2).

Z kolei, dla kazdego ukladu wspélrzednych krzywoliniowych pochodne prze-
mieszczeii globalnych moga byé znalezione na drodze numerycznej.

Druga transformacja do kierunkéw lokalnych &', y’, 3’ pozwoli dopiero obli-
czyé naprezenia, a nastgpnie macierz [B].

Nalezy wiec przede wszystkim ustalié kierunki osi lokalnych. Wektor normalny
do powierzchni ¢ = const mozna znalez¢ jako iloczyn wektorowy dwu dowolnych
wektoréw styeznych do tej powierzchni.
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IR A & _ ay oaw)
o an Y& dn T oy BF
(4% [/ ox Iz ox 9
V., =1 X _l - h——————z-
*TVeE o = 17 aF — aE o] (14-15)

P& an

(28 an ~ 2 3¢

‘ Pf)stepujqc dalej zgodnie z podanym wezesniej sposobem Jjednoznacznego okre-
Slania dwu wektorow. p}'ostopadfych, Wyznaczamy te wektory, redukujemy je do
wartodci jednostkowej i konstruujemny macierz wektoréw Jjednostkowych w kie-
runkach ', y', 2' (w rzeczywistosci jest to macierz kosinuséw kierunkowych)

oz azj lox & ax ay

(6] = [, 9, v3). (14-16)

Pochodne globalnych przemieszezert u, v, % 83 teraz przetransformowane za

pon;ocq standardowej operacji na pochodne lokalnych przemieszczen ortogonal-
nyc

o W ow o v ow
' A ow 0x ox o
o X s | Ju v dw
A i e LR
ou' 9 ow u v dw
92" % Gy or x o

Stq.d moien}y _]UZ explicite znalezé skladowe macierzy [B]. Zwazywszy, e
w kazdym wezle jest pieé stopni swobody, mamy

)

( 4 [B]{{él}e} ”il
gt =B H 4;}¢ = ow; -
Gl = (14-13)

6
Lilementarna objetos¢ dla wspblrzednych krzywoliniowych dana jest za pomocg

dxdydy = det|Y|dédndc. (14-19)

1 (Ej w*yraz'en{e standardowe uzupetnia nasze podstawowe sformulowania.
da kowzn;:l numeryczne w odpowiednich granicach od —1 do 4-1 przepro-
wadzamy dokdadnie w taki sam sposéb, : Sjwymi i
Jak dla elementu tréjwymi -
nego w rozdz. 8. ’ Trmovege ?plsa

Dokiadnie fakie Samo postgpowanie stosowad bedziemy takse dla okreslenia
pozostatych niezbednych macierzy elementu.
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Ponicwaz zmiennoké shindowych odksztateenia w kierunku grubodci elementu
¢ jest liniows, wymagane sy w tym kierunku tylko dwa punkty Gaussa, poderas
gdy w kierunkach & i # trzeba uzy€ trzech lub czterech takich punktéw, odpowied-
nio, dla kwadratowych i szedciennych funkeji ksztaltu.

14.6. Niektére uwagi o przedstawianiu napre¢zen

Zakladamy, Ze whasnoéci elementu sg juz okreslone. Budowanie macierzy sztywe-
nosci ukladu i rozwigzywanie réwnari s3 procesami standardowymi. Pozostaje
przedyskutowaé zagadnienie przedstawienia wynikéw odnosnie do napreen ;
problem ten ma pewne znaczenie. Majac odksztalcenia w ulkladzie lokalnym
latwo jest znaleZ¢ wektor naprezeri {o'}. Jednak poniewaz kierunki osi lokalnych
nic s3 latwe do uzmyslowienia, wygodnie jest przetransformowaé skladowe tegn
wektora do ukladu globalnego, stosujac nastepujace wyrazenia

Or  Txy Tas Ox  Twy  Taw
Txy Oy Ty | = [6] Toyr Oy Tyz [B]T

Txz Tyz Oz

(14-20)

Twzr  Tyz O

Jezeli naprezenia obliczamy dla punktéw weztowych, w ktérych styka sig kitkn
clementéw, wyznacza sie wéwezas wartodé $rednig.

Jednakze, w ogélnym przypadku, nawet naprezenia we wspblrzednych globnl-
nych nie dajy jasnego obrazu ich rozkiadu w powloce. Jest zatem zawsze celowe
,Wyznaczenie napreZefi gléwnych za pomocs odpowiedniego przeksztatcenia.

Badajac naprezenia powierzchniowe powloki zauwazymy, ze skladowe styczne
Tws i Tyre 83 DA niej W rzeczywistodei réwne Zeru; mozna wigc je wyzerownd
jeszeze przed przeksztalceniem ukladu naprezef do wspélrzednych globalnych,
Wartosci tych skladowych stycznych otrzymane bezposrednio przedstawiujy
drednie wartodci w przekroju. Maksymalna wartoé¢ écinania poprzecznego wy-
stgpuje na osi neutralnej i réwna jest 1,5-krotnej $redniej wartosci obliczongj.

14.7. Szczegélny przypadek zakrzywionej grubocienne] po-
wloki osiowo-symetrycznej

Dla powlok osiowo-symetrycznych sformulowanie zagadnieni, oczywidcie,
upraszcza sig [1]. Element powierzchni srodkowej jest teraz zdefiniowany tylko
poprzez dwie wspélrzedne & i 9, co prowadzi do znacznej oszczednodei czasu
maszyny.

Elementy otrzymuje si¢ tak samo jak poprzednio, wychodzgce jednak z ukladu
dwuwymiarowego (rys. 14.4). Réwnania (14-1) i (14-2) zastgpione sg teraz ich
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Rys. 14.4, Wspélrzedne dla osiowo-symetrycz-
nego zadania o powlokach

dwuwymiarowymi odpowiednikami okreslajgcymi zwigzki miedzy wspélrzednymi

jako
el =D 2] o 1321, -
- ZM(E) {;:}érodk. + Z N‘(E)jzl Vars (14-21)
gdzie
=

Tutaj ¢; jest kgtem okreslonym jak na rys. 14.4b, # za$ — gruboscig powloki.
Pole przemieszczeri okreslone jest za pomocg wzoru (14-3).

Rozpatrzmy, dia ogélnosci, przypadek niesymetrycznego obcigzenia zwracajac
uwage tylko na te czlony, ktére mozna a priori wyeliminowaé dla prostego przy-
padku symetrii. Przyjmiemy, e dokonujemy rozkladu na skladowe trygonomet-
ryczne wg zasad podanych w rozdz. 13. Okreslamy w ten sposéb trzy skladowe
n-tej harmonicznej przemieszczenia jako

Un cosnf 0 0 up
[-v..J=,: 0  cosmb 0 ZN‘ o} [
Wy 0 0  sinnf o
—sin¢,- O '
4 oy
2N f”?[ o8 ‘I)J {ﬁi‘} (14-22)

Tutaj o; oznacza obrét (tys. 14.5), w, v;, w; — przemieszczenia wezla leigcego
na powierzchni $rodkowej, f; — obrét wokét wektora stycznego (w przyblizeniu)
do érodkowej powierzchni powloki.

Dla przypadku czysto osiowej symetrii mozliwe jest dalsze uproszczenie, mozna
bowiem opuscié wyrazy w, pierwsza macierz stalych trygonometrycznych i obrét
i Odksztatcenia lokalne wygodniej jest teraz definiowaé przez zaleznos¢ (14-7)
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Rys. 14.5. Przemieszczenia globalne w po-
wloce osiowo-symetrycznej -

zapisang w globalnych wspélrzednych walcowych

ou
& or
il
& oz
12
J Tt
- - 14-23
{e} = o (14-23)
Vre o | or
1w ow w
e 7 b or 7
1 o ow
64 I P

Odksztalcenia te transformuje si¢ do wspélrzednych lokalnych z pominigeiem
sktadowych, normalnych do ¢ = const.

Macierz [D] przybiera jednak postaé taka samg jak w (14-9). Dla przypadku
symetril osiowej mozna po prostu opuécié odpowiednie skladowe. Wazystkic
transformacje dokonywane s wg sposobu przytoczonego powyzej i nic wymagaji
dalszych objasnied. Warto zaznaczy¢ jedynie, Ze dokonuje si¢ ich migdzy ukla-
dami &, n; 7, 2;#', 2, z ktérych kazdy zawiera tylko dwie zmienne niczalozne.

Podobnie catkowanie numeryczne n ezbedne dla charakterystyk clementu
przeprowadzamy tylko wzgledem £ i %, pamigtajac wszakze, ze clement objgtokel
réwny jest

dxdydz = det|¥|2nrd0dEdy. (14-24)

Przy odpowiednim doborze funkeji ksztaltu N, (£) mozna stosowaé liniowe,
kwadratowe lub szeécienne wiclomiany przy zmicnnej gruboscei (rys. 14.6).
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Rys. 14.6. Elementy powlok: a) liniowy,
b) paraboliczny, c¢) szefcienny -

14.8. Szczegblne przypadki plyt grubych

‘I'ransformacje, niezbedne w niniejszym rozdziale, sg dosé skomplikowane,
a programowanie wymagane dla ich opisu do$é zlozone. Tym niemniej zasto-
sowanie oméwionych zasad jest mozliwe i dla obliczania grubych plyt dostepne
sy programy. Czytelnikowi proponuje sie sprawdzié stopied opanowania poda-
nych tu wiadomosci na ponizszym prostym przykladzie, w ktérym wprowadzono
nastepujgce uproszezenia: :

1) { = 2, wektory jednostkowe Vi, Va1, ¥3 nalezy skierowaé odpowiednio
wzdluz osi x, y, =,

2) a; oraz f}; potraktowaé po prostu jako rotacje 6, i 0x (por. rozdz. 10).

3) nie ma juz potrzeby transformowaé skladowych naprezed i odksztalcen
# ukladu wspélrzednych lokalnego do ogélnego. Mozna wige stosowaé definicje
dtla ukbadu ogélnego przez caly tok obliczenia. Ponadto dla elementéw prostej
postaci mozna pomina¢ catkowanie numeryczne. Jako ¢éwiczenie zaleca sig
Czytelnikowi wyprowadzi¢ wyrazenia na sztywnosci itd,, np, dla liniowego
clementu prostokatnego.

14.9. Zbiezno§é

Podezas gdy w przypadku tréjwymiarowym mozna méwic o absolutnej zbieznodci
do deislego rozwigzania zadania sprezystego, w réwnowainym problemie plyt lub
powlok zbieznosé taka moze nie mieé miejsca. Tak zwane zbieine rozwigzanie
zadania, np. zginania plyt, zdaza przy malejacych rozmiarach elementu do ,,éci-
stego” rozwigzania ograniczonego zalozeniami, lezacymi u podstaw sformulowania
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tego zadanin. W roswidunym przypadku zatem zbi.cinué(: jest mozliwa do wy.nlku
icistego” powiguanego % zalozeniem, Ze picrwotme_prostc normalne do powierz-
chni $rodkowej pozostaly prostymi po odksztalceniu. ] .

Nalezy zauwazyé, 2¢ w elementach o skoriczonych rf)zn:nara?h,'dcformaqom
czysto-zgieciowym towarzysza zawsze okreslone naprezenia éclinajqce, ktél:c—
zgodnie z konkwencjonalna teorig zginania plyt lub powlqk — s3 nie uwzgledniane,
Duze zatem elementy, silnie deformowane wskutek zginania (.np.. w przypadku
clementu powloki zdegenerowanego do elementu plyt)f) stajg si¢ jak gdyby ?zhyl
sztywne. W takich przypadkach nalezy ograniczyé wymiary elementu ,,w powicrz-
chni powloki” w stosunku do jej grubosci. o ‘

Okazuje si¢ jednak, ze te ograniczenia mozna pomingé przez zastosowanio
prostego wybiegu polegajacego na redukcji rzedu ca’lkowama [4]

Na rysunku 14.7 pokazano zastosowanie elemfmtow parajbohcznych dln. pray=-
padku plyty kwadratowej. Podano tutaj wyniki calkqwama pray .3 x3 i 2><?
punktach Gaussa oraz dla réznych stosunkéw gr}xl?'oécx plyty do jej r()zplcltum.
W przypadku dostatecznej grubosci plyty wyniki 53 .podobnell wskuzwu ni
istnienie dodatkowej deformacji stycznej -nie dajqce! sig okresli¢ w teorii pl)l't
cienkich. Dla plyt cienkich wyniki uzyskane z bardziej poprawnego call(.nwufn'u
maja tendencje do odchylania si¢ od wynikéw pt.)prawnych dli.l }?]yty c)f:nluuj.
Tymeczasem dla mniejszej dokladnosci catkowania (pI'.Z}T wyehmm'mivmuu ful=
szywych efektéw $cinania) otrzymuje si¢ doskonalg zbleznoéé'v\.rymlmw. .

Ograniczenia, wynikajace ze stosowania pokazanych W ninicjszym rozdziale
clementéw, sg w praktyce dobrze znane; opracowano tei kilka sl?osolvéw w cal "
pokonania tych trudnoéci [5], [6], [7]. Najprostszy wybieg, Polegajqcy na rodukeji
rzedu catkowania, wydaje sie dosé skuteczny, a ponadto jest do§é ogilny,

a

Pliyta cienka
Sciste

e

Z

P Velngenl

i d 6 iernie roz ym
Rys. 14.7. Kwadratowa plyta swobodnie podparta po nym ol
go; ugiecie w osi plyty: a) dla elementéw jak w pracy [1], b) przy zredl}ko»\tﬂnym lfcd‘m.s calkownnly
(usuniety efekt poprzeczny); mgigcie w osi plyty wg teorii plyt cienkich oblicza sig %6 waoru

+
we = 0,004062 -EIEDE-—, gdzie a — bok plyty, t— gruboéé plyty, D — sztywnoié plyty
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14.10. Przykiady

Vadamy poniicj kilka praykladéw pokazujgeyeh mozliwosei stosowania i uzyski-
wang dokladnosé oméwionej teorii powlok grubodciennych. Dalsze szczegdly

podano w [1], [2], [3].

Kopula knlista pod réwnomiernym cisnieniem. Dla tego zadania (rys. 14.8) znane jest rozwigzanie
wicisle” w oparciu o teorie powlok, W celu rozwigzania numerycznego zastosowano podzial na

24 clementy typu szedciennego (trzeciego stopnia),

rom. Rozwigzanie okazalo sie dokladniejsze,

przaypadkéw przyloZenia ciénienia na zewnetr:

. Rozmiar elementéw zmnigjszat sie ku podpo-
niz ,,dokladne”, pozwala bowiem na rozréZnienie
znej i na wewnetrznej powierzchni powloki.

Walec obciqzony na krawedzi (rys. 14.9). Zastosowano dwa, szedé i czternascie elementéw o nie-
réwnej diugodei. Wyniki dla ostatnich dwu podzialéw pokrywaja sie ze ,,$cistymi”, ale nawet
dwuclementowe rozwiazanie daje wyniki sensowne; odchylenia obserwuje si¢ tylko w poblizu

obeiggonych krawedzi.
Powloka walcowa. Na rysunku 14.10 pok

geometrie, goly fizyczne zagadnienia i po-

dziu} na clementy, a na rys. 14.11 poréwnanie wynikéw catkowania 3x3 i 2X2 przy zastosowaniu
clementéw parabolicznych na przykiadzie obliczonych przemieszezen. W przypadku bardziej
dokludnego catkowania zbieznoéé jest raczej powolna, podczas gdy dla zredukowanego rzedu

"
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[
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Ryn, 14.8. Kopula sferyezna obliczona przy
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Rys. 14.9. Cienki walec obciaZony na krawe-

podeinle na 24 el y typu Scil
{piorwazy clement obejmuje kat 0,1° liczac
od znmocowanego brzegu, dalsze w postepie
arytmetycznym)

My — moment potudnikowy, T —sita ob-

1
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dzi promieniowo

# — przemieszczenie promieniowe w mm,
Mg — moment poludnikowy w kGem/em,
E =7-10° kG/em?, v = 0,3

£« 465 Kbfem?
Y-
\ 77 kGfem?

salywnel podpry

Rys. 14.10. Powloka walcowa obcigZona cigzarem wlasnym; zastosowane siatki podzialu
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culkowanin otrzymano dobre wynlki pray wastosowanin podelale e Jed en zaledwie element,
Juk przewidywano oba calkownnia dujy wyniki shioane, Preyklad powy2szy najdobitnicj wskazuje
na zalety tego prostego wybiegu i jest opisuny hutdziej dokindnie w pracach [4] i [8]. Sciste rozwig-
snnie omawianego zadania podano u Seordslisa { Lo [9].

Wy zbieznosé pr t kojarzy si¢ w tym przypadku ze zbieznoscia sktadowych
nnpredenis,

Chlodnia wiezowa. Chlodnia wiezowa, omawiana juz w rozdz. 11 (rys. 11.10), zostala dodatkowo
obliczona przez podzial na 15 element6w typu szedciennego. Przy uZyciu dziesigeiu harmonicznych
preedstawiono dokiadnie obeiaZenie wiatrem. Wyniki pokrywaja sie z wynikami doswiadczalnymi,
pokazanymi w rozdz. 11. Jak si¢ okazalo, zaproponowany obecnie sposéb rozwiazania jest znacznie
onzczedniejszy niZ zastosowany w rozdz., 11.

Zapora tukowa. Wszystkie poprzednie przykiady mozna bylo raczej traktowad jako przyklady
powlok cienkodciennych, celem ich bylo pokazanie, Ze proponowana metode mosna zastosowaé
tukie i do ich rozwigzania. Przykladem zastosowania metody do analizy konstrukeji gruboécien-
nych jest badanie podwéinie zakrzywionej zapory (por rozdz. 9, rys. 9.8). Uzyto dokiadnie takzega
samaego podziatu, jak w rozdz. 9 i wyniki p 1jq prawie dokladni e tréjwy
(3], 'T'en godny uwagi wynik uzyskano przy bardzo znacznym ograniczeniu zaréwno liczby stopni
wswobody, jak i czasu pracy maszyny.

Qczywiscie, wachlarz zastosowatt elementéw tego typu jest bardzo szeroki.
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15. Problemy ustalone pola
— przewodnictwo cieplne,
potencjat elektryczny,
przeptywy cieczy itd.

15.1. Wstep

W poprzednich rozdzialach omawiane byly szczegétowo problemy kontinuum
sprezystego; ogdlne zasady postgpowania mozna jednak zastosowaé do wiclu
innych probleméw fizycznych. Niektére z tych mozliwosci omawialiSmy w rozdz.
3. Tutaj poswiecimy wigcej miejsca dalszym zastosowaniom metody elementéw
skoriczonych.

W szczegdlnosci zajmiemy si¢ zagadnieniami opisywanymi przez réwnanic
quasiharmoniczne, ktérego szczegdlnymi przypadkami sg réwnania Lapluce'a
ir Poissona [1] < [6]. Zakres probleméw fizycznych ujmowany za pomocy tych
réwnan jest szeroki. Aby wymienié tylko niektére, czesto spotykanc w praktyce
inzynierskiej, wspomnimy:

przewodnictwo ciepla,

filtracja cieczy przez osrodki porowate,

laminarne przeplywy cieczy idealnych,

rozklad potencjatu elektrycznego (lub magnetycznego),

skrecanie pretéw pryzmatycznych,

zginanie belek pryzmatycznyeh,

smarowanie lozysk tocznych.

Zasady podane w niniejszym rozdziale stosujg si¢ jednakowo do wszystkich
tych probleméw, totez zrzadka tylko odwolywaé si¢ bedziemy do konkretnych
wielkodci fizycznych.

Zauwazymy, ze beda tu zastosowane takie same funkcje ksztaltu jakic stosowa-
lismy poprzednio dla dwu- i tréjwymiarowych zagadniesi sprezystoéci. Zasadnicsa
réznica jest tylko jedna: kazdemu punktowi rozwazanej przestrzeni odpowiadu
nieznana wielko$¢ skalarna ¢ (nieznana funkcja), gdy poprzednio poszukiwaliémy
syeregu nieznanych wielkodci, reprezentowanych przez wektor przemieszczed.

Dyskretyzacja za pomocg elementéw skoriczonych bedzie wige tutaj zastosownna
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w sensie wartneyjnyin, jak wakuzano w rozdz, 3, poprzes funkejonal, réwnowazny
postaci rédniczkowe], zadanej czysto mateiatyeznie, Funkcjonat ten w szczegol-
nych znstosowaniach moze micé sens lizycany, swigzany zwykle 2 rozpraszaniem
cnergii. Jednakze identyczne sformulowanic mozna otrzymaé stosujac reszty
wadone wg Galerkina. Czytelnik zapoznat sie juz ze stosowaniem tego procesu
w 8poséb wskazany w rozdz. 3.

W uzupelnieniu prostszych zagadnien opisywanych przez réwnanie quasihar-
moniczne zostang takie oméwione pewne problemy lepkiego plyniecia, opisywane
przez réwnania wyzszego rzedu [7]. Podane zostanie takse odmienne sformulo-
wanic niektérych zagadnies; sprezystych [8].

15.2. Problem ekstremum

Ogdlne quasiharmoniczne réwnanie opisujace zachowanie sie pewnej nieznanej
wiclkodci fizycznej ¢ mozna przedstawié jak nizej

2 ) 3 op 3
) e ) e
Rdzic ¢ jest funkcja, o ktérej zaklada sie, z¢ jest jednoznacznie okreslong wewngtrz
rozwazanego obszaru; kg, ky, k. i Q s3 znanymi funkcjami od «, y i 2.

Czytelnik obeznany np. ze stacjonarnym przeplywem ciepla natychmiast
zidentyfikuje funkcje s, &,, &, jako anizotropowe wspétczynniki przewodnictwa
cieplnego, funkeje Q jako predkosé wytwarzania ciepla, a nieznana funkcje ¢ jako
temperaturg (w zatozeniu, ze wspélezedne pokrywajg si¢ z gléwnymi osiami ma-
teriatu). W zastosowanin do elektrycznosci odpowiednie wielkosci bedg przed-
stawiaé przewodnictwa whasciwe, przyrost natgZenia pradu i potencjal. Nieza-
lesnie od znaczenia fizycznego problem matematyczny pozostaje ten sam.

Warunki fizyczne dla poszczegdlnych probleméw nakladaja okreslone warunki
brzegowe. Dwa najczeseiej spotykane wymienimy ponizej:

u) albo wartoéé ¢ jest zadana na brzegu obszaru

‘;ﬁ)JrQ =0, (15-1)

¢ =y (15-2)
b) albo tez zachodzi na brzegu
[Z [ [
kx7‘£~zx+ky$ly+k,7":—z,+q+a¢ =0, (15-3)

wiluie: L, I, 1, s3 kosinusami kierunkowymi normalnej zewngtrznej do powierz-
chni ograniczajacej obszar.
Jeieli &y, ky, k. sy sobie réwne, a g oraz « s réwne zeru, powyzsze réwnanie
redukuje si¢ do znanego warunku dla nieprzewodzacej powicrzchni
o

55 =0 (15-4)
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W problenmuch pravwidnictwa ciepluego ¢ pr’/,cq..lumwin preeplyw ciepla przes
jednostke powicrzchni, zud a¢p  straty konwcl(cy_u?c. ’
" Réwnanie (15-1) wruz z warunkami brzegowymi okresla 'pn.)blcm w spus.ul)
jednoznaczny. Mozliwe jest jednak odmienne jego przedstawienie za p()érctlr.nc-
twem rachunku wariacyjnego. Z dobrze znanego twierdzenia Kulera [9] wynika,
ze¢ jesli calka

x(é) = Sigf(x »E @%, % Z—Z)dxdydz (15-5)

ma by¢ zminimalizowana w obszarze ograniczonym V, to warunkiem koniceznym
i dostatecznym dla osiagnigcia minimum jest, aby nieznana funkcja ¢(x,y,9)
spelniala nastepujgce réwnanie rézniczkowe

o) of 2| of Ol o N\ ¥ s
Wla(a¢/ax)}+ﬁ{3(9¢/3y)}+ 9219(34’/32)} og =0 (59

wewnatrz tego samego obszaru, w zatoZeniu, e ¢ spelnia te same warunki graniczne
w obu przypadkach. ) o '

Czytelnik potrafi stwierdzi¢ bezposrednio, ze Zadanie rozwigzania réwnanin
(15-1) jest réwnowazne uzyskaniu minimalnej wartosci catki rozciagnigtej na ealy
“obszar

= SSS E{k (%)ZJF@(%-)Z +kz(%-ﬁ—)z}—9¢]dxdydz (15-7)

w zalozeniu, ze ¢ spelnia te same warunki brzegowe.

Réwnoczesnie natozenie warunkéw brzegowych a) i b) na badang funkeje
bywa jednak niepraktyczne z nastgpujacego powodu. Podcza.s, .gdy warunck .u)
jest latwy do spelnienia, warunek b) nasuwa czasem trudnosci nie do pokonanin.

Aby to omingé, lepiej jest nie rozciggaé warunkéw brzegowych na te olm:l.ury
brzegu, w ktérych zachodzi b), lecz dodaé do funkcjonatu z rdwnar.na (}5-5) inng
catkg, odnoszacy si¢ do powierzchni granicznej, ktéra po minimahzacp'nummn-
tycznie prowadzi do warunku brzegowego. W ogdlnym zapisie réwnania Fulera
jest to po prostu catka

{ (q¢+%a¢2)ds, (15-8)
5
gdzie S jest powierzchniy, na ktdérej wazny jest warunek brzegowy b).

Catke t¢ nalezy po prostu doda¢ do wyrazenia 5 w réwnaniu .(15-5) l}lb (15-7);
przy minimalizacji znajdziemy, Ze warunek brzegowy b) zostaje s'pelm_ony nut(}-
matycznie. Czytelnik interesujgcy sie szczegélami wyprowadzenia tej zupelnie
ogdlnej postaci réwnania Eulera znajdzie to w Dodatku 6.
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15.3. Dyskrotyzacja za pomocs vlomoentéw skonczonych

15.3.1. Ogélny przypadek tréjwymiarowy. Joicli nicznana funkcja ¢ jest
okreslona, element po elemencie, w postaci

= [NH¢}", (15-9)

&
¢ =[Ny, N, ..] [451

g'd'/,ic ¢ itd. s parametrami w wezlach, to mozna dokonaé przyblizonej minima-
lizacji funkcjonatu.

Postepujac oglnie, obliczamy udzial kazdego elementu za pofnocq wzoréw
(15-7) do (15-9). Dla kazdego wezla mozna napisaé, rézniczkujge (15-7) i (15-8)

o F I a¢) % 2 (o
o = S{k o Tqﬁi(?x“ +kya7375(@)+

% o (2p) - ap 2 a
+h L (X)_ledxdydw S(q—a% +a¢7$i)ds, (15-10)
Se

przy czym drugg catke stosuje sig tylko wtedy, gdy element ma powierzchnie
zewngtrzng, na ktérej panuje warunek brzegowy typu b). Pamietajac, ze

% _[oN, aN; ..
W‘[ s axl,...]{([)} itd.,

i poza tym, ze

AN .
3¢,~(3x)_ aw 0 o et

otrzymujemy bezposrednio dia calego elementu (por. rozdz. 3)

a e
Fil UROSE S (15-11)

wdzic ,,macierz sztywnosci” [4]® okredla si¢ poprzez

dx dx 7 oy 9y 7 oz o=

.l 8N, oN, ., 6N, oN, , aN, N,
- S{ O oN; i 9Nf}dxdydz (15-12)

oraz

Fr=—{ oNav+ § oNias+(| [INJxN:dS ) (. (15-13)

ve se se

7Zbicranie catkowitego ukladu réwnad minimalizujgcych odbywa si¢ wg zwyk-
lych regut. Dla calego obszaru mamy zatem

G = 1)+ ) =, (15-14)
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gdzie

oy=" 1,
Fi = ZFf;

sumowania za$ dokonuje si¢ po wszystkich elementach, w zwykly sposéb.

Gdy badamy jedna tylko zmienna, w powyzszym wystepuja tylko wiclkodi
skalarne. Mozna tu zastosowaé analogie do sprezystej konstrukgji i wtedy odpo-
wiednie wspélezynniki bedg odpowiednikami sztywnosci lub sily.

Badajac skladowe wyrazenia na ,,sily” w elementach [réwnanie (15-13)], modnn
zauwazyé podobiefistwo pierwszej z nich do sit masowych w problemach sprety-
stodci. Druga skladowa tej ,,sity” wystepuje tylko w razie istnienia w elemencie
fragmentu brzegu badanego obszaru, a wigc przedstawia ,,wyplyw (odplyw)” ¢.
Odpowiada to w zadaniu sprezystym silom wywolanym na brzegu przez obcigie-
nie. Istotnie, w przypadku nieprzepuszczalnego (nieprzewodzgcego) brzegu [réw-
nanie (15-4)] odpowiada to dokladnie warunkowi nieobcigzonego i nieodksztalcal-
nego brzegu w zadaniu sprezystym.

Ostatni jednak wyraz w réwnaniu (15-13) reprezentuje nows okolicznoéé.

Tutaj ,,sifa brzegowa” jest proporcjonalna do ,,przemieszczenia brzegu”, a za-
tem do {¢}. Zachowuje si¢ ona zatem w taki sam sposéb, jak zewnetrzna ,,sztyw-
noé¢” przylozona do elementu

[ = § INTo[NdS (15-15)

se

i wplywa jedynie na catke brzegows.

Warunki brzegowe powodujgee takg ,,dodatkows sztywnoéé” wystepujq wtedy,
gdy zachodzg straty radiacyjne (wypromieniowanie) lub konwekeyjne. Dotycezy to
szczegélnie problemdéw przewodnosci ciepla.

Wskutek zupelnej analogii omawianych zagadnieri do zagadnieri mechanikl
budowli, mozna przy ich rozwiazywaniu dokonywaé standardowych operacji.
Istotnie, w koficowym etapie rachunku mozemy okreslié nie tylko wartodci ¢
(odpowiadajgce przemieszczeniom), ale i wartosci jej pochodnych (odpowiadajiyco
naprezeniom). Gdy wiec zapiszemy

[2¢
ox

¢ el e
By =[SI{¢}" (15-16)

9
oz

i e’ e e s

otrzymujemy pelna analogi¢ do macierzy odksztalceri (2-17) oznaczonej tam juko
macierz nachyles.
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Ocrywidcic

ON ]

dx
{Si} = B (15-17)

IN;

l 23
Obliczenie takich gradientéw bywa nieraz bardzo wazne z fizycznego punktu
widzenia, reprezentujg one bowiem predkosci przeplywéw w odpowiednich oko-

licznosciach.

15.3.2. Warunki zhieznoSci. Poniewaz funkcjonat ¢ okresla si¢ poprzez jego
picrwsze pochodne, ciaglosé ¢ jest niezbedna tylko w celu wyboru odpowiednich
funkeji ksztaltu. Musza one byé takie, aby mozna byto uzyskaé stale wartosc
kazdej pierwszej pochodnej wewnatrz elementu przy odpowiednich wartosciach
wezlowych {¢}e. Tak wiec, w problemach praktycznych kazda z omawianych
w rozdz. 7 rodzin funkeji ksztaltu moze byé przyjeta dla odpowiedniego typu
clementu. Wszelkie uwagi dotyczace elementdw znieksztalconych z rozdz. 7
znajduja zastosowanie i tutaj.

15.3.3. Niejednorodno§é i anizotropia. Warto zauwazyé, ze w minimalizo-
wanym funkcjonale nie wystepuja pochodne wspélczynnikéw przewodnosei
hey by, k. Pelne zatem sformutowanie zagadnienia jest jednakowo wasne dla
statych i dla zmiennych wartoci tych wspélezynnikéw. Przewodnosci mogg zmie-
niaé si¢ nagle od elementu do elementu albo tez wewnatrz elementu, w zalozeniu,
#¢ wplyw tych zmiennosci jest brany pod uwage w catkach okreslajacych macierze
clementu.

W przypadku materiaty anizotropowego, réwnanie (15-1) jest wazne tylko
wtedy, gdy osie x, y, # pokrywaja sie z gléwnymi osiami anizotropii. W materiale
uwarstwionym (por. rys. 15.1) warunek ten moze nie byé spetniony. W takich
praypadkach konieczne jest sformufowanie wiasnosci elementu w lokalnych
wapdlrzednych ', y', 2'. Najlepiej uczynié to za pomocg odpowiedniego pod-
programu na maszyne cyfrows.

Uwarstwienie

Rys. 15.1. Material anizotropowy. Wepélrzgdne lokalne po-
X krywajp si¢ z gléwnymi kierunkami uwarstwienia
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Nalety jednuk widseled to istotng réinice mic(lzy' zx.\gmlnim'ainmi mechaniki
budowli i pozostalyml. Jeeli macierze elementu, takic _}'d.k np. [A]" WE (15-12),
okreslajg zwigzki migdzy wiclkodciami skalarnymi, ktére nie zal.czq od kierunkdw
osi, to dla kazdego clementu mozna uzyé — jesli potrzc‘tfa — innego uklu.du I(.)-
kalnego bez koniecznoéci transformacji macierzy i bez réznicy w technice zbicranin
ich we wspdlng macierz ukladu.

15.3.4. Zagadnienie dwuwymiarowe. Ogélne réwnanie zagadnienia (15-1)
w przypadku dwuwymiarowym ma po prostu postaé

a( o a (, a¢ _ i
W(kxﬁ)jLW(ky ay)JrQ—O (15-18)

wynikajgcg z zaloZenia, Ze ¢ nie zalezy od 2. Funkcjonat podlegajgcy minimalizacji

jest teraz
x= SS [%{kx(g—t)z+kv(%)z}—9¢]dxdy. (15-19)

Wszystkie stosowane dotad macierze elementu mozna latwo znalezé. Na przyklnd
z réwnania (15-12) skladowe macierzy [k] sa réwne

: Ny N; |, ON: "N’) p: 520
h,-jzyge(kxw Ew +k, & oy dxdy. (15-20)

Dalsze omawianie nie wydaje si¢ tutaj celowe. Jednak byloby Zle nic wapomnicé
o najprostszym i najbardziej uzytecznym elemencie tréjkatnym (rys. 15.2); tutaj
odobnie jak w réwnaniu (4-8)

Ni == (ai—l—bix+ciy)/2A,

macierz ,,sztywnoéci”’ wigc jest réwna

k bibf bjbj bibm 2 CiCi £y L‘(Cmu
7 == bib;  bibw +?Zyl— cjc; Cilm (15-21)

44 sym. mOm sym. CmCm |

Rys. 15.2. Podziat dwuwymiarowego obszaru na ele-
menty tréjkqtne

B ]
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Mucierz ,obcigied” otrzymuje sig w podobny sposdh i np., dla Q Czytelnik
moZe atwo stwicrdzié, ze

A
=244 (15-22)
1
R()wn-anie .(15-18) mozna zapisaé we wspélrzednych walcowych i zastosowaé
do rozwigzania zagadnieni osiowo-symetrycznych, ‘Wspomniane réwnanie réznicz-
kowe jest teraz

A o 3 [
o (k'787) + —a?(k,rTz— +0=0. (15-23)

Zasm%a wafiacyjna moze byé takze zastosowana i tutaj, fatwiej jednak podstawié
wartosci l?,r i k,7 jako ,,zmodyfikowane” przewodnosci i zastosowaé bezposrednio
poprzednie wyrazenie. Catkowanie lepie] teraz wykonywaé numerycznie, podobnie
jak w odpowiednich zadaniach w rozdz. 5.

15.4. Przyklady, oszacowanie dokladnosci

Lutwo wykazaé, ze przy zbieraniu obliczonych explicite ,,sztywnoséci” elementéw tréjkatnych dla
wintek regularnych, pokazanych na rys. 15.3, uzyskane réwnania sg identycane z tymi, jakie mozna
otrzymad stosujac metode réznic skoficzonych [10].

Oczywidcie wyniki otrzymane z obydwu metod musza by¢ identyczne i taki sam bedzie rzad
prayblizenial).

8) o)

N N

Ryn. 15.3. Regularne (a)(b) i nieregularne (c) siatki podziatu

JeAli zatoZono siatke nieregularng, oparta na kwadratowej siatce weztéw (rys. 15.3¢), ré2nice z zas-
tonownnin obu wspomnianych metod beda widoczne. Ograniczaja si¢ one do wektora »,0bcigzenia’
{#°}*, Zcbrane réwnania zawierad beda ,,obcigzenia” rézniace si¢ nieznacznie od wezla do wezla,
Bum ich jednak bedzie taka sama jak podana w wyrageniach réznic skoficzonych. Tym samym
vouwinzanin réznid sie beda tylko lokalnie i beds reprezentowaé te same wartoéci érednie.

Nu rysunku 15.4 pol pord ie wynikéw ych z ,,nieregularnej” siatki (rys.
15.4h) z rozwigzaniem relaksacyjnym za pomocy réznic skoficzonych i z wynikami przy siatce
regulnrnej (rys. 15.4a) Wyniki daja dokladnoéci tego samego rzgdu, juk oméwiono powyiej.

') W praypadiu, gdy wartoéci na brzegach sg zadane.
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. doklad obl ia wg Southwella przy

W tym migjsou Cayleliik sote pontawié pytanie, po ¢o pracdatnwiamy metadg, ktdrm wydaje
wig powtarzad cfekty dobrue wnunych i wyprébowanych mictod. Oté nows motody mnjy pawne
istotne zalety. Sg niml:

a) prostota operownnin przy nicjednorodnych i anizotropowych zagadnieniach (szczegéinle
sné, gdy kierunki anizotropii sq zmienne),

b) elementy moga mieé rézne powierzchnie i ksztalty, co zezwala na moiliwie dciste opisywnnle
dowolnych warunkéw brzegowych i pozwala na dokladne zbadanie obszaréw o skomplikowanyoh
ksztaltach,

¢) okredlone warunki brzegowe typu gradientu lub wypromieniowywania wprowudznne wy
w sposéb naturalny i z lepsza doktadnodcia niz w metodzie réinic skosiczonych,

d) dla zwickszenia dokladnodci mozna bez trudu wprowadzié elementy wyZszych ragddw,
nie komplikujge warunkéw brzegowych. Trudnoéé ta zawsze wystepuje w metodzie roZnic skon-
caonych przy stosowaniu réznic wyzszych rzedow,

¢) wreszcie, co ma znaczenie w dobie maszyn cyfrowych — do obliczania macierzy i rozwlgan-
niu résnorodnych zagadnien moga byé uiyte standardowe programy (konstrukcyjno-budowlane),

a

RRys. 15.4, Skrecanie preta prostokatnego;
liczby w nawiasach podaja wyniki bardziej

stosowaniu podziatu 12 X 16 (podane war-
todei )/ GOL?); opis w tekscie

* Ponizej podajemy dwa bardziej skomplikowane przyklady, aby zilustrowaé doklndnodd usynhi-

wang w praktyce. Pierwszy — to problem czystego skr¢cania niejednorodnego przewodu, pokisn-
nego na rys. 15.5. Réwnanie réZniczkowe zagadnienia ma postad
a ({1 8¢ a {1 )
— )t 20 =0 15-24
ax(c ;m) ay<Gay ’ ik

sdzic ¢ jest funkejg naprezen, G — modulem spregystoéei poprzecznej i 0 — katem skrgcenin nu
jednostke diugodei przewodu.

W rozwigzaniu za pomocs elementéw skoficzonych wydrazenie w $rodku jest zapelniono mue
teriatem, dla ktérego G ma rzad wielkosci 102 w stosunku do pozostalych materialéw’). Rozule
tuty dokladnie pokrywajz sie z wynikami rozwigzania otrzymanymi metods réznic skoficzonyeh {11).

Przyklad rozwigzania problemu przeplywu poprzez podloze porowate i anizotropowe pod lun-
dumentem pokazano na rys. 15.6.

‘'utaj réwnanie zagadnienia ma postaé:

a oH 4 -0H
| kx—— |+ ——[ % —) =0, (15-29)
(7x(x6:c) 3y('v9y

sdzic kg i ky sa wspblezynnikami przepuszezalnodei w kierunkach (pochylonych) osi uwarstwionia,
Wyniki byly tutaj poréwnane z wynikami rozwigzania $cistego. Mozliwosci udycin rédnych wy-
mintdéw elementébw wykazujg swe zalety wlasnie w tym przykladzie.

') Zrobiono to, aby unikngé trudnesei z wiclospdjnodeig obsznru i umodliwié zustosowanie prog-
ruméw standardowych,
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Rys. 15.5. Skrecanie wydraZonego przewodu bimetalicanego. Wartosci 9/GL? X 10* z rozwigzania
metods clementéw skodczonych

Rys, 15.6. Filtracja pod nachylong §cianks szczelng w podlozu uwarstwionym; drobny podziat na
elementy u stopy $cianki nie zostat pokazany; poréwnanie z rozwigzaniem dokladnym pokazano
w postaci linii ckwipotencjalnych

272

15.5. Niektére problemy praktyczne

Filtracja anixotropowa. Pierwszym z zagadnief jest przeplyw poprzez wysoce
niejednorodne, anizotropowe i sfaldowane warstwy. Réwnaniem problemu jeat
réwnanie (10-30). Jednak, specjalne cechy zadania wymagaly wprowadzenin do
programéw maszyny uzupelnied pozwalajacych uwzglednié zmiany gléwnych
kicrunkéw x’ i ¥’ od elementu do elementu.

Nie bylo to trudne do wykonania i zadanie wraz z jego rozwigzaniem [3] poka-
zano na rys. 15.7.

=
quik =29
//
@

Rys. 15.7. Przeplyw pod zaporg w wysoce niejednorodnym i sfaldowanym podlozu gruntowym

Osiowo-symetrycsny praeplyw ciepla. Réwnanie osiowo-symetrycznego praeply=
wu ciepla, jezeli w obszarze nie ma Zrédel ciepla, mozna zapisa¢ w postaci stan=

dardowej
d T a oT
7(”‘W)+E(’k*a;) =0 (15-26)

gdzie: T jest temperatury, k za§ — przewodnictwem.

Osie wspélrzednych x i y zastgpiono tutaj przez r i z (odleglodci promieniowy
i osiows).

Rozkiad temperatur w obudowie reaktora jadrowego (rys. 15.8) zostat wyzna=
czony dla stacjonarnego stanu przeplywu ciepla, gdy jednorodne ogrzanie wystepu-
je we wnetrzu rcaktora.

10 Metoda elementow 278
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Rys. 15.8. Rozklad temperatury przy stacjonarnym przeplywie
elopln w osiowo-symetrycznym zbiorniku cisnieniowym

s .
(,t.(.meme hydrodyr.zamzczne na ruchomych powierschmiach. Jesli powierzchnia
#Moplona porusza si¢ w cieczy z zadanym przyspieszeniem i maly amplitudy

o 4 v 5 . . .
ruchu, wéwezas mozna pokazaé [12], ze dodatkowe ci¢nienic wywolane tym ru-
chem spetnia réwnanie Laplace’a

Vip=0.

Nu ruchomych (lub stacjonarnych i i
. ych) brzegach nk 6
i (1503 e o ) gach warunki brzegowe opisane s z réw-

o
i L (15-27)

#zic o jest gestoscia ciecz § — i i
i, ge 3 Czy, @, za$ — normalng skiadowsy przyspieszenia na

Warunck brzegowy na powierzchni swobodnej jest po prostu
p=0. (15-28)
; Jako [t’rzyklad rozpatf?n’xy przypadek pionowej éciany w zbiorniku (rys. 15.9)
h\f/yzrgﬂu,my rozklad cisniei w punktach wzdtuz powierzchni $ciany i na dnie
zbiornika dla pewnego zadanego ruchu punktéw brzegu 1 do 7.
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Rys. 15.9. Zadanie o $cianie zbiornika poru- T ]
szajacej sie poziomo Podzial na elementy

Podzial badanego obszaru na elementy (w liczbie 42) pokazano na rysunku,
Zastosowano tutaj elementy prostokgtne. Uzyskane wyniki mozna przystosowad
do dowolnego ukladu przyspieszeri; rozwigzano zatem siedem oddzielnych zadui.
W kazdym po kolei, kawalek brzegu przylegly do rozwazanego punktu, jest pod-

. . . . oo L
dany jednostkowemu przyspieszeniu, sprowadzajgcemu sig do obcigenia ¢ 21

oL, ...oL, g% przylozonemu po kolei w punktach 1 do 7. Dla dowolnego roz=

kladu przyspieszef, ciénienia wywolane w punktach 1 do 56 mozna zebra¢ w mu-

 cierz, zalezng od przyspieszen punktéw 1 do 7. Otrzymuje si¢

"

P
P14
P21
Pas
P3s
Paz
Dao
Dss

ax
=[M]}: (15-29)

an

Macierz M podana jest w tabl. 15.1.
Dla przykladu, jezeli przyspieszenie jest jednakowe, ci$nienia mozna oblicuyé
przyjmujac
a 1
=aj: (15-30)

a, 1

Wynik — rozklad ciénieft na éciang i na podioze zbiornika — jest pokazany na rys.
15.10. Rezultaty dla ciéniefi na ciang zgadzajg si¢ 2 dokladnoscig do 19, ze ztn=
nym rozwigzaniem wykonanym przez Westergaarda.
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Tabllon 151
- 1 0 0 0 0 0‘ 0 0 i
2 00,7249 10,3685 0,2466 0,15;53 0,1743  0,0840 T
3 0 0,3685 09715 0,5645“‘0;4’2’10 0,3644  0,1744 o
4 0 0,2466 0,5648 1,1459 0,7329 0,5954  0,2804 o
5 0 011963 0,4210 0,7329 1,3203 0,9292  0,4210
6 0 0,744 0,3644 10,5954 0,9292 1,5669 0,6489
M) = 9£ 7 00,1680 0,3488 10,5607 0,8420 1,2977 1,1459
6 14 0 01617 0,3332 0,5260 06,7548 1,0285 0,6429
21 0 01365 0,2754 04171 0,5573 0,6793 0,3710
28 0 0,0879 0,1731 0,2519 0,3187 0,3657 0,1918
35 0 0,0431 0,0838 0,1195 0,1478 0,1661 0,0863
42 0 0,018 0,0359 0,0150 0,0626 0,0699 0,0362
49 0 10,0078 0,0150 0,0213 0,0261 0,0291  0,0151
56 0 06,0069 0,0134 00190 0,0232 0,0259 0,0134

(L = H6)

Podobnie mozna wyznaczyé ciénienia dla kazdego innego ruchu $ciany. Jegli
np. éciana jest zamocowana przegubowo u podstawy i moze wahaé sie wokél
punktu zamocowania z przyspieszeniem z w punkcie 7, wtedy

|
5/6!
=a 4/6I (15-31)

Prayspieste- Prayspieszente idni i
e zm/gme e R.ys. .15.10. 'Rozl.dad ciéniefi na poruszajscg
———— e g i si¢ dciang zbiornika i jego dno
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feb7°48'-0

b)
0=38%44'
g=19°22"
oL
0

A7 e Rozwiazanis yeyshane
——~ Rozwigzanic pojwier
analogie eleklrycing

p, Cisnienie .
a' Wagledne preyspieszens
@ OBgstasc

Rys. 15.11. Ciénienia na p j sie¢ z przyspi viem $ciane zapory w praypadku civery
nicécisliwej (a, b)

Znaczenie wprowadzenia takiej ,,macierzy wplywowej” najlepiej uwidacznia sig
w zagadnieniach drgan. Jezeli Sciana drga, wéwezas — ogdlnie biorge- - pray-
spieszenie jej nie jest znane. Z réwnania (15-29) mozna napisaé dla cigniet w punk-
tach 1 do 7, przyjmujac gérng czeéé macierzy [M] w postaci, powicdzmy, [My]

Pl @1 .
D= [Mo]y: = [Mo]{s}. (15-32)

V&l as

Cisnienie wypadkowe zatem (jako sily w weztach) bedzie

Rl @ .
R} =11 (=[4lMo]}: [ = —[M,] {5}, (15-33)

7 as

gdzie [4] jest to odpowiednia macierz przekazywania sig obcigzeri, {4} za$ praed-
stawia przyspieszenia wezlowych punktéw éciany. Mozna to powigzaé z dynamicz-
nym réwnaniem $ciany. Problem ten omawiany bedzie szczegétowo w rozdz. 10,

Na rysunku 15.11 pokazano rozwigzanie zagadnienia tréjwymiarowego [4].
/astosowano tutaj proste czworoécienne elementy i osiagnigto bardzo dobrg do-
kladnosé.

Zadanie elektrostatyczme. Na rysunku 15.12 pokazano tréjwymiarowe roawigs
vanie prostego réwnania Laplace'a [4]. Pokazano tutaj pole clektrostatycane
w otoczeniu izolatora. Na rys. 15.13 pokazano bardziej zlotony rozklad pola
magnetycznego w dwu wymiarach [6].
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Rys. 15.12. Tréjwymiaro-
wy rozklad potencjatu elek-
trostatycznego wokél porce-
lanowego izolatora w uzie-
mionym przewodzie

Rys. 15,13, Pole wokél magnesu (wg Winslowa [6])

278

Laminarny { souhodny preplyw powierschniowy [13]-; [19]. Podstawowe réwnanie
Laplace'a opisujyee plynigeic lepkicj cieezy pray filtracji nadaje sig rdwnic do opi-
su laminarnego ruchu poza obr¢bem warstwy przydcienncj, wywolanej cfektnmi
lepkimi. Podane nizej przyklady pozwalajg zilustrowaé przydatno$é naszej me-
tody w tych przypadkach. Dalsze przyklady cytuje Martin [13]. Szezegélnym
przypadkiem plyniecia cieczy, zastugujacym na uwage, jest przypadek, gdy ciocs
ograniczona jest powierzchnia swobodng, a powierzchnia ta nie jest a priori
znana.

Rys. 1514, Typowe zagadnienie po- ()

wierzchni swobodnej cieczy plynacej, p=0
spelniajace takze dodatkowy warunek T {
ciénienia na powierzchniach p = 0: a)

przeplyw ponad jazem, b) filtracja przez

zapore ziemna

Ten przypadek charakteryzuja dwa przyklady: przelewu swobodnego (rys.
15.14a) i filtracji poprzez zapore ziemna (rys. 15.14b). W obydwu przypadkach
powierzchnia swobodna jest linig pradu i w obu jej ksztalt nie jest znany a priori,
lecz pownien byé wyznaczony tak, zeby spelnié dodatkowe warunki na tej po-
wierzchni. Na przyklad w drugim zadaniu sformutowanym jako funkcja po-
tencjatu H problem opisuje réwnanie (15-25).

Powierzchnia swobodna, bedac linia pradu, narzuca warunek

oH
—-— = 53
P 0, (15-34)
ktéry musi byé na niej spelniony.
Dodatkowo jednak ciénienie na powierzchni musi by¢ réwne zeru, gdyk jent
to powierzchnia styku z atmosfers. Poniewaz

=24y, (15-35)
14
gdzie y jest gestoscia cieczy, p — cinieniem w cieczy iy — wzniesicniem ponad
pewien poziom odniesienia, przeto na powierzchni musimy mieé

H—y. (15-36)

Rozwigzanie moze byé dokonane iteracyjnie. Rozpoczynajac od zalozonej lindi
pradu na powierzchni swobodnej rozwigzuje si¢ zadanie zwyklg drogg. Naledy
uwazaé, czy réwnanie (15-36) jest spelnione, a jezeli nie — nalezy poprawié
powierzchni¢ swobodng, aby uzyska¢ znéw y = H. Kilka iteracji tego rodzaju
wskazuje, ze zbieznodé jest dostatecznie szybka. To postepowanie proponujy
Brown i Taylor [19]. W rozdz. 16 opisany bedzic sposéb odmienny.
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Réanorodnodé zagacdnied nalesgeych do oplsywanej klusy jest tak duga, e nic
byloby sensu wapominaé o wazystkich,

Zagadnienia smarowania. "L'utwj znéw spotyle my si¢ ze standardowym réw-
nanicm Poissona w dwuwymiarowym obszarze opisujacym lozysko oporowe.
W najprostszym przypadku smaru o stalej gestosei i lepkosci do rozwigzania
mamy rownanic Reynoldsa {20]

0 [, 0 2 Py oh

Rdzic /i jest grubosciy warstewki smaru, p ci$nieniem wywolanym w lozysku,
st lepkosciy oraz ¥V predkosei tozyska w kierunku a.

L

G05em. - 667 em
, N LT
e NI ¥4 K RE
N .’ f % ¥
A1

h i
E Rys. 15.15. Schodkowe lozysko opo-
3 g{ rowe. Rozklad ciénien. Warstwice war-
w A 4 ot 2
v v 0SCt
i 62 G nUL

Na rysunku 15.15 pokazano rozklad cisnied w przypadku schodkowego to-
Jyska oporowego. Warunki brzegowe polegajg na braku ci¢nienia; nalezy zau-
waiy¢, 7¢ schodek powoduje jak gdyby , liniowe obciazenie” po scalkowaniu
Prawej strony réwnania (15-37) [21].

Bardzicj ogélne przypadki zagadniet: smarowania, wlaczajac pionowe ruchy
lodyska (warstewki smaru ulegaja sciskaniu) i $ci¢liwoéé samego smaru mozna

budaé oczywiscie w podobny sposéb. Ostatnio na ten temat ukazato si¢ kilka
prae [22], [23], [24].

15.6. Problemy opisywane réwnaniem biharmonicznym; ply-
nigcie lepkie

W dotychezasowych rozwazaniach nad zagadnieniem quasi-harmonicznymfunk-
cjonul, ktdry ma byé zminimalizowany, traktowany byt jako czysto matematyczne
wyrazenie. Nie usitowaliémy precyzowaé jego sensu fizycznego z uwagi na réz-
n()ru.dnoéé opisywanych przezedi zagadnied. W szezegdlnym przypadku lepkiego
pl yr}lqciu przez oérodki porowate jego znaczenie fizyczne mozna tatwo uwidocznié,
poniewas przedstawia on predkosé rozpraszania energii. Istotnie rozklad predkosci
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uzyskany w wyniku rozwlyznnin jest taki, Ze minimalizuje to rozprassanic — jukby
10 mozna dobrze wyrnzi¢  wakutek zwyklego |, lenistwa natury”. ‘I'aka inters
pretacja praeplywu fillrucyjnego dana byla przez Zienkiewicsa i in. [3]. Jednak
zasada minimum rozpruszania cnergii znana jest w mechanice cieczy od kofden
ubicglego stulecia, byloby zatem interesujgce przeledzié jej stosowalnod¢ do
pracplywéw lepkich w ogdle.

W rozdz. 3, jako przyklad zastosowania wazonych proceséw resztkowych (re-
widualnych), rozpatrywali$émy réwnanie Naviera-Stokesa z pominigciem czlonu
Inezwiadnosciowego; jest to sytuacja zachodzgca przy powolnym (pelzajycym)
plynieciu cieczy.

Réwnanie (3-4) opisuje dwuwymiarowe plynigcie. Jednak réwnanic to modnn
bezposrednio wyprowadzié z Eulerowskiego procesu minimalizacji funkcjonatu,
przcdstawiajacego predkosé rozpraszania energii. Jezeli skladowe predkosci w kie-
runkach x i y s3 odpowiednio i v i jezeli s3 one wyrazone w funkcji prgdu 0
jiko

20 80
U= V= o

1o latwo pokazaé, ze dla przypadku stalej lepkoéci 4 funkcjonat ma postaé [7]

26 \* [0\ [o% )2 6 520 |
q = - — ——5(dV.  (15-39
”_H§{4(axay)' +(ax2) + ay* Zéxz % | ( )
"l'aki funkcjonal mozna zminimalizowaé dokladnie w ten sam sposéb, jak to
przedstawiliémy w niniejszym i poprzednich rozdzialach, po wyrazeniu wartodci 0
juko parametréw w wezlach. Mozna nastgpnie znéw zastosowal standardowe
postepowanie znajdujac zwiazki ,,sztywnoéci”, gdyz funkcjonat jest , kwadrato-
wy'. )
Poniewaz w definicji funkcjonalu wystepuja drugie pochodne, cigglodé 0
i jej normalnej pochodnej miedzy elementami nalezy zalozy¢ z gdry. Parametry
wezlowe sg teraz réwne

(15-38)

0:

{0 = (g_z)s (15-40)

(5)

i mozna zastosowaé takie same funkcje ksztaltu jak w przypadku zginania plyt
(rozdz. 10).

Atkinson 1 in. [7] uzyli takiego sformutowania do zbadania rozkladu predkodei
w obszarze wlotu przy plynieciu miedzy dwiema réwnoleglymi ptytami. Warunki
brzegowe i prosty obszar prostokgtny badany przez nich, pokazanc sy na rys.
15.16a i 15.16b. Na tym ostatnim pokazano profile predkosci uzyskane z obliczen,
ktére znakomicie zgadzaja si¢ z doswiadczeniem. Oczywiscie, inne postacic wa«
runkéw brzegowych latwo rozwigza¢ za pomocsg tego samego programu.
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Rys. 15.16. Rozklad predkosei
4 L 02 przy lepkim przeplywie laminar- |
' \| o migdzy plytami réwnolegly-
T r r 1 t T mi :) ° ia obszaru, b) profile
V=0, u=! g a2 o4 a5 48 1w P Sci w réznych odlegloéciach

4 poziomych

Warto zauwazyé, ze w rozwiazaniu te; ia uz
X g0 zadania uzyto prostych, nied
nych elementéw tréjkatnych inieci  cinglodel pochorn
e Jkatnych z rozdz. 10, z pominieciem pelnej cigglosci pochod-
(ljl: sami autorzy podali postaé funkcjonatu nadajacego sie do badania prz
padkéw osmwo-s}tmetrycznych i, w zwigzku z tym, do badania prze; lp o
w przewodach cylindrycznych. Azkinson i in. [25] rozwingli to zagadnieni]t)e };V;(;;V

15.7. Analogie

]Wnkrto zat;wa.iyn?, ?e mozna w ogéle pomingé pelne sformulowanie problemu
'q? fego plyniecia i zz.istosowaé do jego rozwigzania bezposrednio kazdy program
/4;;111.;1111(:13 pi)}it paml(qita_]qc, e réwnanie rézniczkowe opisujace funkcje pradu é’éw
nanic (3-4)] jest identyczne z 1ré i isuj ieci 0
s [ Vi z fownanlem opisujacym ugiecie plyty (rozdz. 10
/\nnlloglc takie majg szczegélnie duze znaczenie w inZynierii i czesto pozwalaj
i pozyteczne rozszerzenie rozwigzad przy minimum zuzycia czasu "
\ ):{;ny;n przyk{a.dem. takiej analogii jest przypadek prostego, plaskiego zadania
prefystego. Poniewaz tutaj stosuje si¢ ogélnie znang funkcje Airy’ego [26], d
fininjgca naprezenia jako ¥ i

&2y &y Py

P T e T Ty (15-41)

w1‘dzin.1y znéw, Ze spelnione jest réwnanie biharmoniczne lepkiego plyniecia lub
zgmama.plyty. Zatem program dla zginania plyty moze by¢ bezposrednio uzyty
do rozwigzywania takze plaskiego zadania sprezystego.
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Jesli sformulujemy odpowiedni spoadh wariacyjny, stwierdzimy, Jo uzyakane
rozwigzanic automatyeznle spelnia warunki réwnowagi i daje gornq granice energii
odksztalcenia, podczns gdy dolnq granice otrzymuje si¢ w wyniku zwyklego sfor-
mutowania problemu w przemieszczeniach.

Odwracajac proces, bezposrednie sformutowanie w przemieszczeniach zagad-
nicnia plaskiego stanu sprezystego moze by¢ uzyte do otrzymania gérnej granicy
rozwiazath zginania plyt. Mozliwos¢ ta byla wskazana przez Veubeke'go i Zien-
hiewicza [8] i zostala przez nich dokladnie oméwiona.

15.8. Uwagi koncowe

W rozdziale niniejszym poruszyliémy szerokie mozliwosci, jakie w naukach indy-
nierskich i fizycznych daje ogdlne sformulowanie metody elementéw skoriczo-
nych. Niewatpliwie znacznie wiecej zastosowatl zostanie jeszcze opracownnycﬁ
w przyszlosci.
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16. Problemy
przestrzenno-czasowe.
Podstawowe sformulowania
proceséw nieustalonych pola
i zagadnien dynamicznych

16.1. Wstep

We wszystkich rozpatrywanych dotad zagadnieniach zakladalo sie, ze warunki
nie ulegaja zmianom w czasie. Nietrudno jest rozciagna¢ koncepcje elementdw
skoficzonych takze na procesy zalezne od czasu.

Zakres zagadnieti, w ktérych wystepuje zmienna czasowa, jest duzy. Proceay
nieustalone przeplywu ciepla, rozchodzenia si¢ fal w cieczach, zachowanic sig
dynamiczne budowli — oto typowe przyklady. Podczas gdy zwykle rozpatruje
sig te zagadnienia niezaleznie — czasami klasyfikujac je odpowiednio do struktury
matematycznej opisujacych je réwnaf jako ,,paraboliczne” lub ,-hiperbolicz-
ne” [1] — my sprébujmy potraktowaé je facznie, aby pokazaé, ze sformutowanie
ich jest takie samo.

W pierwsze] czeéci niniejszego rozdziatu ustalimy — poprzez zwykla adaptucj¢
stosowanych dotad sposobéw — macierz réwnan rézniczkowych opisujgeych te
zagadnienia dla réznorodnych sytuacji fizycznych. Zastosujemy tutaj dyskrety-
zacje przy uzyciu elementéw skoticzonych tylko wymiaréw przestrzennych.
W dalszym ciagu rozwazymy réine sposoby rozwiazania, ze wskazaniem mozli-
wosci wlaezenia do dyskretyzacji za pomocy elementéw skoriczonych takze i wy-
miaru czasu.

16.2. Bezposrednie sformulowanie probleméw zaleznych od
czasu w przestrzennym podziale na elementy skoficzone

16.2.1. Réwnanie quasi-harmoniczne z pochodnymi wzgledem czasu.
W wielu zagadnieniach fizycznych réwnanie quasi-harmoniczne (omawiane ob-
szernie w poprzednich rozdzialach) przybiera postaé, w ktérej wystepujg pochodne
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nieznanej funkeji ¢ wagledem czam, W preypidian vagadnienia tréjwymiarowego
typowym praykladem jest réwnanie

0 (1, 8], 0 [, 20}, 0 (, W 2 _ o
L) 2l S )l o280, o

W réwnaniu tym wszystkie parametry na ogél moga byé zadanymi funkcjami
czasu

ko= ki(t), O=0() itd.

Gdy badamy stan w okreslonej chwili czasu ¥, wéwczas wszystkie pochodne ¢
wzgledem czasu i wszystkie parametry zaleine od czasu moina rozpatrywaé jako
sadane funkeje wspdlrzednych prestrzennych. W tym stanie zagadnienie sprowa-
dza si¢ do badanego w p. 15.2 — jedli wszystkie wielkosci zawarte w ostatnim
nawiasie réwnania (16-1) potraktujemy jako wyraz Q z réwnania (15-1).

Dyskretyzacja zagadnienia za pomocy elementéw skoficzonych w przestrzeni
byla juz dokladnie oméwiona. Jezeli dla kazdego elementu zapiszemy

¢ =[N(x,y, 2)]{¢} (16-2)
to standardowa postaé ukladu réwnan jest nastgpujaca
[HH{¢}+{F} = 0. (16-3)

U dzialy elementéw w powyzszych macierzach okreélone zostaly przez réwnania
(15-12) i (1.5-13).. Nie bedziemy tego powtarza¢ z wyjatkiem przedstawienia
czlonu ,,obcigzenia” wyrazonego przez Q. Dla czlonu tego mamy (15-13)

Ft=—{0ONav b {Fy=— {[Noav.

ve Ve
7Zustepujac teraz Q przez wyrazenie w ostatnim nawiasie réwnania (16-1) mamy
e 50 &
7y == (o p 2o 28)ar (16-4)

) T2

Jednakze w.iemy, ze ¢ zgodnie z (16-2) jest wyrazone w przyblizeniu przez zalo-
one funkcje N(x, y, %) i parametry wezlowe {¢}°. Podstawiajac to przyblizone
wyraZenic znajdujemy

Fy == [INFOav+({ INPuiNir) ()4

ve ve

+(§ Vo av) 2. (16-5)

pe
Nustepnic rozwijajae (16-3) do postaci ogélnej zbioru réwnan otrzymujemy na-
stepujgee macierzowe réwnanie rézniczkowe

[} {9} +HCl £ 8}HIG) o (9} (F) = 0, (16-6)
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w ktorym wazystkio mucierse zebrane 83 wpodmacierzy clementdw w standar-
dowy sposéb 1 gdzic pudmacierze [k] oraz {F}" dane sy pracz zwiyzki (15-12)
i (15-13), natomiast

o= | NEuNav, (16-7)
VE

&= § NFoNav. (16-8)
Pl

Juk widaé z powyiszych zwiazkéw, macierze te s3 symetryczne.

Wymienione warunki brzegowe w kaidej chwili czasu ¢ nalezy traktowat
w sposéb opisany w poprzednich rozdzialach.

Zbiér probleméw fizycznych opisywanych réwnaniem (16-1) jest tak duzy, e
wszechstronna dyskusja przekraczalaby zakres ksigzki. Podamy tu jedynic typowe
przyklady.

Réwnanie (16-1) przy ¢ = 0 jest zwyklym réwnaniem nieustalonego praeplywu
ciepla [1], [2]. Rozwigzanie tego problemu przy zastosowaniu metody clementdw
skoticzonych mozna znalezé w pracach [3]=-[6]. To samo réwnanie opisuje inne
rzagadnienie, a mianowicie konsolidacfe gruntéw [7} zwigzang & nieustalonym
praeplywem cieczy w porach gruntu [8].

Réwnanie (16-1) pray p = 0 staje sig znanym réwnaniem falowym, opisujycym
szeroki wachlarz zjawisk fizycznych, Fale elektromagnetyczne [9], falowanic
powierzchniowe cieczy [10], jak réwniez fale cisnieniowe [11] sg tylko wybra-
nymi zagadnieniami, do rozwigzania ktérych da sie zastosowaé metode clementéw
skoriczonych.

Réuwnanie (16-1) pray p # ¢ # 0 jest 76 fali thumionej 1 ma bardzo
szerokie zastosowanie, w szczegdlno§ci w mechanice cieczy.

16.2.2. Dynamiczne zachowanie si¢ konstrukeji sprezystych z liniowym
tlumieniem.” Chociaz w poprzednim paragrafie zajmowali$my si¢ pozornic
¢zysto matematycznym problemem mozna podane tam rozwazania zastosowné
hezposrednio do szerokiej klasy zagadnied fizycznych, jak np. dynamicznego
vachowania sie konstrukeji sprezystych., Nalezy przy tym postgpowaé zgodnic
7 wytycznymi rozdziatu 2. Gdy przemieszezenie ciala sprezystego zmicnia sig
7 uplywem czasu, wystepuja dwie rodziny sit dodatkowych.

. . . R . L0t
Pierwsza rodzina to sily bezwladnosci zwigzane z przyépieszeniami P r2{ I

Sily te na mocy znanej zasady d’Alemberta mogs by¢ zastgpione przez ich stu~
tyczny réwnowaznik

—o T (169)

gdzie o — masa wladciwa (na jednostke objgtosci).

'} Dla uproszezenia r zaé bedziemy tylko cfekty rozlugonych sit buzwlidnodci. Sity akupione
i momenty bedyg po prostu przypadkami grunicznymi.
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Mujg one sklndowe w tych samyeh klorunkueh co praemicszezenia i ogélnic odnien
sione sy do jednostki objetosei.

Druga rodzina — to sily wywolane praez opér (tarcie wewnetrzne), przeciw-
dzialajgce ruchowi. Mogg one byé wywolanc mikrostruktury ciata, oporem po-

wictrza itd. i ogélnie zwigzane s3 nieliniowo z predkoscia przemieszczen a—a{ I}
T

Dla uproszezenia rozwaza si¢ jednak liniows zalezno$é sit oporu typu lepkosci,
traktowanych znéw jako sita masowa w réwnowaznym zagadnieniu statycznym

~ngrlf, (16-10)

gdzie u jest pewng wiclkoscig, ktérg z zalozenia, mozna poda¢ w wartosciach
liczbowych.

Réwnowazne zagadnienie statyczne dla obranej chwili czasowej £ mozna teraz
dyskretyzowa¢ dokladnie w sposéb podany w rozdz. 2, zastepujac jednak silg
roztofong {p} przez jej réwnowaznik

Bl—opr f—ue {1} (16-11)

8ily wezlowe w elementach wg (2-11) przybierajg teraz postaé

e e & d
= it \ e Gripavs \INputipnar, 61z
ve ve
Rzic pierwszy wyraz przedstawia sile od obcigzenia cigglego.
Podstawiajac do réwnania (16-12) przyblizone wyrazenie na przemieszczenia
zgodnic z (2-1)

{f} = [N]{s}

npo zebraniu” otrzymuje sie réwnanie rézniczkowe w postaci macierzowej
0 3 =
[KHO}+HC {0} [M]-o (6)+ (F} — 0, (16-13)

wdzie [K]1 {F} sq zebranymi macierzami odpowiednio sztywnosci i sil, otrzyma-
nymi przez dodawanie wspélczynnikéw sztywnodci elementéw i sit w elementach
od znanych obciazen zewngtrznych, naprezeri poczatkowych itd., w sposéb szcze-
golowo opisany poprzednio. Nowe macierze [C]i [M] sg budowane w zwykly
spossh z podmacierzy elementéw

lesl* = | (NN 3av (16-14)
oraz
tmyl = § [NIFelnv;]av. (16-15)
P
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Macicrz [my;] zinnn jomt pod nazwy maciersy masy elementu, o zebrann maclers
[M]— pod nawwy maciersy masy ukladu.

Nalezy wspomnicé, z¢ w pierwszych pracach dotyczgeych zagadnich dynamicz-
nych masa elementdéw byla zwykle rozrzucana na wezlty w sposéb dowolny i ma-
cierz masy wystgpowala zawsze jako macierz diagonalna. Fakt, e takic postgpo-
wanie bylo w istocie zbedne i prowadzilo do zlej zbieznosci, byl réwnoczednic
stwierdzony przez Archera [12] i niezaleznie przez Leckiego i Lindberga [13)
w 1963 r. Ogélne przedstawienie wynikéw w réwnaniu (16-15) podane zostalo
przez Zienkiewicza i Cheunga [14].

Nazwa ,konsekwentna macierz mas” zostala zaproponowana dla macicray
mas rozlozonych; termin ten wydaje si¢ byé niepotrzebny, gdyz jest to jedyna
macierz, ktérg nalezy zastosowaé do obliczefi.

Przez analogie macierze [¢;;] i [C] mogtyby by¢ nazwane maciersami honseh-
wentnymi Humienia.

Warto moze zauwazyé pray okazji, e czasem naleZy uzyé innych funkeji ksztaltu do opiwu sil
bezwladnodei niz te, ktére opisuja przemieszezenia {f}. Np. w plytach i belkach (rozdz. 10) pelny
stan odksztalcenia moégt byé okredlony po prostu przez ugiecia w, poniewaz wprowadzons hyly
dodatkowe zaloZenia dotyczace Rozpatrujac jednak sily bezwladnodci, moze okazad alg

P

potrzebne uwzglednienie opréez zwyklych poprzecznych sit bezwladnoéci danych przez —g-— 0} y

(gdzie g jest ciezarem jednostki pola plyty) takie bezwladnodci obrotu przekrojéw w postac
o> & (dw ) .
2 o\ aw)
gdzie ¢ — grubodé plyty.
Wrtedy zajdzie potrzeba opisania pr i i i >

w
N
{f} =1 9= ; = [N1{8}°,
w

2

gdzie [N] wyniknie wprost z definicji [N], ktéra okresla jedynie skladows w. Ri)wnnnin typu (16-14)
i (16-15) pozostana nadal wazne pod warunkiem, ze [N) zastapimy przez [N], azamiast ¢ wpro=-
wadzimy macierz

e 0 0
o?
0 12 ¢
ot
0 12

Takie specjalne przypadki wystgpuja raczej rzadko.

16.2.3. Macierze mas oraz ttumienia dla pewnych typowych elementéw.
Nie jest praktycznie celowe przedstawianie w postaci rozwinigtej wazystkich
macierzy mas dla réznych elementéw omawianych w poprzednich rozdziatach,
‘Tutaj méwi¢ bedziemy tylko o kilku wybranych przykladach.
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Plaski stan napresenia § odksstulcenia. Ntowujge elementy tréjkatne omawiane
w rozdz. 4 mojemy zdefiniowaé maciers [N) nustepujyeo

[N] = [IN], INj, IN,),

=5 1]

Ni = (a+bix+tepy) 24 itd.,

gdzie:

oraz wg réwnania (4-8)

gdzie 4 — pole tréjkata.
Jesli zatozymy, Ze grubosé elementu ¢ jest stala, mamy wéwcezas dla macierzy
mas wg (16-15)

Im) = et {§ [N*[N]dway (16-16)
lub
(mes]* = oo[1] § NN ddy. (16-17)
Podstawiajac zwigzek (4-8) mozna wykazaé, ze
St . | A
Sg NNidxdy réwne jest iV dla » 5 s lub 5 dlar=s5;  (16-18)

prayjmujac zatem cigiar elementu pfd = W, otrzymujemy macierz mas w po-
staci

(16-19)

0

%
0
3
i
i i3
L0 %:0 %0

(16-20)

Jest oczywiste, ze oba wyniki réznig sig dosé istotnie.

I)r.t,"(ml'u. piyt. Drgania plyt stanowia problem o istotnym znaczeniu praktycz-
ym. ‘l'akie zagadnienia jak drgania jezdni mostéw, drgania lopatek turbin itd.
prowadzg do sformutowan nie dajgeych si¢ rozwigzaé analitycznie w sposéb s'cisiy.)

/4!1&1.014(.!110 zastosowania poprawnej macierzy mas zamiast ,,rozdzialu” mas jest
omawiane w literaturze [15] < [19].
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Jedli rozpatrujeiny prowtokytny clement plyty z p. 10.4, wtedy funkeju prze-
micszezeh jest zdefiniownnn za pomocg réwnania (10-16) juko

[N]= [P}[CT ! (16-21)

przy oznaczeniach podanych w rozdz. 10.
Zauwazymy, e [C] pie zalezy od wspélrzednych i ze [P] wyraza si¢ zaleznodciy

[P]1= 11, =, 3, &%, xy, ¥%, &3, 2%y, xy?, ¥°, 2%y, xy°].
/atem macierz mas dla elementu plyty o stalej grubosci ¢ zgodnie z (16-15) réwnn
nig

[ = elC1*({ (PF[PYdwds) [T (16-22)
1 znéw nalezy wyznaczyé tylko $rodkowy calke, co nie przedstawia trudnoici;

enla macierz zaé moze byé otrzymana poprzez mnozenie macierzowe. WyraZenic
1o zostalo przedstawione explicite przez Dawe’a [16] i jest przytoczone w tabl, 16.1.

- ‘I'ablica 16.1

Macierz mas dla prostokatnego elementu plyty
[m]® = [LIIMIIL]

| 3454 _ 1 olab
—461 80 80 6300
1226 —274 199 3454
%74 —60 42 461 __ 80
199 —42 40 461 63 80
IMl= 2| 1236 —199 274 3% 116 116 3454
199 40 —42 —116_—30 —28 —461 80
—274 42 —60 —~116 —28 —30 —461 63 80
394 —116 1226 199 274 1226 —274 —199 3454
116 —30 28 199 40 42 274 —60 —42 461 80
—116 28 —30 —274 —42 —60 —19% 42 40 ~461 - 63 L1t

[L] — patrz tabl, 10.1

Podobnie macierze mas mozna otrzymaé dla elementéw tréjkatnych, omdwio=
nych w p. 10.6 i dalej. Nie podaje si¢ tu rozwinigtych wyrazef wynikéw catkowas
nia, pozostawiajgc Czytelnikowi ich wyprowadzenie?. Przy uzyciu tych ¢lementéw
zaleca sie calkowanie na drodze numerycznej.

Powloki. Jezeli znalezione zostang macierze mas dla ruchu ,,w plaszezyfnic”
i ,,zginania”, wtedy mozna latwo obliczyé macierze mas odniesione do ogdlnego
ukladu wspélrzednych. Mozna takze analizowaé powloki dodajac stany tarczowe
i zgieciowe. Reguly transformacji sa oczywidcie takie same jak dla sit. Wyprowa-
dzenie macierzy mas dla kazdego elementu we wspélrzednych ogdlnych i ostu-
Leezne zebranie macierzy mas zwigzanych z weztem odbywa sie doktadnic w aposdh
podany w rozdz. 11 dla macierzy sztywnosci. Problemy drgar powlok w zasadzie
ni¢ sprawiaja szczegélnych nowych trudnosei.

") Calki podane sq explicite w pracy [20].
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Macierse tlumienia. Powyasze prayklady byé moze pomogly Czytelnikowi
utrwali¢ pewne podstawowe zasady. Zuuwndy On, e macierze thumicnia podane
w (16-14) majy dokladnic taky samg strukturg juk macierze mas; istotnie, rézne
macicrze przedstawione w p. 16.2.1 i podane w (16-7) oraz (16-8) maja réwniez
podobng postaé. Tak wigc, przy nieznacznej modyfikacji, wyniki przedstawione
dla plaskiego elementu tréjkatnego sg jednakowo przydatne we wszystkich tych
okolicznodciach i nie warto ich ponownie przytaczaé.

16.3. Zagadnienia sprz¢zone

Obie grupy zagadnien dyskutowane w p. 16.2 prowadza do ogélnej, jednakowej
postaci macierzy réwnafi rézniczkowych, przedstawionej w (16-6) lub (16-13).
Inne zagadnienia opisywane przez réwnania wyzszego rzedu mozna wyprowadzié
podobnie. Czasami dwa oddzielne uklady takich réwnan wystepuja w tzw. zagad-
nicniach sprzezonych. Aby uzupelnié rozwazania, musimy przedyskutowaé dwa
tukic typowe przypadki, majgce powazniejsze znaczenie techniczne.

16.3.1. Sprzezony ruch konstrukcji sprezystej w cieczy [21], [22]. Réwnanie

ré#niczkowe opisujace rozklad ciénienia p wywolanego ruchem cieczy scisliwej

o malej ampitudzie ma postaé

a2
2y

2 2,
== py 17 _,, (16-23)

o2 ' ¢ ot

%p
e +

gdzic ¢ — predkosé fal diwigkowych. W réwnaniu tym pominigto wyrazy za-
wicerajace tlumienie,
Na brzegach zadane jest p lub w przypadku ciala stalego w ruchu

o _ &
35 = 0z (U, (16-24)

gdzie U, —normalna skladowa przemieszczenia (rys. 16.1).
Podzial obszaru cieczy na elementy skoficzone prowadzi do dyskretyzacji réw-
nania (16-6) w postaci

(H] {p}+[G]§;{p}+ Fy=0, (16-25)

Cialo stale Cigcz Rys. 16.1. Powierzchnia graniczna: cialo stale — ciecz
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pdzic macierze [1] 1 (/] otraymuje sie w zwykly sposdh. Macierz {1} nic nlmzc
micé czlonéw zawiornjyeyeh enlki objetodciowe; otrzymuje si¢ ja, uwzglqdnmﬂg:
calki wytgcznie na powicrzchniach granicznych, odpowiadajace zadanemu ruchowi

[por. réwnanie (15-27)]"). .
Brzegowy (miedzy powierzchniami) ruch zadany jest poprzez ruch konstrukeji,
Jezeli sama konstrukcja jest zdyskretyzowana moZna napisaé

Un= [N1{3}, (16-26)

gdzie [N] okreslone jest przez odpowiednie funkcje ksztaltu, za$ {0} sq prac-
mieszczeniami weztéw. Z réwnania (15-13) mamy

F} =19 5722 {5}, (16-27)
gdzie
[S]=§ [NTe[N]ds, (16-28)

przy czym [N] s to funkcje ksztaltu, okreslajace rozldad cinienia.
“ Przez dyskretyzacje konstrukcji mamy odpowiednio

(KOO ()M o (0} )+ (R =0, (16:29)

wdzie latwo rozpoznamy wyrazy podane w réwnaniu (16-13), z tym ¢ wyruzy
uwzgledniajace obcigzenie zostaly podzielone na czesé zewngtrzng {R} (zulozmlm
jej oddzielny opis) i {F}; wywolane ci¢nieniem cieczy na powierzchnig konatrukeji,
Stosujac zasade prac wirtualnych znajdziemy

s = | INT"pas = %[S]T s} (16-30)

Laczac teraz zaleznosei (16-25), (16-27), (16-29) i (16-30) otrzymamy ostatec-
nie sprzezony uklad macierzowych réwnafi rézniczkowych

I 92
[H] () + 6] oy (£}~ [S1 oo
[K18)+ (15 (0)HMI-5r 0) + - [STHp}+R) = 0

opisujacy rozwazany problem. i
Pewne aspekty tego zagadnienia omawiane byly w pracach [21] i [22]).

) W bardziej ogélnym praypadku réwnanie (16-25) mozna pomnokyé przez wyraz zawiorajqoy
2 i pierwsza pochodng p wzgledem czasu. Przypadek ten ma micjsce wéwcznlu, .gdy Wy Ry
% tlumieniem sa uwzglednione w rd iu ruchu cicezy, albo gdy mamy b.I'chl cllcczylnic ol
bijajace fal cignieniowych. Takic brzegi wystepujg, gdy ciccz rozcipgn sig nicogranicsenic, i A
celéw rachunku obszar zostaje ograniczony [22].
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Dln szezegélnego praypadku cleczy niedcliliwe) (¢ oo) drugi wyraz [G]
picrwszego réwnania staje sig zerem i réwnanie to mose byé rozwigzane niczale-
nie, dajgc w wyniku

(9} =[HI[S1 2 {0).

Podstawiajac to do drugiego réwnania otrzymamy proste réwnanie dynamiczne,
w ktérym macierz mas jest pomnozona przez dodatkowq macierz mas

L sprgs. (16-32)

"I'aka ,,zredukowana macierz mas” zostala zaproponowana przez Zienkiewicza
i innych [4], [15].

"I'en sam proces zastosowany zostal przy badaniu czestotliwosci drgar wlasnych
zapor tukowych [23].

16.3.2. Sprezyste zachowanie si¢ nawodnionego oSrodka porowatego [24].
Zagadnienie to ma duZe znaczenie w mechanice gruntéw i w szeregu probleméw
geotechnicznych.

W sprezystym oérodku porowatym ci$nienie cieczy w porach wywoluje sily
masowe, wystepujace w macierzy sprezystosci o wartosci

op
X D
yl=—12% (16-33)
zZ %

|2

laz

Sily te zostaly omdwione w rozdz. 4; Czytelnik moze znaleié dalsze szczeglly
w pracy [25].

Gdy teraz zdyskretyzujemy obszar sprezysty za pomocs elementéw skonczo-
nych, wspomniane sily masowe spowoduja udzial w sitach wezlowych o wiel-
kodei®?

Qs

x

__
~ &

= ({0} 21 aav) 2 = 1), (16-34)

[»Q

laz

gdzic [N]— funkcje ksztaltu definivjace przemieszczenia ciala sprezystego,
[N]— funkcje ksztaltu definiujace rozklad cisnied w porach.

') Calki dla catego obszaru napisane sa tylko dla upr ia zapisu, podobnie jak w rozdz. 2.
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Ostatecznie dla kontinaum mamy  standardowe  réwnanie zdyskretyzowane
[K{8}--[LH{p}+{R} =0, (16-35)

gdzie [K]— macierz sztywnosci, {R} — wszystkie zadane sily z wyjgtkiem cid-
nienia cieczy w porach.

Zajmijmy sie cieczg zawarta w porach. Musimy zapisa¢ opowiednie réwnanio
rézniczkowe ciaglosci. Réwnanie to podali$my jako (15-1) w rozdz. 15; w rdwna-
niu tym ks, kj, k. sq teraz wspélczynnikami przepuszczalnoscl, zag Q predkodcig
narastania (doplywu oraz wyplywu) cieczy w jednostce objeto$ci przestrzeni,

Przy sprezystych odksztalceniach odrodka wskutek przemieszezen u, v, w mamy

a T
%
0= —p ( + &y ) BRI 16-36
2= dy " ox —Hoy ot y }: ( = )
2
laz
gdzie p — porowato$é materialu. Dyskretyzujac réwnanie (15-1) i podstawiajge
(16-36) otrzymujemy

[H]{p}+151 55 {8} = 0, (16-37)

poniewaz udzial Q wyrazony jest zaleznoscig (15-13)

k2
ox
wyivroar = (p e i imw)d, oL (e
v 4
&)
Réwnania (16-35) i (16-37) tworza sprzezony uklad macierzowych rdwnad
rézniczkowych. Jest on podobny do ukladu wyprowadzonego dla sprz¢zonego
wspéltdzialania dynamicznego: ciecz-cialo state (16-31).
Jesli zatozymy niescisliwos$é cieczy dla zadania omawianego w p. 16.3.1, wéwe
czas postaé (16-31) staje si¢ identyczna z rozwazang w niniejszym zadaniu.
Nalezy odnotowaé, ze jedynie formalnie z zaleznosci (16-34) i (16-38) wynika

[8] = ulL]".

Problem ten byt po raz pierwszy zdyskretyzowany za pomocs elementéw skof«
czonych przez Sandhu i Wilsona [24], ktérzy zastosowali jednak nieco odmienny
sposéb.

Aspekty fizyczne zagadnienia omawiali Crocker i Naghdi [26] oraz Biot [27).
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Zwykle réwnanic konsolidugji, mujyee pontaé rdwnania (16-1) z pominieciem
pochodnych drugicgo rzgdu wagledem czumn, jest szezegélnym  przypadkiem
przedstawionego tutaj, ogdlniejszego sformulowania,

Powyicj zalozono, ze ciecz jest niedcisliwa. Gdy uwzglednimy jednak $cigliwosé
vicery, w réwnaniu (16-37) wystapi dodatkowy wyraz w postaci

1412 (s}

Przyjmujac to rozszerzenie mozna badaé zagadnienia oérodkéw czgsciowo nasy-
conych cieczg (gruntéw).

16.4. Odmienne sformulowanie zagadnienia wplywu czasu

W poprzednim paragrafie sprawdziliémy rozwigzania zagadnien do rozwigzania
nucicrzowych réwnas rézniczkowych wzgledem czasu. Postepowanie to jest wy-
Jutkowo proste i nie zawiera nowych zasad. Mozliwe s3 jednak odmienne sformu-
towania.

W pierwszym z nich stosuje si¢ metode Galerkina (lub inng metode wazonej
residualnej) bezposrednio do réwnadh rézniczkowych opisujacych zagadnienie,
W 8posih omawiany w p. 3.4. Za pomoca niewiadomych opisanych przez funkcje
ksztaltu zalezne nie tylko od polozenia geometrycznego, ale takze i od czasu, tj.

¢ = [N(ny:z,t)] {¢} B

(roblem moze byé zdyskretyzowany poprzez elementy skosiczone w przestrzeni
I w cxasie [6], [28).

W ten sposéb zagadnienie staje sie wezterowymiarowe”, lecz w zasadzie catko-
wite zadanie numeryczne powinno by¢ ostatecznie sformulowane bezposrednio
w knzdym przedziale czasu ¢, <t <, i rozwigzanie otrzymamy w sposGb stan-
dardowy.

W drugim sposobie postepowania stosuje si¢ zasade wariacyjng w wyrazeniach
zaleznych takze od przestrzeni i od czasu. Postgpowanie takie przy uzyciu catek
splotu zostalo opisane przez Gurtina [29] i zastosowane z powodzeniem w pracach
[5]1 [24]. I w tym praypadku dokenano podziatu na elementy przestrzenno-cza-
sowe,

W prostych zagadnieniach dynamicznych taka zasada wariacyjna pochodzi
wprost z dobrze znanego réwnania Lagrange'a, w ktérym warto$é stacjonarna
jest poszukiwana dla

i

x=1{Lat, (16-39)

L3
gdzic
L=U4+WiT, (16-40)
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prey ceym U-] W Jent wouny energii odkeztaleenin i energii potencjulngj, ktéry

HH 1 L/ A 4 0 H H qatY !’
wprowadziliémy w oz, 2, natomiast 1' jest energiy kinetyezng ukladu, 1. znane

jent pod nazwy funkeii Lagrange'a [30]. ’ _ . ‘
Mimo iz takie sformulowanic ma pewna zalete ogélnosei, z uwagi na ogranicrone
mozliwodei rozwazan zostanie ono pominiete i nie bedzie dalej omawiane bardzic
wrezegbtowo. o -
Uproszczona wersja metody Galerkina jest wprowadzona bezpodrednio do
sdyskretyzowanych réwnan w nastepnym paragrafie.

16.5. Zwiazki rekurencyjne dla rozwigzania zagadnienia war-
to§ci poczatkowych

Macierzowe réwnania rézniczkowe otrzymane w p. 16.3 mialy taki chfxru.ktcr, 2?
nkre$lona liczba wartosei funkeji tub —w razie potrzeb)‘r———wartoém plerwazej
jej pochodnej wzgledem czasu catkowicie okreslaly t¢ funkcje w zadanym odstgpio
(‘/“if;edstawiona ponizej kategoria zagadnien, zwana z.agadnieni.ami o wnrt(.)écinch
poczatkowych, jest rozwigzana poprzez zastosowanie odpowiednich zwnqzkélw
rckurencyjnych [1]. Za pomoca takiego postgpowania krok po kroku otrzymujo
si¢ pelne rozwigzanie zagadnienia. ) ] .

W pewnych prostych przypadkach zwigzki rekurencyjne mogq)by(: zastgpione
rozwigzaniem $cistym, jak to pokazal Visser [3]. Tych przypadkéw rozpatrywné
tutaj nie bedziemy. ) .

Zwiazki rekurencyjne moga byé znajdywane w rézny sposqb. Moznal '/.uut(m;wu(?
na przyklad schemat réznic skoriczonych lub postepowanie G.uler.'kma wionej
residualnej, wewnatrz kazdego przedziatu czasu. Drugi z wymlcmonychlupom-
béw pozwala na bardziej ogdlne traktowanie i ma wszelkie zalety procesdw wi-
riacyjnych, proponowanych przez Wilsona i innych [5:!, [24-].. '

Zwigzek rekurencyjny moze by¢ zapisany réwnoczesnie dla .kllku calek; wynu-
ga to wiekszej do rozwigzania liczby réwnan, lecz daje w wyniku wzrost doklud-
noéci i stabilnodci rozwiazan. ) ) o

Wygodnie bedzie rozpatrzyé oddzielnie réwnania macierzowe zawicrajice tylko
picrwsza pochodng wzgledem czasu, a nastepnie réwnania zawierajgce drugy po=
chodng.

16.5.1, Zagadnienia z pierwsza pochodna wzgledem czasu. "I'ypowym
zagadnieniem tej kategorii jest problem okreslony przez réwnanic (16-6) przy
[(]=0, t.

[HI($}+Cl o (9} +F) = 0. (16-41)

Rozpatrzmy przedziat od ¢ = 0 do ¢ = t,, gdzie {¢}o 53 to wartodci poczgtkowe
przy t= 0.
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Ogdlnie powmnlém){ wewnqtrz pracdziuly sulodyé postad interpolowang funkeji
{#}, okreslong praez jej wartodei w poszezegdinych prazedziatach czasu

(¢} = ; Nty {e}, (16-42)

gd:ﬁic Ni(.z) — odponiednie funkcje ksztaltu, okreslone w sposéb ciagly w prze-
(]Zl;ll(;).. Nie jest tutaj korzystne przedstawiaé te funkcje w sposéh nieciggly, na
podobiefistwo elementé A i ” .
podob mentéw skoriczonych, z uwagi na »ruchowy” charakter zagad-
Na przyklad jezeli zalozymy lini i j ;
y linlows interpolacje, mozna trywad
poczgtkows warto$é przy £ = 0 i wartodé przy n=1 A

Sy ; 4. t, = 4z i
zaleznosé w postaci macierzowe;j O Mamy wige

- {630
glzic: @)= Nl]{{d’}x} (16-43) |
At—t
No=—Z5—
z
Ny=—.

Pochodna tej funkcji wagledem czasu jest

%‘ﬁi: [%% éé\;’l]{{¢}o

_ b {8
{¢}1} ~at ”l{«»}l}

Jezeli warto$é poczatkowa {¢}o jest znana, otrzymuje si¢ tylko jedno wazone

réwnanic residualne przez scatkowanie ré i
: nie rownania (16-41) pemnoz
powna ( )p onego przez N.

(16-44)

;S j—t([H][No:NJ{%?}HC][E%, %Hgif}—!—{ﬁ})ﬂ:o. (16-45)

Po uwzglednieniu zaleznodci (16-44) i ostatecznym scalkowaniu otrzymamy

a4t

1
2 T8} @3)+ ZHACH—@hoHo1)+ § L (Fyar = 0. (16.46)

‘W.)tnik te‘n jest.identyczny z wynikiem otrzymanym poprzez zalozenie Srednief
rd ltuf: y .rku.nczonej, zastosowanym w pracach [1], [4], [8]. Jego wywdd jest jednak
udmienny 1 stwarza interesujace mozliwosci zast i Zyciu i ji
interpolamging s stosowan przy uzyciu innych funkcji
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7 réwnanin (16-46) moine wyznaczyé {¢},
oh = (im2c1 ), ) (-2 @ { gy w1 o
0

i zastosowaé ten wzdr rekurencyjny do wszystkich dalszych odstgpéw cznmu
(poczawszy od £ = 0).

Jako odmienny schemat rekurencyjny mozna rozpatrzyé przedziat zawicrajycy
trzy odcinki czasu (0, 4¢, 24¢t), jak pokazano na rys. 16.2.

[ 4t
Mo M ’N‘
N
Rys. 16.2. Zmienne w czasie ,,funkcje ksztaltu” o nieciaglej NG l
pierwszej pochodnej 0 2 —= =i

Stosujgc taki sam proces i przyjmujac paraboliczny wzdr interpolucji
Lagrange’a, zamiast (16-43) bedziemy mieli

{#}o
{9} = [No(®), N, (2), N2(9)] ?75}1

b}z

Przeprowadzenie takiego samego rachunku jak poprzednio doprowadzi do dwu
wazonych residualnych réwnari podobnych do (16-46), z ktdrych zndw moinu
wyznaczyé {$}; i {¢}, na podstawie znajomosci warunku poczgtkowege {¢}o.

Proces ten mozna kontynuowaé nieograniczenie, otrzymujac bardziej udosko-
nalone rozwigzania przez podwajanie, potrajanie itd. catkowitej liczby rdwnuh
podanych w rozwigzaniu dla pojedynczego przyrostu. Wydaje sig, ze przy bardsigj
rozbudowanych ,,elementach w czasie”’ uzyskuje si¢ wiekszg stabilnodé rozwiyzni
1 mozna stosowaé wieksze odstepy czasu.

16.5.2. Zagadnienia z druga pochodna wzgledem czasu. Dynamiczny ruch
konstrukeji i podobne problemy prowadzg do réwnari typu (16-13)

[K1(0)+[C] {0} M) oy {8}-+(F) = 0.
Z postaci tych réwnar widaé, ze niezbedne sa dwa warunki poczgtkowe, Ogilnio
zaréwno {6}, jak i %{6}0 powinny by¢ znane na poczatku rozwazancgo przys
rostu czasu. Postgpujac doktadnie tak samo jak poprzednio, nalesy przyjgé funkeje

ksztaltu zmienne w czasie jako okreslone przez wartosci {4} i ‘:t {8} w rd2nych
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chvfllnch crnsl b, Jedeli rozpatrywad hedulomy odstep czisu migdzy 01 A, prayj-
mujemy w nim teraz hermitowskic wiclomluny wzedcienne, zatem

{3} l

3

27{0}
{6} = [Ho,o, Hyo, Hoy, Hy,] {%t}l i (16-48)
J

d
lﬁ{é}l
gzie: Hyo = 1—3524-253,
Hyo = s—25%+¢,
Hy,, = 352—2¢3,
I, = —s+s3,
st
At
Powyzsze wielomiany hermitowskie s3 te: jaki Swi
w rozdz. 12. Przcdstaw}i,ono je na rys. 123. 0 semego W, ki ombwiono

0 4t t
Ve Hio
aretg ! At
o ¢
ZHos
At
14 ¢
H1,7
ys. 16.3. Zmienne w czasie ,,funkcje ksztaltu” o niecigg-
0 4t ¢ lej drugiej pochodnej

, . . . , -
I.{ownama rekurencyjne mozna znéw otrzymaé zapisujac wazone réwnanie
residualne dla ¢ = Az

{0}
: o
‘S{Z:),.:}I_([KJ_’_[C]%-HM]%;) [Hos Hyo, Hopyy Hiy,l {a;}{ld}o +
|5
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Styd, po podstawlenlu tunkeji keztaltu otrzymamy réwnanie calkowe dln okros
. , f .

dlenia {8}, 1 ;t {4}, poprzes wartodei poczgtkowe, Ostateczna postaé waordw
rekurencyjnych jest nastepujaca

All All’ {6}1 Bll BIZ

P) - _

AZI AZZ W{a}l B21 BZZ
Podane powyzej zwigzki rekurencyjne s3 inne od otrzymanych w postaci réini-
cowej przez Wilsona i Clougha [31] lub w innej postaci przez Chana i innych [32],
Byly one zastosowane z powodzeniem przez Frieda [28], cho¢ wyprowadzil on
jc w odmienny sposéb.

Oczywidcie mozna zastosowaé i tutaj bardziej ogdlne ,elementy skofczone
czasu” z dodatkowymi wewnetrznymi stopniami swobody.

(&
G,

o
J
a0

16.5.3. Problemy sprzezone. Problemy te mozna traktowaé dokladnic tak samo
jak wyzej, zakladajac odpowiednie postacie funkeji zmiennych w czasie. Szcze-
g6ly nie beda tutaj omawiane.

16.5.4. Przyktady. Przedstawione tu przyklady zastosowania wzoréw rekuren-
cyjnych typu oméwionego w p. 16.5.1 wg pracy [6] maja zilustrowaé stabilnok¢
rozwigzania i sposéb postgpowania.

Nieustalony rozklad ciepla w lopatce wirnika. Przykiad ten pokazany na ryn.
16.4 przedstawia dwuwymiarowe zadanie przewodnictwa ciepla opisywano row-
naniem

vV2r=0.

Na brzegach warunki wypromieniowania ciepla (15-3) zostaly zadane pray
réznych wspélczynnikach przewodnictwa cieplnego, zakladajac

(I—TJ)

T
= 2

=
gdzie T,— temperatura gazu otaczajacego lopatke. Na rysunku przedstawiono
warstwice rozkladu temperatury w réznych chwilach czasu. Przy podziale badu-
nego obszaru (przekrdj lopatki) zastosowano elementy izoparametryczne trzeciego
stopnia.

Trdjwymiarowy problem przewodnictwa cieplnego. Dla przedstawienia dnemkd
sfery zastosowany zostal gruby podzial zaledwie na trzy izoparametrycane cle-
menty drugiego stopnia. Na rys. 16.5 pokazano ten podzial i réwnoczednie po-
réwnano zmiennodé temperatury w érodku z wartoécig otrzymang na drodzo
analitycznej [33). Widaé dobrg zgodnodé wynikéw.
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Ryn. 16.4. Rozklad temperatury w chlodzonej topatce turbiny w chwilach: a) t=0,5s,byt=1s,

©) dlu stanu ustalonego

Poczygtkowo w chwili £ = 0,01s temperatura zerowa. Cieplo whasciwe ¢ = 0,11 cal/g°C, gestoéé

¢ 7,99 glem®, przewodnosé k = 0,05 cal/s em°C, temperatura gazu wokél lopatki T, =
1145°C, wspélczynnik odplywu (naptywu) ciepla & zmienia sig od 0,390 do 0,056 na zewnetrz-

nych powierzchniach fopatki (4—B) :

" Nr otworu 1 2
! Temperatura chiodzgca
wnetrze 545°C 587°C
08 . o na obwodzie otworu 0,0980 0,0871
fa
o
] of Ngp=0 |
d
‘I{ o4 Ao 3
o <4
A 1)/\& % Rys. 16.5. Zmiany temperatury w czasie
02 o w wydluzonym ciele sferoidalnym w punkeie
X S x=y=2=0, At=0025, Ly/L,=2,
L L . : aLyfk = oo”
I/} 73 " /3 ) 0 ~— rozwigzanie analityczne, A A — metoda
i elementéw skoficzonych
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16.6. Inny problem nicustalony. Filtracja przy powierzchni
swobodnej

Suczegllng klasg problemdw nicustalonych stanowig problemy filtracji wody
pruntowej bez uwzglednienia jej Scidliwosci, lecz przy uwzglednieniu postgpu-
jyeej zmiany jej powierzchni swobodnej. W réwnaniu opisujacym problem (15-6)
nic wystepuje zaleznosé od czasu.

Powierzchnia swobodna jest linig zerowych ciéniert w cieczy (por. rozdz. 185),
nie jest jednak liniq prqdu w warunkach nieustabilizowanych. Jezeli rozwigzunic
otrzymano dla pewnej chwili czasu ¢, przy znanej pozycji powierzchni swobodnej,
wowczas skladows predkoéei, normalng do tej powierzchni swobodnej, okredlu
ni¢ z zaleznosci

Postepujac krok po kroku znajdujemy nowe polozenie powierzchni swobodnej
po uplywie czasu At i rozwigzanie powtarzamy. Oczywiécie, siatk¢ podzialu na
clementy skoriczone nalezy przystosowywaé przy kazdym kroku obliczen do no-
wego polozenia powierzchni swobodne;j.

Zakrzywione i izoparametryczne elementy skoriczone s3 szczegdlnie uzytecsno
w tym przypadku; byly one stosowane do rozwigzywania dwu- oraz tréjwymia-
rowych zadafi [34], [35].

i=0 ' t=t ' t ot

Iys, 16.6. Powierzchnia swobodna przy filtracji; predko$é powierzchni swobodnej dla kwkde)
chwili czasu ¢ (siatka otrzymana automatycznie)

Rysunki 16.6 i 16.7 pokazuja zastosowanie procesu do prostych praykiaddw
drenazu wprzypadku dwu symetrycznie usytuowanych kanaléw i poréwnanie
wynikdéw z rozwigzaniem analogowym [36]. Praktyczna przydatnodé tego typu roz-
wigzan jest znaczna; m. in. mozna wyja$nié strong jako$ciowq problemu szybkiego
obnizenia poziomu wody w gruncie itp.
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16.7. Uwagi koficowe

Przytoczyliémy zasady badania szeregu probleméw nieustalonych i podstawowe
sformulowania tych probleméw. Mozna przewidywaé dla tego sposobu rozwigzy-
wania probleméw bardzo szerokie pole zastosowan; wiele probleméw majacych
istotne znaczenie fizyczne mozna teraz sformulowaé i rozwigzaé.

Rozwigzania takie, chociaz byly mozliwe do uzyskania poprzednio za pomocg
rachunku réznic skorniczonych, pozwalaja teraz wykorzystaé zalety tkwizce w me-
todzic clementéw skoriczonych. Jednak trudnosci odnoszace si¢ do sprawy sta-
teeznodei takich rozwiszan pozostaja nadal, mimo iz uwiktana postaé wzoréw
rekurencyjnych, wyprowadzona w p. 16.3, daje zazwyczaj dobre pod tym wzgle-
dem wyniki.

Przy rozwigzaniu problemu przez zastosowanie wzoréw rekurencyjnych w po«
staci (16-47) nalezy odwracaé macierz znacznych wymiaréw dla kazdego odstepu
czasu. Jezeli przyjmiemy réwne odstepy czasu, a wlasnosci nie zmieniaja sig
w czasie, wtedy wystepuje w rozwigzaniach ta sama macierz przy kazdym kolej-
nym kroku obliczen i, stosujac czesciowe odwracanie, mozna skrécié czas nie-
zbedny do uzyskania kolejnych rozwiazan do utamka czasu, jaki potrzebny jest
do pierwszego rozwigzania [6].

Niestety, nie zachodzi to w wigkszosci probleméw nieliniowych, w takim np,
jak zagadnienie swobodnej powierzchni przy filtragji podane w p. 16.6 i podob-
nych. Pewne takie sytuacje nieliniowe byly przedmiotem ostatnich badas; m. in,
rozwazano nicustalony przeplyw ciepla z réwnoczesng zmiang fazy (ochladzanie),
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Pelnu dyskunjn tego | podohayeh praypadkdw wykeaezn jednak poze mmy
ninicjsze) ksig2ki.
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17. Problemy
przestrzenno-czasowe.
Postepowanie pétanalityczne.
Drgania i wartos$ci wtasne

17.1. Wstep

W rozdziale 13 pokazaliémy sposéb, w jaki mozna uproscié pewne zagadnicniu,
w ktérych wlasnosci badanego obiektu nie ulegajg zmianie wzgledem okredlonych
wspdlrzednych, eliminujge te wspétrzedne z rozwazan przez zastosowanic f) unkeji
ortogonalnych. Takie postepowanie stosowano od dawna do zagadnien zawicrajy-
eych wspélrzedna czasu; stanowi ono podstawe liniowej teorii drgant, W niniej
nzym rozdziale rozpoczniemy badania od zdyskretyzowanego réwnanin oLrzy -
nego w poprzednim rozdziale w postaci (16-13)

KI5} +CI-18)+IM] gy (8}+{F(®) = 0. (17-1)

Réwnanie to stosuje sie do wszystkich omawianych tu zagadnies, zakladujye
jedng z macierzy (lub wigcej) réwna zeru. Takze i zagadnienic sprzgfone modnn
zredukowaé, poprzez eliminacjg, do powyszszej postaci.

17.2. Rozwigzanie podstawowego réwnania dynamicznego przy
okresowym wzbudzeniu

Niech czton ,,0bcigzeniowy” {F} bedzie w postaci
{F)} = {Fo}e", (17-2)

gdzie {Fo} nie zalezy od czasu.
Jezeli zalozymy rozwigzanie dla {8} zgodnie z zaleznodcig

{8(1)} == {8o}e", (17-3)
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wahwezan po podstawieniu do réwnanin (17-1) otesymnmy
((KI+alCl+a [MD) {Ae}] (£} = 0. (17-4)

Rozwigzanie réwnania (17-4) dla {d,} daje mozliwa postaé drgan konstrukeji
wrbudzonej, jezeli warunki poczqtkowe na {8} s spelnione.
Jeseli zatozymy, ze a jest wielkoScia urojong @ = dw, wtedy

at

€ = ¢ = cosot+isinwt (17-5)

i wyrazenic (17-2) przedstawia wzbudzenie okresowe.

Ogdlnie biorge, zaréwno {Fo} jak i {0} moga by¢é zespolone; wtedy réwnanie
(17-4) mozna traktowaé jako uklad dwu réwnasfi, otrzymanych z przyréwnania
czgdcl rzeczywistych i urojonych. Zatem gdy

{Fo} = (Fo}+i{Fo},
{60} = {8o}+i{do},

wdzie wielkosci z kreskg sg rzeczywiste, mamy dwa réwnoczesnie spelmone réw-
nania, zapisane w postaci macierzowej

[[K]—wz[M] —a[C] ] IEOI__FOI
—olC] K- M]|15]  |F

Réwnania (17-7) tworzg uklad, w ktérym wszystkie wielkodci sg rzeczywiste
i ktdrego rozwigzanie mozna otrzymaé bez trudu. Uklad ten jednak nie jest juz
dodatnio okredlony, chociaz pozostaje symetryczny.

Przy okresowym wzbudzeniu rozwigzanie nie jest ,,wrazliwe” na warunki po-
czgtkowe, poza okresem przejéciowym na poczatku, i dlatego przedstawia ono
ostateczny stan ustabilizowany. Rozwigzanie to jest waine dla zagadnieri dyna-
micznych budowlanych, jak tez dla zagadniert przewodnictwa cieplnego; w tych
ostatnich zaklada sig po prostu

(17-6)

(17-7)

[M]=0.

17.3. Drgania wlasne
Jezeli w réwnaniu (17-1) macierz [C] jest zerem, tzn. problem dynamiczny nie

znwiera thumienia, i jezeli brak jest czynnika {F}, wéwczas réwnanie to upraszcza
si¢ do postaci

K] {8} +[M]-2 8} = 0. (17-8)

Rozwigzanie w czgéct rzeczywistej jest teraz nastgpujgce

{8} = {do}cos wt.
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Iutnicje ono, gdy
(IK]=w?[M]) {80} = 0. (17-9)

Rozwigzanie takic jest mozliwe tylko dla pewnych okreslonych wartodei o,
dli ktérych wyznacznik macierzy w nawiasie jest zerem. Poniewaz wyznacznik
ten jest rzedu z (gdy macierze maja wymiar zX z), istnieje na ogdt n picrwinstkidw
Idacych rzeczywistymi wartosciami w?. Pierwiastki te okreslajy drgania whasne
ulladu. Zagadnienie wyznaczania w nazywa si¢ wyznaczaniem wartosci wiasnyclt
i polega na rozwigzaniu réwnania [1]

det |[K]—w?[M]| = 0. (17-10)

W dziedzinie drga mechanicznych pierwiastki powyzszego réwnania sy rze=
czywiste.

Kazda warto$é wlasna (czestotliwoéé) spelniajaca réwnanie (17-10) okredla
wektor {8o}s, W ktérym skladowe zachowujg staly stosunek wzajemny, leez ware
tosci kazdej z nich moga byé dowolne. Wektory te okreslaja tzw. postacte drgan

- ukladu.

W praktyce wygodnie jest skalowaé powyzsze wektory tak, ze
{80}7[M]{80}: = I (macierz jednostkowa) (17-11)

okredlajy one wtedy tzw. unormowane postacie drgar ukladu.
Inng wazng wlasnoscig tych wektoréw jest to, ze dla dwu réznych czgatotliwodei
¢ # j zachodzi zwigzek

{8015 [M] {do}; = 0. (17-12)

Wlasnoéé ta nosi nazwe ortogonalnosci postaci [1].

Nalezy zauwazyé, ze macierz ([K]—w?[M]) wystepuje w rozwigzaniu ukludu
poddanego drganiom wymuszonym (17-7). Jak wiadomo, gdy w zbliza si¢ do
czestotliwodcl wlasnej, drgania wzrastaja i zachodzi zjawisko rezonansu.

17.4. Rozwijzanie problemu wartosci wiasnych

17.4.1. Uwagi ogélne. Stosowanie rozwinigcia wyznacznika podanego w réws«
naniu (17-10) w wiclomiany w celu znalezienia wartodci wlasnych nio jest
wygodne. Istniejg na to inne sposoby. Dyskusja ich zostala przedstawiona w pra-
cach [1], [2]. Sa tez opracowane programy biblioteczne do obliczesn wartoked
wlasnych.

W wigkszodci proceséw obliczeniowych punktem wyjécia do rozwigzunia sagad-
nienia wartosci wlasnych jest zaleznosé

[H]{X} = 2{X}, (17-13)
gdzie [H] — macicrz symetryczna, dodatnio okreslona,
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Réwnanie (17-9) moze byé napisane w pontaci

K] 'M1{}  3{0. (17-14)

R 1
Po odwréceniu [K] przy A= 3 na ogét symetria zanika.

Jezeli jednak zapiszemy macierz [K] i jej odwrotnosé [K]-! w postaci
[K]=[LIL) (K] = [L]Y[L]Y

gdzie [L] jest macierza majacq ponad gléwna przekatng same zera, otrzymamy po
pomnozeniu réwnania (17-14) przez [L]"

LI [M]{80} = L) {4} (17-15)
Oznaczajgc
L] {8e} = {X} (17-16)
olrzymujemy wreszcie
[H]{X} = 2{x},
gelzie

[H] = [L]7'[MY([L])" (17-17)

Réwnanic to ma posta¢ (17-13), poniewaz [H] jest symetryczne.

Po okresleniu 2 (lub tylko kilku wybranych najwigkszych jego wartosci, odpo-
windajgcych drganiom podstawowym) Iatwo juz znalez¢ postacie {X}, a stad,
poprzez (17-15), wektory {8,}.

17.4.2. Drgania swobodne. W zagadnieniach statycznych wprowadzali$my
wmwsze odpowiednig liczbe warunkéw podporowych, aby umozliwié odwrécenie
macierzy [K]-!, a zatem jednoznacznie rozwigzaé réwnania statyki (por. rozdz. 1).
Jezeli takie warunki podparcia w rzeczywistosci nie istnieja, jak np. ma to miejsce
w rakiecie zawieszonej w przestrzeni, wéwczas ustala si¢ minimalng liczbe wa-
runkdw pozwalajaca na rozwigzanie statyczne, nie wplywajace na naprezenia.
W zagadnieniach dynamicznych takie ustalenie nie jest dopuszczalne; czesto
tes mamy do czynienia z zagadnieniem drgan swobodnych, dla ktérych [K] jest
macterzg osobliwg, a zatem nie majaca odwrotnodci.

Aby umozliwi¢ i w tym przypadku zastosowanie metody ogdlnej, oméwionej
powy:i,cj, zaproponowano prosty wybieg. Réwnanie (17-9) modyfikujemy na-
stepujgco

[(K]H-a[MD)— (@ +a)[M]] {30} = 0, (17-18)
gdzic @ — dowolna stala o wartosci tego samego rze¢du co poszukiwane 2.
Nowa macierz ([K]+«[M]) moze byé odwrécona i dalej traktowana w zwykly

sposéb. To proste, lecz efektywne postepowanie, pozwalajace ominaé powazne
trudnodci, bylo zaproponowane przez Coxa [3]
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17.4.3. Uprosgesgonu metoda wyznaczania wartobel wlasnych, Jukiojkol-
wick metody uaylibykiny do wyznaczania wartosei wlasnych i postaci wisnyeh
ukladu dla zadunego wyminru zadania, to udzial maszyny bedzie o rzgd wiclkokei
wigkszy od niezbgdnego do rozwiazania réwnowainego zadania statycznego,
Szcagsliwym zbicgiem okolicznodci w problemach dynamicznych mozna otray-
maé dostatecznie dobre przyblizenia dla mniejszej liczby stopni swobady od
niczbednej do rozwigzania statycznego.

Jezeli do rozwigzania statycznego zastosowano drobny podziat na clementy,
wiwezas mozna wyeliminowaé pewng liczbe stopni swobody przez ,,zebranic”
mas i uwzglednienie tlumienia w zredukowanej liczbie parametréw wezlowych,
Sposéb takiego postgpowania zostal zaproponowany przez Ironsa [4], [5], # nae
stepnie przez Guyana [6]. Na uwage zastuguje tu podobieristwo do koncepeji nad-
clementu przy badaniu podzialu, opisanej w rozdz. 7.

Podzielmy catkowity liczb¢ parametréw ukladu {6} na dwie czgéci

(8) ={§j} (17-19)

i zalézmy, ze parametry §; zaleza w pewien jednoznaczny sposéb od parametrdw
%. Te ostatnie nazwiemy zatem ,,niezaleznymi”, a te pierwsze — praleznymi’
zmiennymi. Tak wiec

{0, = [L] {5} (17-20)

oraz

{8} = [ﬂ{ﬁa}s (17-21)

gdzie [L] — macierz okreélajaca powyzszg zaleznosé.
Réwnanie dynamiczne dla calego ukiadu

32

{8y =0

[K]{6}+[M]

zostanie zredukowane wskutek ograniczenia swobody odksztalcenia, wynikajy
cego z (17-21). Redukeji mozna dokonaé najlepiej poprzez minimalizacjg catko-
witej energii potencjalnej ukladu ze wzgledu na zredukowang liczbe parametréw,

W rozdziale 2 pokazano, Ze ta energia potencjalna moze by¢ zapisana, pray
uwzglednieniu zasady d’ Alemberta, w postaci

” o\
£ = oyiKIo) + {00 03 ), (1722
Po przeksztatceniach mamy
_3%7}‘ = (KK }+[M{d} =0, (17-23)
a1



wlzic:

Iy
[K']=|L l"'JI/,I (17-24)
. [ ! JT[M] [i l b=2 o,

co odpowiada zmniejszonej liczbie stopni swobody zwigzanej z {&:}.

Nalezy teraz znalezé sposéb sensownego okreglenia zwigzku migdzy ,,zalez-
nymi” a ,,niezalesnymi” parametrami. Wygodne zalozenie, ktére mozna spraw-
dzi¢ w oparciu o intuicje inzynierska, polega na tym, e ogélna postaé odksztat-
cenia powinna odpowiada¢ postaci otrzymanej przez wprowadzenie przemieszczen
{#4} do nieobcigzonego uktadu. Zatem piszac podobnie do (7-18)

K15 — [Kii Kij] 5;'}
[KI{s} = Ky K, { 5, (17-25)
otrzymamy

K3+ Kl {8;} = 0, (17-26)
ponicwaz wezly 7 s nieobcigzone, oraz

{0} = — K1 K] {&}

lub (17-27)

L] = —[Ks M K.

7astosowanie tego sposobu jest wyczerpujaco opisane w pracach [7], [8].
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Pordéwnanie teoretycznych i doswiadczalnych wartosci drgain wiasnych prostokjtnej
plyty wspornikowej o stalej grubosci (a — dlugosé, a/2 szerokosé plyty)

7 /Y Djgta*
—— Wyniki Bartona Elementy skot 1e ‘tréjkgtne ,,niedosto-
! — sowane’’
“f"‘:"ﬂ 4 Doswiadcze-
t do$wiad- i
mlgffz aa zz \év:ix:l nia Plunketta %1 4x2 }2 %8 na
4 elem. 16 elem. polowie plyty,
N odpow. 64 elem.
1 3,47 3,42% 3,50 3,39 3,44 344
2 14,93 14,52% 14,50 15,30 14,76 14,77 a
3 21,26 20,86 21,70 21,16 21,60 21,50 s
4 48,71 46,90 43,10 49,47 48,28 48,19 a
f 60,50 67,46 60,56 60,54 s
) 92,30 88,84 91,79 s
7 94,49 93,99 92,80 92,24 92,78 a
4 118,70 117,72 119,34 5
9 125,10 118,96 124,23 s
10 154,00 153,15 a
1 176,00 174,56 s
12 196,00 199,61 s
*) Wyniki zostaly skorygowane przez Bartona dla uzyskania zgod i z do$wiad

przez nicgo przeprowudzonymi; § oznacza symetryczng postaé drgafi, @ — antysymetryczng.
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17.5. Przyklady obliczenia wartoéci wlasnych

Szereg roznych problemow zostato juz rozwigzanych cfektywnie, Omdwimy tylko

nicktére.

17.5.1. Drgania plyt. Na rysunku 17.1 pokazano postacic drgad prostokqtnc.j plyty
wspornikowej, znalezione przy podziale zaledwie na cztery elementy trdjkytne,
Rezultaty poréwnano z obszernym obliczeniem wykonanym przez Bartona |9).
Yauwazmy, ¢ wyniki uzyskane przy pomocy prostych ,»nicdostosowanych”'
trojkatéw sa tutaj lepsze od uzyskanych przez bardziej rozbudowan.e sformulu-l
wania, a dokladnodé jest doéé znaczna zaréwno dla czestotliwodei jak 1 dla postaci
drgan. ) .
Szczegblowy wykaz otrzymanych wynikéw przy zastosowaniu trojkgtéw , nic-
dostosowanych” przy réznych siatkach podziatu podano w tabl. 17.1 [7].

a)
by -
Postai | wiNUfp e
- pihad J
i : 1 3,469
- Postac 1 =y
Elag - 2 8535
Liczba Stopni 1
swobody= 90 3 | 20430
7| 2050
b
Postad oVieta?
77| aem
1 &,441
Liczba glowngeh [ 97 pad
9 ,yaﬂ IR a"y/."f)’l
4 | A
€
Pestod] w/\NIg a¥
i 317
2| 48
Liczba g/'o'wn;m 30 21,645
T e
49
16585 Pustod w/‘/ﬂp i
Rys. 17.1. Drgania plyty wspornikowej po- . 1 3493
dzielonej na cztery elementy tréjkatne. Po- 2 ﬂ,'b'yﬂl
stacie drgan. Dane: E = 2,11 -10° kG/cm?, Uczbu'glb'wnychﬁ 3 | 22600
{ = 0,254 e, L =508 cm, b=254 cm p 7 2450 ]

» = 0,3, gestodé @ = 7,83 g/em3, Liczby wy-
pisane w kolejnosci sa wartodciami czestotli-  Rys. 17.2. Fliminacja zmicnnych din drgnjgee)
wodci obliczonymi na podstawie: 1) rozwig-  wspornikowej plyty Lwadratowej: u) plyta hew
sania $cistego [9], 2) trojkatoéw ,,niedostoso-  eliminacji, b) wyeliminownno wezly bus kélok,
wanych”, 3) tréjkatéw ,,dostosowanych’ ¢}i d) wyeliminowano wazyatkio stopnio swobody
przy uzyciu funkeji L, 4) funkcji L i jej po- 2z wyjatkiem pr i A popr yoh wos-
chodnej 16w oznaczonych kélkami
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Padobny problem przedstawiono na ryn, 17,2, gdzie zbadano efekt zastosowa-
nin wprosscaonej metody wysnacsania wariofei whasnyeh.

Widaé, jak bardzo male réznice uzyskuje si¢ w przypadku pierwszych czterech
czgstotliwoéel przy ograniczeniu liczby stopni swobody z 90, poprzez szereg
stopni redukeji, az do szedciu.

17.5.2. Drgania tarcz. Na rysunku 17.3 przedstawiono rozwigzany przez

Clougha i Chopra problem drgar plaskiego przekroju zapory ziemnej [10]. Za-
stosowano proste elementy tréjkatne.

)

PG T, o= 17T radls | Pushd 5, e 2012 rads

P
et

Postuc 2, w=1252 rodfs Postec 6, =230 radfs

AT,
— 2 N
- o A W=

i
Puitel 3,00 =14.60 rodfs Postec 7= 2375 radfs

Rys. 17.3. Zapora ziemna: a) siatka elementéw
skoficzonych zastosowana do obliczenia za-
pory, b) postacie i czestotliwodei drgai swo-
i ] bodnych zapory obliczone przez Clougha
Tostad' 4,00= 19371 radfs Postac 8, o= 2595 radfs i Chopra [10]

17.5.3. Drgania powlok. Oczywidcie mozliwe jest zastosowanie opisanych
popraednio sposobéw do dowolnego problemu sprezystego dwu- lub tréjwymia-
rowego. Drgania powlok s tego typowym przykladem. Na rys. 17.4 pokazano —
W preeciwiefistwie do “poprzedniego prostego przykladu — zlozone elementy
grubodcienne (opisane w rozdz. 14) zastosowane do obliczenia drgani lopatki
turbiny, Na rys. 17.5 przedstawiono ten sam typ elementéw w zastosowaniu do
analizy dynamicznej zapory hikowej.

Inne przyklady badan dynamicznych powlok podapo w pracach [13]--[16].
W pracy [7] pokazano takie pewne zastosowania przy wykorzystaniu tréjwymia-
rowych elementéw izoparametrycznych.
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Widok L e Hatoh ¢ bodv

a)r

Podstawa)

Krawed?
Zomocowaniy

v ia lopatki turbiny: a) siatka elementéw zastosowana do obliczesi, b) p(.mlué 1
(I::xfr\::z‘:w.;Zia;;;;xe)? czgstotliwozci: Zyomierzone 517 Hz, obliczone 518 Hz, ¢) pos.tﬂé 2’(p|1rwu.lr
wkrzywienie); czestotliwoéci: pomierzone 1326 Hz, obliczone 1692 Hz, d) postaé 3 (p.lEI'WIL:\ II rciu) -.
nic); czestotliwodci: pomierzone 2885 Hz, obliczone 2686 Hz, e) postaé 4 (drugie wychylenie);
crgstotliwodei: pomierzone 2510 Hz, obliczone 2794 Hz

Rys. 17.5. Drgania zapory lukowej : a) siatka 3 X3 paraboli grubodci wycinks
powloki zastosowana do obliczenia zapory, b) postad 1 drgaf winsnych zapory; cagstotliwodd

2,2 Hz
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17.5.4. Réwnanie falowe. Problomy elektromugnotyczne ifale w cieczach.
Réwnanie problemu dynamicanego (17-1) mosnn wyprowadzi¢ z rozwazad nad
réznymi problemami typu nie budowlancgo. Bylo to pokazane w poprzednim
rozdziale.

Zagadnienie wartosci whasnych zwigzane jest z wystgpowaniem macierzy ,,mas”
i ,,sztywnosci”, majacych obecnie inne znaczenie fizyczne.

Postaciyq szezegdlng omawianych poprzednio réwnar jest znane réwnanie fa-
lowe. W postaci dwuwymiarowej jest ono nastepujace

P PP 1 ¢
w Tyt E g =0 (17-28)

Jeieli warunki brzegowe nie powoduja wymuszenia, wéwczas mamy do czynienia
# problemem wartoéci whasnych. Wystepuje on w licznych zagadnieniach réznych
dziatéw fizyki.

Pierwsze zastosowanie dotyczy pél elektromagnetycznych. Na rys. 17.6 poka-
zano posta¢ pola dla problemu falowodu. Zastosowano tu proste elementy trdj-
kytne. W pracy [17] podano bardziej zlozone zagadnienie oscylacji tréjwymiaro-
wej.

A -
- .
0 36 40
/]
e/l LK
/ < () Rys. 17.6. T-dzielny falowéd pétksiezycowy. Postaé
AN H. Srednica zewngtrzna = d, 00° = 1,3d, r = 0,294,
s = 0,055, 6 = 22°

Podobne réwnanie opisuje z dosé dobrym prayblizeniem zachowanie si¢ fal
powierzchniowych w oérodku wodnym

d{, oy o, dp\ 1&%
i)+ S+ 1580 47-2)
Rdzic: /i — érednia gleboko$é wody, p— postaé powierzchni przekroju przez
ofrodek wodny, g — przyspieszenie ziemskie.

W ten sposéb mozna tatwo znalezé czestotliwosci wlasne wody zawartej w ba-
senuch portowych o zmiennej glebokosci [18]. Na rys. 17.7 pokazano postaé pola
fal dla pewnego basenu portowego.
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N lbele renhe
Migjace poglebione
a) \\ et )

ZW.W.w.

g-—+610
g~ —+305 5
------- Zw.w. 3 3
]
3
——————— +305 2
Y B
g

&0m
A
A vu‘\g',

Rys. 17.7. Falowanie w porcie naturalnym: a) plan, b) warstwice maksymalnych wychyled
poziomych wody w czasie falowania

17.5.5. Uklady zespolone —ruch cieczy. Teoria.tego zagad.nienia omé\fvi()!m
vostala w ogdlnych zarysach w rozdziale poprzedn.lm. Gdy nie ma thumienia,
rozwigzanie zagadnienia sprowadza si¢ do znalezie’mé.x war.toéfl whasnych. )
Wprowadzenie do rozwazai zalozenia o nies’cléh.woécl cte(’:’zy powoduje po
prostu konieczno$é uwzglednienia ,,dodatkowej macierzy mas”, o ktérg naley

Rys. 17.8. Objetosé cieczy z powierzchnia swobodng falujyca wraz e dcinng,

Amplitudy ciénienia (kwadraty przeciwny kierunek): n) postad 1}
czestotliwosé 9,8 Hz, b) postaé 2; cagstotliwod 43,6 Tz, ) postad 3; cagmtotli-
woié 53 Iz
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swickszyé nuse uklndu (konstrukelt), W randsinle 15 omdwilismy szezegdlowo
tuky mucierz oraz sposéh, w Jukd moge onn hye palyezona z odpowiednia macierzg
uktadu. 'T'akie sformutowanic podali jako picrwsi Zienkiewics i inni [19], nastepnie
#ad bylo ono zastosowane przez Backa i innych [20].

Jezeli nalezy uwzglednié $cigliwosé cieczy, problem nieco sie komplikuje; wy-
stepuja bowiem sprzezenia drgan cieczy i konstrukeji [21].

Prosty przykiad problemu dwuwymiarowego, przy uwzglednieniu takiego sprze-
Zenia w wyidealizowanej zaporze i cieczy, jest pokazany na rys. 17.8; wykazuje
on cfekty wynikajace z réznego podziatu na elementy [22].

Przy redukowaniu probleméw sprzezonych do standardowych probleméw war-
todci wlasnych pomocne s pewne przeksztalcenia, Niektére z nich podane
byly w pracy [21]; odmienny za$ proces rachunku zaproponowal Irons [23].

17.6. Rozwiazania zagadnien nieustalonych poprzez warto$ci
wlasne. Sposéb postaci znormalizowanych

W poprzednim rozdziale omawialiémy rozwiazanie zagadnieri nieustalonych za
pomocg réznych wzoréw rekurencyjnych. Jednakse jesli znane s3 czestotliwodci
wiasne i postacie drgan uldadu nie ttumionego, mozna bardzo prosto uzyskaé
rozwigzanie dla przypadku sit nieustalonych dzialajacych na taki sam, lecz thu-
miony ukfad, okreglony przez réwnanie (17-1). '

Postepowanie to opisane jest w szeregu prac; z pewnym przyblizeniem
prowadzi ono do obliczenia w prosty sposcb reakcji ukladu w tak zlozonych
przypadkach jak wstrzasy sejsmiczne itp. [20], [24], [25].

Rozpatrzmy znéw réwnanie problemu (17-1)

K] (0}-+[C) 2 (0} + MV om (6 + (F0)} — o

Znuwazmy, ze dowolng postaé ruchu mozna przedstawi¢ jako liniows kombinacje
wektoréw  whasnych {48, },, otrzymanych z rozwigzania zagadnienia wartodci
whisnych (17-9)
(K[—w?[M]) {30} = 0.

My zatem

{8} = [{8o}is {does -, (Bobulfe} = [4] (2}, (17-30)
#lzic [Ao] jest macierzg wszystkich znormalizowanych postaci drgaii wiasnych,
s (1)} przedstawia proporcjonalny udzial kazdej postaci w catkowitym ruchu

ukladu. Jesli teraz podstawimy zwigzek (17-30) do réwnania (17-1) i pomnozymy
cnlo$é praez [4,]", otrzymamy

(4" [K][4o] (=} + [4o7[C] [Ao]{; (=}+
+[AD]T[M] [Ao]gtfz—{z}—%—[/lo]w{F} = (. (17-31)
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7 uwagi nn wlaknoké ortogonalnodei (17-12) wiemy, de gdy § o 5
{80 1[M]{d0}; = 0,
ngdyi=j
{dohi[M]{do};=1;
poniewaz z definicji postaci normalnych
[K){d0}: = P [M]{d0}:,
wige przy £ # §
{30 1:[K]{0}; = 0,
vad przy £ = j
{601:[K1{80}; = wf.
Jezeli ponadto zatozymy ¥, ze [C] ma takg postaé, iz znéw przy 1 w f
{00 }FICT{d0}; = 0,

caprzyi=j

{50}?[01{50}1' = 2w;c;,

wowczas uklad réwnan (17-31) zawieraé bedzie tylko wyrasy na prachqtnef;
otrzymamy zatem uklad zwyktych réwnad rézniczkowych

d d?
gt arE = —{6o}T{F}
.................................. (17-32)

wle—l-ZoJl

2 d d? _ 80 )E(F)
w,,z,.+2w,.c,,zzn+ Eﬁzn = _{ 0}"{ .

Kazde z tych réwnan mozna teraz rozwigzaé w elementarny sposéb, zas calko-
ite igzanie uzyskuje si¢ z (17-30).
"’ I'tl(:e;(:)zv?jdz:z:jlu upc})’stgpgowaiie (w‘ szzzegélnoéci jest przy}datne' wéwczmt, kﬁd);
wszystkie sity {F(z)} zmieniajg sie w czasie w ten sam sp?sob. Nlegh n.a pl]‘l.y‘ e
posadowienie budowli poddane bedzie pewnemu przyspieszeniu [GE wuv\l/‘(iznln,
jpoprzez superpozycje takiego samego, lecz przeciwnego I‘l:lChu dla calego ukindu
(budowla + posadowienie), mozemy rozpatrywaé budowle jako zamocowang w po-
sadowieniu i obcigzong sitami w wezlach (rys. 17.9)
~[M){4}V, (17-33)
gdzie {4} — macierz geometrycznie ZWianl.'la z vprzyspieszen.iami w wcvl.‘l.uch
iz U (sklada sie ona tylko z zer i jedynek, jesli U pokrywa si¢ z kicrunkiem
jednej z osi uktadu).

') Zalozenie to, jak widzieliény w poprzednim rozdziale, jest VT
podobna do postaci [M].

% poatad [C] joat

a0



‘Typowe réwnanie rézniczkowe moknn terng zapiseé w postaci

whgl 4-2um¢ ‘Z - (}I’; FHENIOR (17-34)
gdzie
2= Rizi, Ri={6}T[M]{4}. (17-35)
Rozwigzanie réwnania (17-34) mozna zapisa¢ nastepujaco
1
s = {U(t)eco—sinan(s— 1) dr (17-36)
[}

i obliczyé je dla réznych rodzajéw ruchu raz na zawsze.

4
— ] Stajonarne Rys. 17.9. Ruch podioza a sila réwnowasna

Dia kazdego konkretnego ukiadu konstrukeji istotna jest znajomosé czynnika
R/ i kazdy program dotyczacy obliczenia wartoci wlasnych nalezy ukfadaé tak,
by mozna bylo te czynniki uzyska¢,

Dla réinych przypadkéw ruchéw sejsmicznych zostaly obliczone juz takie
reakeje ukladéw o jednym stopniu swobody [typowe dla réwnania (17-34)}.
Mozna zauwazyé, ze znaczne wartodei reakeji ukladu wystepuja tylko w niekts-
rych weztach; maksymalne reakcje w tych weztach po zsumowaniu pozwalaja
okreslié najwicksze mozliwe reakeje ukladu jako catosci.
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18. Nieliniowo$é materiatu,
plastycznos$¢, petzanie,
nieliniowe problemy pola

18.1. Wstep

We wszystkich dotychczasowych rozwazaniach mielismy do czynienia z liniowymi
réwnaniami rézniczkowymi opisujaeymi badane zagadnienie. Prowadzily one do
standardowych form kwadratowych funkcjonatu. W mechanice ciala spreystego
bylo to wynikiem:

a) liniowej zaleznosci pomigdzy odksztalceniem i przemieszczeniem (2-2),

b) liniowego zwiazku pomiedzy naprezeniem i odksztaiceniem (2-3).

W rozwazanych zagadnieniach pola podobna liniowosé wprowadzunn byl
poprzez takie state, jak przepuszczalno$é k, niezalezna od wariacji nicanancgo
potencjatu ¢ (15-1).

Istnieje jednak szereg probleméw o znaczeniu praktycznym, ktérych nie moitn
opisa¢ réwnaniami o charakterze liniowym. Konieczne jest wige rozciggnigeie
omawianych metod réwniez i na te problemy. Nalezy do nich zbidr zagndnied
mechaniki ciala stalego, obejmujacy zjawiska plastycznodci, petzania lub inne slo-
Some zwiqzki reologiczne, nie dajace sie uja¢ prostymi réwnaniami liniowymi
teorii sprezystosci.

Podobnie w zagadnieniach przeplywéw do nieliniowosci prowadzg: zalenoké
lepkosci od rozkladu predkosci, niemozliwosé stosowania prawa Darcy'ego do
przeplywéw turbulentnych w oérodku porowatym, zaleznoéé przenikalnokei
magnetycznej od gestosel pradu itp. Nieliniowo$é ta wynika z wiadciwose fizycz-
nych materiatu.

Wymienione klasy probleméw mozna rozwazaé bez potrzeby ponownego for-
mulowania zagadnienia, tj. bez potrzeby uciekania si¢ do przepisywania podata-
wowych postulatéw wariacyjnych. Jezeli do rozwigzania zadania liniowego moZna
dojé¢ poprzez okreglone procesy iteracyjne, w ktérych w koficowym stadium zmo-
dyfikowane zostang wlasnoéci materiatu tak, aby spelnialy one nowe prawo reolo-
giczne, woéwczas otrzymamy wlasciwe rozwigzanie.

Jezeli jednak np. zwiazek pomiedzy naprezeniami i odksztalceniami nio jeat
liniowy, to niezbedne jest bardziej doglebne przeksztalcenie zagadnicnia. Zugad-
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nienin takie rozpatrzono w rozdz. 19, Treeba jednak zeuwatyé, se podstawowe
procesy iteracyjne pozostajg nie zmienione, kombinucjn wige obu typéw nielinio-
wosci da si¢ latwo przeprowadzié.

Zuznaczmy jeszcze, e podczas gdy w problemach’ liniowych rozwigzanie bylo
zawsze jednoznaczne, to w wielu problemach nieliniowych tak nie jest. Moze sie

okazaé np., Ze uzyskane rozwiqzanie nie jest rozwiq poszukiwanym. Fizyczne
spojrzenie na istotg zagadnienia i, w pewnych sytuacjach, stopniowane ,,niewiel-
kimi krokami” wzrastajace przyblizenie mogy stanowié podstawe do uzyskania
odpowiedzi, majacej sens fizyczny.

Zastosowane sposoby iteracyjne moga byé czasem interpretowane jako procesy
nerystej analizy numerycznej” typu Newtona-Raphsona itd. I tutaj jednak znéw
niczbgdne jest fizyczne spojrzenie na istote problemu. Udane metody postepo-
wania raczej pochodzg od inzynieréw lub fizykéw niz od matematykéw.

18.2. Fizyczna strona zagadnienia

18.2.1. Podstawy. W liniowych zagadnieniach teorii sprezystodei dotyczacych
malych odksztalce,, w sformulowaniu przemieszczeniowym, dochodzilismy
zawsze do ostatecznego réwnania (rozdz. 1 i 2)

[K]{s}—{R} =0, (18-1)

w ktérym wektor {R} obejmuje wszystkie sily od obciazeri zewnetrznych, na-
pregen, odksztalcen poczatkowych itd.

W powyzszym sformutowaniu zalozono dodatkowo waznosé liniowego prawa
reologicznego '

{o} = [DI({e}— {201+ {00}, (18-2)

# dodatkowymi wymaganiami liniowej zaleznosci pomigdzy przemieszczeniami
i odksztatceniami (2-2), ciaglodci przemieszezen i przyblizonego zachowania
rdwnowagi.

W zngadnieniach, w ktérych stosowane sg nieliniowe zwigzki reologiczne,
w przypadku matych odksztalceri muszg byé zachowane warunki cigglosci prze-
micszezed | réwnowagi. Zmianie ulega tylko zaleznosé (18-2). Zamiast niej mozna
ogdlnie napisaé

F({o},{c})=0. (18-3)

Jeseli roxwigzania réwnania (18-1) mosna uzyskaé poprzex xmiang jednego lub
kilku parametréw [D], {eo} b {co} tak, se pray zastosowaniu réwnania (18-2)
usyskuje sig takie same wartosci napregen i odksztalcen, jak i pray zastosowaniu
(18-3), to uzyskane wyniki sq rozwigzaniem zadania.
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Oczywidcie nlesbedne joat postepowanie iteracyjne.

Powstaje pytanle, ktéry # trzech wymicnionych wiclkosci nalezy zmieniag,
Zalezy to od:

a) metody rozwigzywania, uzytej w ekwiwalentnym zagadnieniu liniowo-
-sprezystym,

b) charakteru prawa reologicznego, definiujacego zwigzek napresenic-ods
ksztalcenie.

Jezeli iteracje przeprowadza sig zmieniajgc macierz [D], to sposéb taki nazwie.
my sposobem zmiennej sztywnosci.

Jezeli zmieniane s3 warto$ci {&,} lub {00}, to mamy tzw. sposoby, odpowicdnio,
poczatkowego napresenia lub poczqtkowego odksztalcenia.

Czesto w warunkach rzeczywistych nie mozna zapisaé zwigzku typu (18-3)
dla catkowitych naprezeri lub odksztalceri, ale mozna ustalié go dla prayrostdw
A{o} 1 A{e}. W takich przypadkach mozna zastosowaé przyrosty obciglenin
(lub czasu w warunkach plynigcia). Takie stopniowanie (incremental procews)
mozna laczyé z kazdym z poprzednich sposobéw.

Jak widzieliémy, przyjecie wartosci [D], {eo} i {00} tworzy zasadniczy zestaw
danych wejécia dla kazdego programu dla liniowych zagadnien sprezystych, Hy
wigc te programy podstawa dla rozwigzania kazdego nowego zadania liniowego.
Rzeczywidcie, w tym stadium nie jest istotne, ze programy zostaly przygotowano
na bazie dyskretyzacji za pomoca elementéw skoriczonych; mozna zatem stosowaé
je do kazdego procesu dyskretyzacji (jak np. rézniee skoriczone), o ile uZyjemy
tych samych danych przy poszukiwaniu rozwigzania.

18.2.2. Sposéb zmiennej sztywnosci. Jezeli zwigzek (18-3) opisujgey zachown-
nic sie pewnego szczegdlnego materialu moze byé zapisany w postaci (18-2)
7 tym, Ze macierz sprezystosci jest teraz funkcja odksztatcenia, tj.:

[D] = [D({s)] = [D({s})], (18-4)

wowczas mozna zastosowaé sposdb zmiennej sztymnoct.
Poniewaz macierz sprezystosci wplywa na ostateczng macierz sztywnoéei calego

ukladu, zajmiemy si¢ rozwigzaniem zadania

{y} = [K({6}{d}~{R} = 0. (18-5)

Najprostszy jest proces iteracyjny, w ktérym najpierw przyjmujemy {8}, = 0

w celu wyznaczenia [K({6}o)] = [Ko], po czym rozwigzujemy {8}, = [Ko] ! {R}
powtarzajgc preces dla

(8} = Ko R} (18-6)

az do zaniknigcia réznic w kolejnych wartociach przemieszcze.

Jezeli prawo reologiczne ma takg postaé, e zwigzek typu (18-4) mozna napisaé
tylko dla przyrostéw naprezen i odksztalceri, to wtedy postgpowanie nalesy do-
stosowa¢ do malych przyrostéw obcigzenia, wychodzac z opisanych poprzednio
zaleznodci.



W kazdym przypadku mozna zustosowaé stundurdowy program dla sprezy-
stodct liniowej, o ile postaé [D] otrwymuna dli nanzego zadania jest symetryczna.
Jest to istotne, gdyz takie programy ukiudane sy zwykle pray wykorzystaniu prawa
symetrii.

Powazng wadg sposobu, w ktérym zmienia si¢ macierz sprezystosci, jest koniecz-
nod¢ formulowania na nowo, przy kazdym kolejnym kroku, macierzy sztywnosci
i rozwigzywania na nowo kolejnych ukladéw réwnan. Jezeli w programie stoso-
witne sg bezposrednie metody rozwigzania, jest to skrajnie nieekonomiczne poste-
powanie, Dlatego wygodniejsze sg odmienne sposoby, ktére bedg opisane dalej.

18.2.3. Sposéb naprezen poczatkowych. Jezeli prawo reologiczne ma taka
pustaé, ze pozwala na okreslenie stanu naprezenia przy danym odksztalceniu,
tj. gdy wzoér (18-3) przybierze postaé

{o} =A{eh, (18-7)

wowcezas mozna doprowadzi¢ do zgodnoscei tego prawa z prawem liniowej spre-
xystodei [réwnanie (18-2)] przez odpowiednia poprawke wartosci {oo}. Poniewas
{ro} wplywa na wartosé {R}, pozostajemy przy iteracyjnym sposobie rozwigzy-
wiania

{w} = [Ko] {8} —R({s}) = 0, (18-8)

ktéry przeprowadzamy nastepujaco.
Rozwigzujemy
{80} = [Ko]* {Ro},
gdzie {Ro} odpowiada aktualnie przylozonym obcigzeniom. Okreslamy stan {oo }1
Jako mezbgdny, aby rozwiqzanie spregyste pokrywalo si¢ z prawdziwyms naprezent
{powiadajgcymi osiqgnict stanowt odksztalcenia, skad znajdujemy {R};.

7 i1

Otrzymujemy zatem

{6:} = [Ko] "' {R,} itd,,
us do
{0n} = [Ko] " {Re}, (18-9)

dopdki réznice nie stang sie znikomo male.

Dogodng alternatyws tego sposobu jest okreslenie tylko zmian {R} pochodza-
cych od wymaganych zmian poczqtkowego naprezenia. Stosujge to znajdziemy
juk poprzednio przyrosty

A{8,} = [Ko]-'4{R,} itd.

Proces iteracji nalezy prowadzié az do uzyskania 4{d,} dostatecznie bliskich zeru.

Numerycznie ta alternatywa jest bardzo wygodna, ponadto za$ ma okreslone
znaczenie fizyczne. W kazdym stadium dla kaidego punktu ukladu okreslamy
réZnice migdzy rzeczywzstym napresent dpowiadajecym d odksztalceniu
a napreseniem odpowiadajgcym rozwigzani sprezy:temu Te réinice rozkladamy
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nastepnic tuk, pray uwagldnicniu prawa spredystoded, aby zachowaé réwnowage,
Proces ten pierwolnle nuzwano procesem ,,przenoszenin naprezed”” [1],

Zauwazmy, e tutnj w kazdym stadium iteracji uzywana jest ta sama maciery
sztywnodei 1 gdy zostunie ona raz odwrdcona kazda nastepna iteracja wymaga
juz tylko matego ulamka czasu, potrzebnego do uzyskania pierwszego rozwigzania,

Powstaje pytanie, jakie stale sprezyste powinny byé przyjete dla pierwazego
obliczenia macierzy [Ko]. Jezeli materiat zachowuje si¢ w zasadzie jako spredysty,
# malymi tylko lokalnymi odchyleniami od liniowosci, wowczas stuszne hydzio
przyjecie do tego obliczenia poczatkowych stalych sprezystosci. Jezeli jednuk
nicliniowos¢ wystepuje dla wszystkich wartosci naprezenia, warto bedzie poprawlé
stale sprezystosci po pierwszej iteracji w celu przyspieszenia zbieznosci.

18.2.4. Sposéb poczatkowych odksztatcer. W pewnych zagadniceniach, np.
pelzania, nie mozna dokladnie okregli¢ stanu naprezen poprzez odksztatcenia,
% drugiej strony jest jednak mozliwe okreslenie odksztalcerr lub ich prayrostéw
poprzez napr¢zenia. Symbolicznie

{e} = f({o}). (18-10)

Zgodnos¢ wynikéw z réwnaniami (18-10) i (18-2) mozna teraz uzyskaé prrcs
odpowiednie poprawienie {s,}. Réwnanie (18-8) bedziemy znéw rozwigzywad
iteracyjnie, ale odksztalcenia sprezyste, otrzymywane w kazdym stadium iteracjl,
bedg teraz poréwnywane z zaleznoscia wyjsciows (18-10), a réznice — uywanas
do obliczenia 4 {R,}. W innych szczegdtach proces ten jest identyczny z opisanym
poprzednio, zachowujac przy tym stalodé macierzy sztywnosci we wazystkich
stadiach iteracji.

Niektére prawa reologii (por. p. 18 7) pozwalaja explicite oddzielié odknztal«
cenia pelzania od sprezystych. W ten sposéb wladeiwe odksztalcenie poczgtkowo
w kazdym stadium iteracji jest zadane. Réznice miedzy sposobami poczgtkowego
naprezenia a poczatkowego odksztalcenia najlepiej zﬂustrujemy na rysunku. Rys,
18.1 przedstawia stan zaleznosci (punkt 1) ,,naprezenie-odksztalcenie”, uzyskane
« pierwszego rozwigzania. W sposobie poczgtkowego naprezenia odnosi si¢ na-
presenie do wlasciwego poziomu przez wprowadzenie poczatkowego prayrostu
naprezenia 4 {0o},, podczas gdy w procesie poczgtkowego odksztatcenia picrwotno
odksztalcenia poprawiane sg tak, by uzyska¢ wlasciwe 4 {eo},. Pierwszy proces
jest, oczywidcie, lepszy wtedy, gdy odksztalcenia wzrastajg szybko ze wzrostem
naprezeri, drugi — gdy odwrotnie (materialy sztywniejace — locking materials),

Rys. 18.1. Odksutalcenia i naprezenia poczat-
kowe dla materialu: a) migkngcego, b) tward-
niejacego




18.2.5. Przyspieszenic zbieinokel. Zurdwno w mposobic poczatkowego na-
pregenia jak i poczatkowego odknztuleenin rozwigzanic koricowe mozna uzyskaé
wtedy, gdy wladciwie odgadnie si¢ wartodei {mo} lub {8,}. Procesy iteracyjnego
poprawiania nie zawsze muszg byé szybko zbieine. Zbieino$é moina przyspie-
wzyé w czasie obliczen przez dodatkowe poprawki na kazdym stopniu iteracji.
Odpowiednie postgpowanie podal Irons [2], tym niemniej wiele jeszcze pozostato
do zrobienia. Kazdy sposéb jest tutaj dozwolony, jesli tylko rozwigzanie koicowe
spetnia wszelkie postawione wymagania.

18.3. Matematyczna strona zagadnienia

Na obecnym etapie rozwaZan warto zbada¢ nasz problem od strony matematycz-
nej [3]. Zakladamy, ze Czytelnik zna metode Newfona rozwigzywania réwnan
nicliniowych w postaci

p(x)=0.

Jesli ,,probna” warto$é x, okaze si¢ wystarczajaco bliska wartosci dokladnej, lecz
zachodzi dla niej y(x,)#0, poprawione rozwigzanie mozna otrzymaé znajdujac

Kyt = Xt Atyry
% warunku .
Ay = — —;)(L”) .
%w(xn)
Zbicino$é metody Newtona scharakteryzowana jest na rys. 18.2. Mozna tez
usy¢ alternatywnego sposobu, przyjmujac staly wartosé %(’P)o i stosujgc po-

prawki typu

Akiniy = — ) () -
g (o)
wp ) P
) @,
§

|
/I Xost  %n X —/[ et K X

Rys. 18.2. Procesy iteracyjne: n) newtonowski, b} stalej stycanej
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Zbieznoké tego postepowanin bedzie powolniejsza niz poprzednio (rys. 18.2b),
Wydaje sig, %e proveny zimiennej i stalej sztywnodei, opisane ogdlnie w p. 18.2,
podpadajg pod te dwie kategoric.

Przypomnijmy sobie teraz podstawowe sformutowanie réwnafi metody cle-
mentdéw skoficzonych na bazie pracy wirtualnej (p. rozdz. 2). Wyprowadzenie
réwnania (2-28) opieralo si¢ na poszukiwaniu réwnowagi przez badanie zminny
sit zewnetrznych i wewngtrznych. Jezeli zatem {y} reprezentuje wcktor sumy
sit zewnetrznych i wewnetrznych, to mozemy napisa¢

a(o}" v} = a{e}" {o}ar—a(o}(R) -0, (18-11)
gdzie {E} przedstawia wszystkie sily zewnetrzne, obliczone jak poprzednio.
W przypadku gdy dla wariacji odksztalce mozna napisaé wyrazenie

d{s} = [Bld{s}, (18-12)
wdéwezas eliminujac d{6}" otrzymamy réwnanie wazne dla ogélnego przypadku
zaleznodci naprezei {¢} od osiagnietego stanu odksztatcert

w({o})) =B {o}aV— (R} = 0. (18-13)

14
Dla malych przemieszczern macierz [B] jest macierza odksztalcer zaleing od
wsp6lrzednych, jak stwierdzono w rozdz. 2. Fegeli mosna uzalesnié {a} od od-
ksztalceri, a zatem takse od przemieszczed, wowczas mamy do rozwiqzania réwnanie
nieliniowe

P({8}) =0
bedgce ogdlnym sformul 7 igadnient
Rozwazmy teraz wariacje {y}. Jezeli {6} podlega wariacji, wowczan
dfy} =\ [BI*d{c}av. (18-14)
v

poniewaz {R} nie zalezy od {4}.
Jezeli teraz mozemy napisaé
d{e} = [Dr({e}))d{e}, (18-15)
w ktérym [Dr] jest tzw. macierzg ,,styczng” lub macierzq wzrostu spredystoked,
wéwezas uwzgledniajac (18-15) i (18-12) mozemy zapisaé (18-14) w postaci

iy} = (; (B [Dr ({s})][BIdV)d(8} = [Kr]d(s}.  (18-16)

Gdy teraz zastosujemy postepowanie Newtona do uzyskania rozwigzania préb-
nego {0}, ktérego wynikiem jest niezerowa warto$é {w},, wtedy poprawks do
nastepnego_ przyblizenia moze byé zapisana jako

A{8bwes = ~ K5l {9}, (18-17)
gdzie [Kr]s — macierz styczna obliczona dla przemieszczet i napreged uzywkis
nych dla préby {6}m
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W sposobach poczgtkowego nupregentn Tub poczytkowego odksztaleenia za-
minst macierzy stycznej postuluje sig staly naciers sutywnosei (p. rys. "18.2byt),
W ogdlnosei bedzie to wymagaé wicksnej liczby krokow iteracyjnych, jednak,
jak juz wspomniano, jest to prostsze, poniewaz odwracana jest tylko jedna
macierz sztywnosci. Moze sie okazaé, ze rozsadng oszezednodé uzyskuje si¢ przez
kombinowanie obu oméwionych sposobéw postepowania.

Wydaje si¢ zatem, Ze we wszystkich procesach nieliniowych istotne jest bez-
posrednie obliczenie wektora {9}, obrazujacego calkowite niewymwazenie sil. Roz-
wigzanic sprezyste liniowe uzyte tu jest tylko jako srodek do przyspieszenia zbiez-
nodci rozwigzan ,,prébnych”. Mozna tez stosowaé wszelkie inne $rodki przyspie-
szenia zbieznosei igeznie z oméwionymi poprzednio. Jednym z nich jest np.
uogdlnienie dobrze znanej metody Aitkena opisane przez Ironsa [2].

18.4. Plastyczno$é

18.4.1. Teoria ogélna. Plastycznoéé metali, bedaca szczegdlnego rodzaju od-
stepstwem od liniowej sprezystodei, jest dobrze znana i z teoretycznego punktu
widzenia szeroko zbadana [4] — [7]. Istoty jej jest nieodwracalne odksztalcenie
niczalezne od czasu i zachodzgce tylko wtedy, gdy osiagniety zostanie pewien stan
naprezenia zwany granicg plastycznosc.

Powierzchnia plynigeia. Postuluje si¢ ogélnie, jako fakt doswiadczalny, ze ply-
nigcie zachodzi tylko wtedy, gdy naprezenia {c} spelniajg ogélne kryterium ply-
nigcia

F({o},{x}) = 0. : © o (18-18)

F(5,,8,.2¢)

G fe;)

Rys. 18.3.-Powierzchnia plastycznosci i kryterium pro-
stopadiodci w dwuwymiarowym stanie naprezeni

T'utaj » jest parametrem ,,wzmocnienia”. Warunek plynigcia (18-18) mozna
praedstawié jako powierzchnie w n wymiarowej przestrzeni naprezen, ‘ktorej
poloZenie zalezy od chwilowej wartosci parametru  (rys. 18.3). :
Prawo plynigcia (zasada normalnosci). Mises [4] jako pierwszy sugerowat zwiazki
okredlajaee przyrosty odksztalcenia plastycznego wzgledem powierzchni plyniecia.

'} Sposéb poczgtkowego naprezenia jest w rzeczywistosci identyczny z tym sformutowaniem,
Joteli bedziemy sproksymowad [K7] przez [Ko). .
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Heurystyezne usasadidenie slusznodel zaproponowanego zwigzku podato wielu

autoréw [4], [5]. W chwili obeenej na ogél uznaje si¢ nastgpujgcea hipotezg, Jedeli

8{e}, oznacza przyrost odksztalcenia plastycznego, to
oF

o{e}, = }”j{}_} (18-]‘)!
albo dla kazdej skladowej
oF
denp = l—ao_—" .

Tutaj 2 jest stalym, na razie nieokreslonym, wspélczynnikiem. Prawo to znane
jest jako zasada normalnosci, gdyi zwiazek (18-19) mozna interpretowaé juko
wymaganie prostopadlosci wektora przyrostu odksztalcenia plastycznego do po-
wierzchni plyniecia w n wymiarowej przestrzeni naprezen.

Zwiqzki miedzy napre¢seniem a odksztalceniem. Zmiany odksztalcenia podezus
nieskoriczenie matych przyrostéw naprezenia mozna podzielié na czgdé spredyaty
i plastyczng :

d{e} = d{e}e+d{e},. (18-20)
Przyrosty odksztalceft sprezystych zwigzane sa z przyrostami naprezenia praex
macierz symetryczng [D] o stalych wyrazach. Réwnanie (18-20) moZna zatem
zapisaé jako .
d{e} = [DI"d{a}+a- L (18-21)
oo}’
W przypadku plyniecia plastycznego naprezenia znajduja si¢ na powierzchni
plynigcia wg wzoru (18-18). Réiniczkujac te zaleznosé otrzymamy

oF oF oF
-— - e —dn =
70, do, + 70, doy+ ... + 3 0
lub
oF "
LI = 18-22
{75} atorrar=o, (18-22)
gdzie
1 oF
= -23
A T o dx. (18-23)
Réwnania (18-21) i (18-22) mozna zapisaé w postaci prostej macierzy symetrycznej
o s
de; . oy da,
P ar ],
dfz = o, ()9 (18-24)
....... o o :
0 _bg;; ‘E e A i Z
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Nieokredlona stala 2 mose byé wyeliminowana (naledy sig staraé nie mnozyé
przy tym lub nie dzielié praen A, ktére w ogdlnokei moze byé zerem). Daje to
w wyniku rozwinigcie explicite, okreslajyee zminny naprezen poprzez dane zmia-
ny odksztatceni

d{o} = [D]%,d{¢}, (18-25)

gdzie

Macierz sprezysto-plastyczna [D]%, zajmuje teraz miejsce macierzy sprezZystej
[P] w analizie przyrostéw. Jest ona symetryczna, dodatnio okreslona i zachowuje
wazno§¢ niezaleznie od tego, czy 4 przybiera wartoé¢ zerows, czy nie. Sformuto-
wanic zagadnienia plastycznosci w tej postaci podane bylo po raz pierwszy przez
Yamade i in. (8] oraz Zienkiewicza i in. [9].

Znaczenie parametru A. W przypadku idealnej plastycznosci bez wzmocnienia
parametr A jest po prostu zerem. Gdy badamy wzmocnienie, nalezy zwrécié
uwagg na znaczenie parametru (lub parametréw) w, od ktérego zalezy aktualne
poloZenie powierzchni plynigcia.

Dla materialéw o wzmocnieniu izotropowym (work-hardening) przyjmuje sie,
k¢ x przedstawia pracg, wykonang podczas odksztalcenia plastycznego. Wéwezas

dn = o, dei+o,de+ ... = {0}"d{c}p. (18-27)
Podstawiajac prawo plyniecia (18-19) otrzymamy
- v _OF R
de = 2{o} FIeT (18-28)

Uwzgledniajac (18-23) widzimy, Ze A znika i mozemy napisaé
_OF o GF ‘
4= o {e} o] (18-29)

Jest to zaleznosé sciéle okreslona, gdy znamy zwigzki miedzy F i ».
Zwiyzki Prandtla-Reussa. Rozwazmy szczegélny przypadek ogélnie =znanej
powicrzehni plynigcia Misesa. Dana jest ona przez
1

, 1 1 1 5 —
F= ’2"(‘71_0'2)2‘|‘7(0'2_03)2+—2‘(03*0'1)2""3024‘30%‘!"30%]2_0',

(18-30)
Rdzic wskazniki 1,2,3 odnoszg sie do skladowych normalnych naprezenia
1 4,5,6 — do skfadowych stycznych w ogélnym tréjwymiarowym stanie naprezenia.
Rézniczkujge znajdziemy
OF 36 oF 30 oF _ 34
doy, 26 do, 26 ' Ba; 20
OF _ 30, OF 305 9F _ 30s

— =

d04 o do's o ' dog v’
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gdzic znakami priv sxiierzono napredenia dewiatorowe, tj,

o) - op— -(IL—"%_FUJ- itd.

Wielkod¢ & = 5(x) jest jednoosiowym naprezeniem przy plynieciu, Jezeli dyspo-
nujemy wynikami badania jednoosiowego (na rozcizganie), z ktérego znany jest
zwigzek migdzy G a jednoosiowym odksztalceniem plastycanym e, wtedy

dn = ode,y
oraz
_OF _do _dd 1 _ H

gdzie H' jest nachyleniem krzywej przy odpowiedniej wartosci . Podstawiajye
to do (18-29) znajdziemy po pewnych przeksztalceniach, ze

4=m. (18-31)

"T'o wlasnie jest znany zwigzek fizycany Prandtla-Reussa miedzy napreZeniem
a odksztalceniem.

Uogélnienie koncepcji powierzchni plynigcia majacej ,,naroza” znajdzie Cuy-
telnik w pracy Koitera [6].

18.4.2. Rys historyczny. Z powyzszego wynika, ze skoro zwigzki teorii pla-
stycznoéci sformulowane sa dla przyrostéw poprzez (18-25) i (18-26) proceny
iteracyjne wolno stosowaé dla malych prayrostéw obcigsenia.

W pierwszych zastosowaniach elementéw skosiczonych do plastycznodei fawo-
ryzowano sposéb poczqtkowego odksztalcenia (Gallagher i in. [10], Argyris [11]),
Sposdb ten jednak zawodzi catkowicie, jesli badamy idealng plastycznodé bex
wzmocnienia, wtedy bowiem nie mozna jednoznacznie okresli¢ odksztatcent dlu
#adnego stanu naprezenia. W dalszych pracach preferuje si¢ z tego powodu racue)
iteracj¢ ze zmienng sztywnoscig [12]--[16]. Mozna bylo zachowat wowezns
dostateczng oszczedno$¢ pracy maszyny, poniewaz proces iteracyjny stosownny
byl do rozwigzywania réwnan uwiklanych, wtedy zas modyfikacja satywnofci
jest czedcig skladows procesu iteracii.

Sposéb poczatkowego odksztalcenia zastosowat do plastycznosci po raz picrwazy
Zienkiewicz i in. [9]. Sposéb ten wydaje si¢ najbardziej odpowiedni dla tych
celéw, kazdy bowiem krok odcigzenia automatycznie prowadzi do stanu spredy-
stego. Jest to dodatkowa i wazna zaleta sposobu w przypadku obcigzesi cyklicz-
nych. W chwili pisania tej ksigzki sposéb ten jest powszechnie uznawany [17].

18.4.3. Zastosowania. Adaptacja metody poczatkowego naprezenia do zagadnien
plastycznodei, choé¢ nadal rozwijana, komplikuje si¢ przez dwa fakty:

a) zwigzek przyrostowy ,,naprezenie-odksztatcenie” (18-25) jest wazny tylko
od chwili, gdy napreienie osiggnie powierzchnig plynigcia F(o) = 0; dopdki
F(o) < 0 mamy stan czysto sprezysty;
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1) zwigzek (18-25) wazny jest tylko diw enikomo malych prayrostéw odksztat-
cenia. Dia skoficzonych krokéw mogg wystypié¢ adchylenia naprezed od powierz-
chni plynigcia. Aby zabezpieczyé sie przed tym, nalegy redukowaé napresenia do
granicy plyniecia po kazdym kroku iteracji.

W stosowanym z powodzeniem sposobie, na ktérym oparto pokazane dalej
przyklady, postepuje si¢ nastgpujgco:

a) przyklada si¢ przyrost obcigzenia i wyznacza odpowiadajace mu przyrosty
naprezenia sprezystego i odksztalcenia,

b) wyznacza si¢ warto$¢ F({o}) z naprezenia calkowitego znalezionego pod
). Jezeli F < 0, to mamy do czynienia ze stanem sprezystym i nie zachodzi
potrzeba dalszej iteracji. Gdy F > 0, to poréwnuje sie je z wartoscia F na po-
czatku rozwazanego przedziatu i okresla si¢ przez interpolacje stosunek naprezenia
spregystego i przyrostu odksztalcenia, ktéry mial miejsce w obszarze powyzej
punktu plyniecia. Z powyzszego wyznacza si¢ odpowiednie przyrosty naprezenia
sprezysto-plastycznego za pomoca wzoru (18-25). Naprezenie na poczatku ply-
nigeia zwigkszone o ten przyrost jest teraz poréwnywane z poprzednio uzyskanym
calkowitym naprezeniem. Réznice traktuje si¢ jako nowe naprezenie poczatkowe
(korygujace),

¢) wylicza sie teraz odpowiednie sily residualne i otrzymuje nowe rozwigzanie
sprezyste, dajace inne wartodci naprezenia catkowitego. Jezeli sity te znajdujg
si¢ ponizej pewnej granicy, proces zatrzymujemy. Jezeli nie, to

d) powtarza si¢ kroki b) i ¢) itd.

Jak widaé, na kazdym etapie naprezenie catkowite odnosi si¢ do powierzchni
plynigcia. Macierz elastoplastyczng albo wylicza si¢ z warto$ci naprezenia, dla
ktdrej F = 0, albo zmienia si¢ w miare postepu iteracji.

W pokazanych dalej przykladach stosowano bezposrednie postgpowanie ite-
racyjne bez Zadnego przyspieszenia; zbieznosé uzyskiwano po 5--15 cyklach.
Zwolnienie lub brak zbieznosci jest zwykle oznakg zniszczenia ukladu.

Opisane postgpowanie wazne jest w ogélnym przypadku stanu tréjwymiaro-
wego. Ulega ono znacznej redukeji w zagadnieniach stanéw plaskich. Dla plaskiego

stanu napregenia redukcja ta wynika z opuszezenia odpowiednich kolumn w réw-

naniu (18-24), ktéremu odpowiadajg zerowe wartosci naprezenia; w przypadku

plaskicgo stanu odksztalcenia wszystkie naprezenia istnieja, ale nalezy podstawié |

zerowe wartodci odpowiednich skladowych odksztaicenia. Po dokonaniu tego

uzyskamy zredukowane wyraZenia (por. np. [9]). Nalezy zauwaiyé, ze w tych |

przypadkach wyraz na przekatnej odpowiadajacy wyrazowi 4 nie jest juz zerem
nawet dla idealnej plastycznodci.

Tarcza i plyta (z otworem) z materialy wazmacnianego lub bex wzmocnienia. Przy
rozwigzaniu tarczy (rys. 18.4) zalozono stan plaski naprezenia i materiat albo ideal-

nie plastyczny albo ze wzmocnieniem. Zastosowano kryterium Misesa, a w przy-

padku wzmocnienia przyjeto stale nachylenie jednoosiowe] krzywej wzmocnienia H’
(18-31). Rozleglodé stref plastycznych przy réznych poziomach obcigzenia poka-
zano na rys. 18.4b i 18.4c.
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Mimo i% zwigzek plastycznodei odnost alg tytko do mulych przyrostéw, okazalo
sig, 2¢ gdy obcigZenie zostanie praylofone dusymi porcjami, wowezas -sposéb
poczgthowego naprezenia daje zadowalujyee rozwiyzanie i to takie, ktére nie prze-
keacza granicy plyniecia. Rozwigzanie takie dla bardzo duzych krokéw obcigZenia
pokazano na rys. 18.4d. Zauwazmy, Ze mimo naruszenia prawa narastajgcych
odksztatcen dla stref plastycznych otrzymano bardzo podobne wyniki.

Jeszeze bardziej godne uwagi jest to, Ze maksymalne odksztalcenie osiagnigte
w punkcie rozpoczecia plynigcia obliczane metods przyrostéw wykazuje zgodnosé
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Rys, 18.5. Rozwdj maksymalnego odksztalcenia od punktu rozpoczecia
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i idealnej plasty, i, we — oF i obliczone z te-
orii belki plastycznej; lewy koniec catkowicie utwierdzony
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z wynikami dodwhudesalnymi [18], a takze wynikami otrzymanyni przy zastosos
waniu sposobu zmicnnej witywnosei [14] (rys. 18.5).

Belka wspornikowa, obciqsenie cykliczne. Przy rozpatrywaniu belki pokazanej
na rys. 18.6 zalozono material idealnie plastyczny typu Misesa. Obcigzenia sy wy-
razone jako ulamki obcigzenia krytycznego, oszacowanego na bazie clementarnej
teorii przegubéw plastycznych. Najpierw dany jest cykl obcigzenia, jak pokazano
na rys. 18.7, w celu zilustrowania przydatnosci sposobu do $ledzenia zachowania
sprezystego po odcigzeniu. Warto odnotowaé histereze przemieszczefi, poki-
#ang na rys. 18.7a, 1 naprezenie resztkowe (residualne), istniejgce po zdjeciu oh-
cigzenia jako rezultat odksztalcenia plastycznego.

Na rysunku 18.8 pokazano wzrost przemieszczens ze wzrostem obcigzenia. Pray
zblizaniu sie do obcigZenia niszczgcego konieczna jest coraz wigksza liczba ite-
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Rys. 18.7. Belka wspornikowa: a) ugigcie przy zmianie kierunku obcigZenia, b) rozklad nupreded
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racji, a2 pray P e P, zbicinod¢ calkowlile yawmdsi Stad wynika wniosek, Ze
aczkolwiek rozwigzanic nieliniowe pozwaly znaledé dolng granice obscigzenia
niszczgcego (przy spelnieniu warunkdw rdwnowagi i warunku plastycznoscei),
to rueczywiste obcigzenie niszezace nie moze byé znalezione poprzez zwigkszanie
obcigzenia. Aby uzyska¢ lepszy obraz zachowania si¢ przy zniszczeniu, prodciej
jest przyjaé okreslone przemieszczenie w punkcie obcigzenia i zwigksza¢ je az do
chwili, gdy ustanie wzrost oddzialywania w tym punkcie. Tego rodzaju postgpo-
wanie rozwazone jest w nastepnym przykladzie.

Plyniecie plastycane pray cigcin metali. Na rysunku 18.9a pokazano schema-
tycznie narzedzie tngce, oddzielajgce widr od macierzystego bloku metalu. Co
prawda, zadanie rzeczywiste odnosi si¢ do duzych odksztalces, rozwigzano jednak
zadanie zastgpcze elastoplastycznego zachowania si¢ materiatu o zadanej geometrii
przy zalozonym jednorodnym przemieszczeniu pionowej $cianki. Pokazano rozwdj
obszaréw plastycznych i rozklad obciazen, a takze calkowite obcigzenie narzedzia.
Poniewaz materiat jest idealnie plastyczny, widaé, ze obcigzenia wzrastajg do
pewncj stalej granicy przy okreslonym przemieszczeniu. W tym stadium istnieja

Noz
P Przemieszczenia
poziome =0

~
o~

9

8
¥
X Przemigszczenia
pionowe =0

Koricowy,
zasieq strefy
plostycznef

Ruch ber farcia

Ohcigieniefts =237 230 209 16,

>
=

__,
?
5

RE

e

Decinienie [ t5
~ N

a 2 4 3 & 10 z § ) 10

Przemieszczenie o, /5

Rys. 18,9. Aproksymacja procesu skrawania: a) narzedzie tnace, b) & — granica plastycznoéci,
pluski stan odksztalcenia, kryterium Misesu, ¢) rozklad ciénien wzdtuz linii AB
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warunki petnego xnisweronin materiatu i obcigienie krytyczne odpowinda praw-
dziwemu zachowanin sig¢ widrn. Praktyczne znaczenie ma wige tutaj tylko atadium
koricowe

Materialy Coulomba-Mohra. Tunele. W szeregu takich materialéw, jak grunty,
skaly, ceramika i betony, wystepuja zjawiska podobne do plastycznodcei. Tutuj
takze moze zachodzié nieodwracalna deformacja materiatu przy prawie niezmien-
nym stanie naprezenia. Jednak powierzchnia plyniecia w takich materiatach zu-
lezy nie tylko od dewiatora naprezen, jak w prawie Misesa, lecz takze od wartoked
dzialajacego naprezenia posredniego (izotropowego).

Znane kryterium Coulomba-Mohra, okreSlajace maksymalne naprezenie stycane
w kazdym punkcie jako

T = ctoatgd, (18-32)

gdzie: ¢ jest kohezjg, o, naprezeniem normalnym na rozwazanej plaszczyinic,
a ¢ katem tarcia wewnetrznego. WyraZenie to moze by¢ aproksymowane zu po-
mocg bardziej wygodnej postaci zaproponowanej przez Druckera [19]

F=afi+V}—K =0, (18-33)
gdzie: ¥, jest pierwszym niezmiennikiem naprezenia
Ji=oxtoto,

a J, — drugim niezmiennikiem naprezenia

1 s
Fo = g loe—0,) + (05— P+ (0a— 0PI+ttt o,

za$ o 1 K — stale zalezne od kohezji i tarcia wewngtrznego w materiale. Stale
7 (18-33) mozna powigzaé ze stalymi z (18-32) w ponizszy sposéb

g 3¢
g= et K=t
Vo+12tg% VI+12tg%

Inne mozliwe postacie tych zwigzkéw omawia Bishop [20], lecz dla naszych celéw
wystarczy sformulowanie Druckera.

Jezeli poza powierzchnia plynigcia zaloiymy wazno$é zasady normalnodci,
mozemy rozpatrywac zadania, w ktérych wystepuja te materialy w taki sam sposdh,
jak poprzednio. Na rys. 18.10 pokazane jest rozwigzanie majace na celu ustalenie
ksztaltu stref plastycznych wokét dlugiego tunelu po zdjeciu naprezeri wskutek
wykonania chodnikéw. Inne podobne rozwigzania podane sg w pracach [9], [15],
[21], [22].

Gléwng trudnoscia w rozwigzywaniu takich zagadnien nie jest obliczenie, lec
ustalenie odpowiedniego prawa reologicznego (réwnania stanu). W szczegélnokci
wydaje si¢, ze warunek prostopadlosci dla materialéw typu Coulomba-Mokra nie
jest sluszny i ze obowiazuja inne, tzw. ,,niewspdtosiowe’ prawa plynigcia plas
stycznego [23].
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Rys. 18.10. Dlugi tunel prosty: a) siatka 153 elementéw, 94 wezly; obudowa: E j

2,1+ 10% kGlem?, v = 0,15; skata: E = 3,52 kGjem?, v = 0,20, ¢ = 9,81 kG/em?,

(/) 30, NapreZenie poczatkowe 6y0 = Yk, gdzie.poczqcek hna +121,92m, oxo =
0,20 yh, y = 732,4 kGjm®, b) rozchodzenie si¢ stref plastycznych

Wedlug sugestii Davisa [24] odksztalcenia plastyczne spelniajg zwigzek reolo-
giczny
d{e}p = ADo({eN], (18-34)

wdlzie [Do] jest macierza zalezna od wartosci naprezet, lecz majq}cq pos.taé Podobng
o macicrzy sprezystosci. Powtarzajac postgpowanie zgodne'z réwnaniami (18—2(?)
do (18-24) otrzymamy nows macierz elastoplastyczng, ktéra )ednak' nie bQ(:lZle
symetryczna [25]. Za pomocg sposobu naprezen poczatkowych mozZemy mimo
to badaé takie zagadnienia bez trudnosci.

18.5. Materialy nie przenoszace ciagnien

Material hipotetyczny, stawiajacy opér tylko silorfx éciskaja%cxm i ulegajacy roz-
cigganiom bez oporu, w wielu aspektach wykazuje podoblen.stwo do mat.ena,h%
idealnie plastycznego. Aczkolwiek material taki prawc.lopodobme w rzeczywistoscl
nic istnieje, to stanowi on dobre przyblizenie dla opisu zachowania si¢ skal spe-
kanych, gruntéw i innych materialéw ziarnistych.
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Dla takiego materinly nie mosna napisaé szezegdlowych zwigzkdw reologics-
nych (napreenic-odknztalcenic); wystarczy przeprowadzi¢ analiz¢ stanu spredy-
stego, gdziekolwick #u8 pojawiy si¢ naprezenia rozciggajgce, redukowaé je do zera,
Sposéb napreZenia poczatkowego jest tutaj zupelnie naturalny i istotnie zostal
on opracowany dla tych wlaénie materiatéw [1]. Sposéb postepowania jeat tu
taki sam jak oméwiono poprzednio, musimy jednak pamigtaé, ze nalezy climino-
waé gléwne naprezenia rozciagajace.

Prawo reologiczne dla tych materialéw moze co najwyZej w sposéb przyblizony
ujmowacé stan rzeczywisty. Nie mozna np. opisa¢ zamykania si¢ szczelin wskutck
przylozonych cisniet. Tym niemniej uzyskane wyniki daja przyblizony obraz
rzeczywistego zachowania sie skat spekanych.

Stlownia podziemna. Na rysunku 18.112 i b pokazano zastosowanic omdwionegn
sposobu postgpowania do zagadnienia praktycznego.

Na rysunku 18.11a pokazano rozwiazanie sprezyste dla calego obszaru i napre-
Zenia w otoczeniu sitowni podziemnej z wykonanym w poblizu otworéw watepnym
sprezeniem kablami, Pokazano strefy, w ktérych wystepuje rozcigganie.

Na rysunku 18.11b podano rozwigzanie po wyeliminowaniu ciagnies. Wakazuje
ono na raczej male zmiany rozkladu naprezen giéwnych, a takze pokazuje atrefy,
w ktérych zaszlo spekanie.

Odmiang tego typu materialéw moze byé taki materiat, gdzie istnicjc ograni-
czony opdr na rozcigganie, gdy jednak zostanie on przekroczony, ciggnienic spada
do zera, np. wskutek pekniecia. Takie zalozenie zastosowat Valliappan i Nath
[26] przy badaniu zachowania si¢ belek zelbetowych. Otrzymano bardzo dobry
zgodnosé z wynikami doswiadczers na belkach przezbrojonych (gdzie plastyczne
plyniecie wskutek sit $ciskajacych nie ma znaczenia). Obliczono belke, dla ktérej
badania doswiadczalne wykonat Krahl i in. [27].

Na rysunku 18.12 pokazano kilka cickawszych wynikéw.

- 75k6fem?

Kierunek
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Rys. 18.11. Silownia podziemna: a) rozkiad napreses dla stanu spredystego z uwzglednioniom
sprzeZenia kablami, b) jak a) lecz przy zatozeniu niemodliwodoi przencazenin rozciggania
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18.6. Materialy uwarstwione i elementy 1aczace

Innym wyidealizowanym modelem materiatu jest model zbudowany z dui?j
liczby izotropowych warstw sprezystych. Poddane ci$nieniu mogg one prze.nos%é
dcinanic wzdluz uwarstwienia pod warunkiem, Ze tarcie migdzy warstwami nie
nostalo przekroczone. W kierunku normalnym do warstw nie mogg jednak byé
prackazywane zadne ciggnienia. ' )

"I'en wyidealizowany model materialu mozna zastosowaé¢ do badania poktadéw
wkalnych z réwnoleglym uwarstwieniem; ponizej pokazane bedzie, ze ma on
snieznic szersze mozliwoscel zastosowania.

Nu rysunku 18.13 pokazano dwuwymiarowy uklad dla takiego rnaterifﬁu.
'rzyjmujge, ze o lokalna x’ skierowana jest wzdhuz warstw, mozemy napisaé
zaleinodé dla naprezen w obszarze sprezystym

] < ) (18-35a)
oraz

oy <0, (18-35b)

guzie u — wspdlczynnik tarcia wystgpujacego miedzy warstwami. )
Jezeli naprezenia w fazie spreZystej przekraczaja zaloZong wartosé graniczng,
to nalezy zredukowaé je do wartosci podanych w réwnaniu (18-35).
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Rys. 18.13. Material uwarstwiony: a) element typowy, b) polgczenie

Zastosowanie sposobu naprezenia poczatkowego w tych zagadnieniach jont
zrozumiale samo przez si¢, a samo zagadnienie jest bardzo podobne do omdwio-
nego poprzednio dla materialu nie przenoszqeego ciggnier. Na kazdym kolejnym
ctapie rozwigzania sprezystego sprawdza si¢ najpierw istnienie naprezen rozcige
gajacych o, i jesli one wystepuja, stosuje sig poprawione naprezenia poczgtkowe,
redukujace ciggnienia i écinania do zera. Jesli naprezenia o, sg éciskajgce, sprawdzn
sie bezwzgledne wartosci naprezen stycznych .., i znéw, gdy przekraczajy one
wartosci graniczne obliczone wg wzoru (18-35), redukuje sie je do wlasciwych
granic.

Podobnie jak poprzednio model matematyczny niekoniecznic odzwicrcicdln
rzeczywiste zachowanie si¢ materialu przy odwréceniu kierunku dzialania obuig-
Zenia, luki bowiem migdzy warstwami musza zamknaé sie, zanim materiat bedzie
mdgl przejaé naprezenie Sciskajace. Prostym sposobem ominigcia tej trudnofc
dia przypadku, gdy wspélezynnik Poissona jest zerem, jest kontrola odksztalcenin
rozciggajacego. Zamiast (18-35) piszemy

jezeli &, =0, to o, = 0, (18-36)

w pozostalych przypadkach material zachowuje si¢ spresyécie. W ten sposéh
éformulowalis’my prawo rzeczywistego zachowania si¢ materialu.

~ Nie trzeba dodawa¢, ze kierunki warstw mogg zmieniaé sig od clementu do
elementu. Metody te pozwalajg badaé bardzo zlozone uklady mas skalnych o pray-
padkowym rozkladzie warstw.

Wprowadzenie sit spéjnosci i tarcia wewnetrznego, na ogét zmiennych % war-
toscig odksztatcenia $cinajacego (w ogélnosci malejacego ze wzrostem odksztal-
cenia), bedzie tylko spraws pewnej rozbudowy programu. Mozna wiec badaé
w ten sposéb zagadnienie ,,zmiekczania si¢ materialu” przy obrébee [25].

W pewnych przypadkach material uwarstwiony znajduje si¢ w stosunkowo
waskich warstwach miedzy wzglednie jednorodnymi blokami spreystymi.’l'nk
jest np. w przypadku uskokéw geologicznych kub wigkszej strefy cze¢sciowo spg-
kanych skal. W takich okolicznosciach wygodny jest podziat na waskie prostokqtne
elementy, ktérych geometric mozna tatwo okresli¢ poprzez wspélrzgdne dwu
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keawedsi A § B oraz grabos¢ (rys. [8.130). Klement musi jednak mieé oddziclne
punkty styku z przyleglymi clementaml (pkty 1:4), 'T'akic clementy laczace
mogy by¢ nie tylko prostokatne, jak pokazuno tutaj, lecz moga mieé bardziej zto-
zone, okredlane izoparametrycznie, postacie, p. rozdz. 8.

Goodman 1 in. [28] opisal podobne elementy i3czace, uzyte do badania statecz-
nogci masywéw skalnych. Opisane jednak tutaj nieliniowe zachowanie sie ele-
mentéw Igczacych ma szersze pole zastosowad. Problemy pasowania lub luzu
migdzy czeéciami maszyn mogg byé réwniez badane przy uzyciu cienkich ele-
mentdéw Igczaeych. Jesli zatozymy istnienie bardzo waskich elementéw pomigdzy
dwiema czesciami maszyny, to efektem luzowania bedzie wprowadzenie poczat-
kowego odksztalcenia rozciagajacego &), takiego, aby ey bylo réwne luzowi
(f— grubosé warstewki). Skoro elementy warstwowe, wigzace omawiane czesci
maszyny, nie mogg przenosi¢ rozciggania, otrzymujemy wiec bezposrednie wska-
zanic czy luzy si¢ zamknely, czy tez nie. Odwrotnie, pasowanie jest réwnowazne
ujemnemu poczatkowemu odksztatceniu w kierunku normalnym do elementu
Inczgcego.

Wadg tego przyblizenia jest to, Ze nalezy przyjaé skoficzona grubosé elementu
lyczacego, aby unikngé bardzo duzego wspélczynnika sztywnosci w kierunku
normalnym, i co za tym idzie, numerycznej nieokreslonodci réwna.

Aby uniknagé powyiszego, mozna stosowaé postepowanie specjalnego rodzaju
przedstawione np. w pracy [29].

18.7. Pelzanie i odksztalcenia zaleine od czasu

18.7.1. Uwagi ogélne. Zjawisko pelzania polega na tym, ze odksztalcenia zalezg
nie tylko od wartoéci napreZenia, lecz takZe od czasu jego dziatania. Najogdlniej
postuluje si¢ pewne prawa, z ktérych mozna wyznaczyé odksztalcenia w rozwa-
sanej chwili czasu, znajac caly poprzedni przebieg naprezen. Kazdy zatem proces
obliczent musi tutaj odbywaé si¢ w sposdh prayrostowy, rozwazajac odpowiednio
male przedzialy czasu, W kazdym takim przedziale czasowym ze znajomosci
okredlonych praw reologicznych pelzania, przecigtnego poziomu naprezer w tym
przedziale i — jesli trzeba — poprzedniego przebiegu zjawiska mozna znaleZé pray-
rosty odhsztalced. Tutaj wige paturalny staje si¢ sposéb poczatkowego odksztal-
cenia opisany w p. 18.2.4. _

Jeat jednak czasem mozliwe odwrécenie prawa pelzania w ten sposéb, ze de-
finiuje si¢ napregenia w dowolnej chwili czasu poprzez historig odksztalcenia.
Jezeli mozna wygodnie zdefiniowaé takie prawo w zaleznosci od funkcji relaksacyi,
wowcezas mozna, jako réwnowaznego, uzy¢ takze sposobu naprezenia poczatko-
wego, jak w op. 18.2.3.

Poniewaz jednak latwiej jest zmierzyé pelzanie, dlatego chetniej na ogét sto-
sowany jest sposéb poczatkowego odksztalcenia. Dalej zostanie zastosowany ten
wiagnie sposéb.
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W zastomowandu do pelzanin sposéh odksztaleenin poczgthowego sklada wig
v nastepujgeych etupidw [30]--[34]:

a. Rozpatrujemy wazystkic zmiany obcigZenia (temperatura itp.), zachodzyee
na poczgtku przedzialu t i poprzez rozwigzanie sprezyste okreslamy stan pocayt-
kowy naprezenia i odksztalcenia.

b. Okreslamy ,,pelzajaca” zmiang odksztalcenia, zachodzaca w przedzinle
{4 e}, zakladajgc, Ze stan naprezenia podczas trwania tego przedziatu pozosaje
wcigZz réwny wartosci poczatkowego z p. a).

c. Traktujac {4 e.}. jako odksztalcenie poczqtkowe okreslamy, poprzez ponowne
rozwigzanie zadania sprezystego, nowy stan naprezenia i odksztalcenia w kodeu
badanego przedzialu czasu.

Jezeli przedziat czasu At jest wzglednie maly, proces ten niewiele réani si¢ od
dokladnego i mozna rozpatrywaé w podobny sposéb dalsze przedzialy cznmu,
Jezeli zachodza stosunkowo znaczne zmiany odksztalceri, mozna oczywidcio
powtérzyé czynnosei b) i ) uzywajac poprawionych, srednich wartodei napreden
dla okreslenia {Ae},. Taka iteracja bywa czasem pozadana, lecz rzadko tylko
bywa potrzebne wykonanie wiecej niz dwu cykli.

Stabilnoé¢ opisanego postgpowania wyraznie zalezy od wielkodci obranege
przedzialu czasu i dla kazdego przypadku obliczenia nalezy dobor ten sprawdzié
numerycznie.

W tym miejscu nalezy chyba powiedzieé kilka siéw o wydajnodci licvenin nn
maszynie cyfrowej. Jezeli chwilowe, sprezyste wlasnodci materiatu nie ulegajy
zmianie w zaleznosci od czasu (lub od zmian temperatury, ktére mogy odbywué
si¢ w czasie), jest pewne, ze mozna wielokrotnie powtarzaé identyczny proces
rozwigzania sprezystego. W takich przypadkach wygodniej jest odwracaé, pray«
najmniej czeéciowo, macierze rozwigzafi, niz uciekaé sie do numerycznych roze
wigzan iteracyjnych. Odwrotnie, jezeli wiasnoéci sprezyste zmieniajg si¢ w czumic
iw kazdym przedziale czasu, mamy wiaéciwie do czynienia z nowym zadaniem
sprezystym, lepsze bgdzie rozwigzanie iteracyjne, wykorzystujgce poprrednio
uzyskane wyniki, jako punkt wyjscia do nastepnego kroku obliczenia.

Gléwnym zagadnieniem w opisanym postepowaniu jest okreslenie algorytmu
wyznaczania przyrostéw pelzania {As.}. W dalszym ciggu sprawie tej pokwigs
cimy wigcej uwagi. )

18.7.2. Zwigzek miedzy pelzaniem a historia materiatu (lepkosprety-
sto§¢€). Zjawiska lepkosprezyste charakteryzuja sie tym, ze predkodé wzrostu
odksztalceri pelzania zalezy nie tylko od stanu aktualnego, ale tez i od calej historsi
ich powstawania. Aby zatem okreslié przyrost odksztaicenia {4 e}, w okreslonym
przedziale czasu, trzeba znaé stan naprezeni i odksztalcert we wazystkich poproe-
dzajacych praedzialach czasu. Chociaz w procesie obliczania na maszynie faktycx-
nie otrzymuje si¢ to wszystko, tym niemniej w istocie problem nastreeza powne
trudnosci. Ograniczenia praktyczne pojawiajg si¢ natychmiast. Nawet w najwigke
szych dostepnych maszynach nie jest praktycznie celowe przechowywanie cale)
historii w pamigci wewngtrznej, a powtarzajace si¢ odwolywanic do pamigei zews
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netrznej jest zwykle zbyt powolne, tym samym zhyt konztowne, by mozna je braé
pod uwage. -

Sposob ominigeia tych trudnodei opisuny zostal przez Zienkiewicza i in. [31]
w odnicsieniu do Lniowej lepkospresystosci. Stwarza on jednak mozliwosci odpo-
wiedniego sformulowania zadania takze dla zagadnieh nmieliniowych materiatéw
lepkosprezystych.

W liniowej lepkosprezystodci jest zawsze mozliwe zapisaé zwigzki reologiczne
w podobnej postaci, jak w sprezystosci liniowej, jezeli np. w réwnaniu (18-2)
w macierzy [D] zamiast stalych sprezystosci wprowadzimy odpowiednie operatory
résniczkowe lub catkowe [35]. W ten sposéb w kontinuum izotropowym pojawi
wig para operatoréw, odpowiadajgca analogiczne]j parze stalych sprezystych. Dia
anizotropowego zadania moze okazaé si¢ potrzeba uwzglednienia az 21 oddziel-
nych operatoréw.

Odksztalcenie pelzania moze teraz by¢ opisane przez

{8‘—'} = [D]‘l {U}r

gulzie kazdy wyraz ,,macierzy lepkosprezystosci” [D]™ moze mieé postaé

d 42
_ ao+a, (le‘)‘f‘az(ﬁ)‘F

TS d dz )
bo-+-b, (7)“1"’2 (W)‘)-

(18-37)

jezeli operatory zapisane s w postaci rézniczkowej. Jesli rozwiniecie to jest skon-
ezone, wtedy rozdzielajge kazdy natychmiastowy efekt sprezysty mozna (18-37)
pracpisaé w postaci ulamkéw czesciowych jako

Jrs:—d—Al“‘—l—L-[— (18-38)
+B,

d
7 W+B2
Juk dobrze wiemy, mozna to interpretowaé jako reakcje ukladu zloZonego
v serii elementéw Kelvina pokazanej na rys. 18.14 (nawet jedli nie chcemy przy-
wizywaé jakiegokolwiek sensu fizycznego do tych modeli). Kazdy wyraz roz-
winigeia (18-38) przedstawia jeden element Kelvina. Typowy zatem udziat w skia-
dowej odksztatcenia jest suma skladnikéw o postaci

a=a g (18-39)
*‘E'i-Bn
lub
d
S er= Auoy~Buey. (18-40)
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Przyrost kaddogo takiego wyrazu w przedzinle czasu mosna teraz znale£é 2 po-
wyzszych wyradert wychodzge 7 aktualnej wartoSei odpowicdnicj akladowej nu-
prezenia o, i aktualnej wartosei e,. Staje si¢ wigc konieczne zapamigtanic w pu-
mieci operacyjnej maszyny tylko skoniczonej liczby takich wyrazéw, jak e, (uktu-

alne), aby przedstawié¢ catkowity wplyw historii.
s
£ 7: eu’
&
'
1
|
1
£ 70
;::

W praktyce wystarczy ograniczona liczba elementéw Kelvina, aby przedstawié
zachowanie si¢ materialu, ponadto za$ istnieje tylko ograniczona liczba operato-
réw lepkosprezystych. Np. w izotropowym, niesci$liwym materiale tylko jeden
operator wystarczy do zdefiniowania macierzy [D]*. Dwa wyrazy rozwinigein
(18-38) wystarczajace do jego zdefiniowania wymagajg zapamietania tylko dwu
warto$ci w czasie obliczed [31].

Wartodci A, i B, dla kazdego modelu Kelvina mogg zaleze¢ od wicku materinly
oraz temperatury i nie wymagajg przez to Zadnego komplikowania obliczert pray
badaniu zagadniefi pelzania betonu lub termolepkosprezystosei.

Wydaje si¢ takze mozliwe rozszerzenie tego sposobu postegpowania na zjawiska
nieliniowej lepkosprezystosci poprzez okreslenie z zaleznodci ,,sprezyna-tlumik”
wplywu statych A4 i B na biezgcy warto$é naprezen. Potrzeba jest jednak jeszcue
duzo pracy dla sformulowania takich praw w stosowny sposéb, przy réwnocze-
snym whasciwym sprawdzeniu do$wiadczalnym.

Aby zilustrowaé przydatno$é powyzszych wywodéw, zacytujemy jeden przyktnd
z pracy [31].

Przedstawia on problem obliczenia 4cian cylindra wykonanych z materinly
lepkosprezystego i wzmocnionych ostong metalows (rys. 18.15). Znane jest do-
kiadne rozwigzanie tego zadania [36], potraktowanego jako problem jednowymin=
rowy. Tutaj zostalo ono rozwigzane przy uzyciu ogélnego programu zagadnicnin
dwuwymiarowego, a otrzymane wyniki wskazuja na uzyskana dokladnodé.

Przyjeto przedzialy czasu 0,1, co zmusilo do zastosowania stu kolejnych krokdw
dla znalezienia koficowego wyniku po uplywie czasu 10 (rys. 18.16).

Inne, bardziej zlozone przyklady znaleZ¢ mozna w pracy [31].

Rys. 18.14. Szereg elementéw Kelvina
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Rys. 18.15. Zbrojony walec lepkosprezysty pod ci-
dnieniem wewngtranym rozwiazany jako ogélne
zadunie dwuwymiarowe
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Rys. 18.16. Zmiana naprezenia stycz-
nego dla przykladu z rys. 18.15 w za«
leznodci od czasu; material zewnetrz-
nej powloki jest sprezysty, a wewnetrz-
nej lepkosprezysty na $cinanie, lecz
sprezysty na ci$nienie izotropowe [31],
[36]; wyniki pokrywaja si¢ z anali-
tycznymi [36]

18.7.3. Prawa pelzania zaleine od stanu. Mimo iz pelny obraz rozwoju na-
prezen i odksztateen odgrywa pewnga role w prawach rzadzacych pelzaniem wiek-
szofci materialéw, to jednak wysoki stopiefi nieliniowosci wzgledem naprezef,
obscrwowany u wigkszosci metali, doprowadzit do sformulowania uproszczonych
praw opisowych, przy pomocy ktérych predkosé odksztalcenia daje sie wyznaczyé
nu podstawie tylko aktualnego stanu zmiennych niezaleznych (w szczegélnosci
naprezenia, odksztalcenia, czasu i temperatury). .

Pracglad takich praw podali Leckie i Martin [37]. Przy zalozeniu izotropii
i nivdcidliwosci odksztalcenia pelzania wyrazajs si¢ zwykle w postaci

% {8}6 = Fi () F, (&) F5(0) Fs(6) [Dol-* {c}/E, (18-41)

gdzic [Do]-' odpowiada macierzy sprezystosci przy wspblczynniku Poissona
» 0,5, za8 %, i G oznaczaja drugie niezmienniki, odpowiednio, odksztalcenia
pelzania i naprezenia, wreszcie 6 — temperatury.

Dla wtdrnego pelzania zaleinoéé od czasu i nagromadzone odksztalcenia 83
male, totez czesto stosowane jest prawo wykladnicze [38], [39]

4 (e} = Ko'[Do]* (). (18-42)
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Aczkolwiek wartodd (lzyeann takicgo prawa jest spornn, szezegélnie 2 uwagi
na funkcje cannu, representujyey taw. ,prawo wzmocnienia z uplywem czasu®,
to jego zastosownunic praktyczne w rozwigzaniach numerycznych jest bardzo
proste. Predkodé odksztaleen pelzania

d
FRGE

da si¢ w kazdej chwili fatwo okreslié, a wigc przyrost odksztatcenia pelzania moinu
znalezé po prostu jako

A{eye=2 (o). an, (18-43)

po czym zastosowaé go do ogdlnego postepowania.

Zastosowania tego sposobu mozna znaleZ¢ w pracach [33], [34], [40). Na
rysunku 18.17 i 18.18 pokazano przyklad obliczenia naczynia ciénieniowego,

Przy takich i oczywiécie innych zagadnieniach pelzania wazne jest zachowanie
najlepszego kompromisu miedzy oszczednoscig pracy przy rozwigzywaniu a sfa-
bilnoscia samego rozwigzania. Dlatego nalezy zwykle korygowaé odstgpy czasu
w miarg toku obliczenia. Moga one stawaé sie progresywnie dluzsze, jeseli, juk
to si¢ czesto zdarza, rozklad naprezed ma tendencje do zblizania sie do pewncj
wartosci stalej. Odpowiednim kryterium takiego korygowania moze by¢ wymaganic,
aby zmiany naprezeri w jednym przedziale czasu nie przekraczaly odpowiedniego
procentu calosci [34].
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Ryn. 18.18. Zmiana napreZenia oktaedrycznego w miare uplywu czasu dla zbiornika z rys. 18.17:
Wt 0, b)t=3godz.

18.7.4. Szczegélne przypadki rozwiazania problemu pelzania. Do$é czesto
mnmy do czynienia z uogdlnieniami i przyblizeniami pozwalajacymi uzyskaé
dostateeznic poprawne rozwigzanie efektu pelzania z pominigciem pracy i nakla-
dow sawartych w sposobie obliczenia krok po kroku.

Lepkosprezystosé liniowa. W przypadku jednorodnego ukladu o liniowej izotro-
powej lepkosprezystosci i przy stalym operatorze Poissona, zastosowanie analogii
Alfreya-McHenry’ego pozwala uzyskaé rozwigzanie w zakresie sprezystym, dajace
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Rys. 18.19. Rozklad naprezen termicznych w zbiorniku ciénieniowym w zalesnodei od amilan
modulu sprezystosci; warstwice maksymalnego naprezZenia gléwnego. Wspélczynnik rozszoranlino.
dci cieplnej wr = 5x1075/°C: 2) stala $rednia wartoéé E--1,82 - 10° kG/em?, b) nupredenin po-
czatkowe, E zmienne, c) naprezenia dlugotrwate, wi jac efekt pelzani i

mozliwoéé okreslenia naprezes i odksztalcer w kazdej obranej chwili czauu zu
pomocy ekwiwalentnych obcigses, praemieszczer i temperatury [41]. Pewne roze
szerzenie tej analogii bylo zaproponowane przez Hiltona [42].

Dalej, gdy odksztalcenia pelzania zmierzaja do pewnej stalej wartodcei przy nie-
ograniczonym uplywie czasu, rozklad naprezen koricowych mozna ustali¢ nuwet
w przypadku, gdy wspomnianych analogii nie mozna zastosowat. Na praykiad,
gdy whasnosci lepkosprezyste zaleza od temperatury, uklad za$ podlegn dzinlaniu
systemu obcigZen i temperatury niezmiennych w czasie, mozna znalesé | trwale”
réwnowazne stale sprezyste i rozwiszaé problem jako zwykly liniowo-spredysty [43),
Efekty takich zmian wlasnosci sprezystych, przejawiajace si¢ w rozklndzic nupres
Zeti termicznych w zbiorniku ciénieniowym reaktora, pokazano na rys. 18,19,

Pelzanie ustalone. Jesli pelzanie opisane réwnaniem (18-42) przebicga w ten
sposéb, Ze catkowite odksztalcenia petzania sa nieporéwnywalnie duze w stosunka
do pelzania nieustalonego i odksztalceri sprezystych, to mozna zagadnicenie znucz-
nie uproscié. Wystarczy przyjaé, e predkoéé odksztalcenia catkowitego i pred-
ko$¢ pelzania sg takie same. Wéwezas prawo reologiczne mozna zapisaé jako

o) =F {e)e = P& D (0)E, (14-44)

zakladajgc, ze material jest niescigliwy i izotropowy.

Jezeli zwigzki reologiczne (naprezenie-odksztalcenie) lub zwiazki nicrozdziclnos
$ci mozna zrézniczkowaé wzgledem czasu, to jasne jest, ze zagadnienie staje sig
identyczne z zagadnieniem nieliniowej sprezystosci, gdzie predkosé odksztalcoef
i przemieszczen zastgpily zwykle odksztalcenia i przemieszezenia sprehynte,
W tych warunkach rozwigzanie nie zalezy od czasu i mozna uzyskaé je od razu
jednym z poprzednio opisanych sposobéw. W takim ukladzie osigga si¢ stuly
stan naprezeri, odksztalcenia za$ rosny proporcjonalnie do czasu,
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18.8. Uwagi dodatkowe

Poprzednio omdwiono ogélne postgpowanic przy zlozonych nieliniowych réw-
nuniach reologicznych stanu, opisujgeych material i przedyskutowano kilka szcze-
golnych zastosowar. Oczywiscie, zagadnienic jest tak obszerne i ma tak wielkie
znaczenie praktyczne, ze omdwienie go w krétkim rozdziale nie jest mozliwe.
Rézne postacie réwnan reologicznych dla réznych materialéw mogg by¢ jeszcze
zaproponowane i zbadane do$wiadczalnie. Gdy takie réwnania sa juz znane,
mozna wéwezas zaadaptowaé dla ich zastosowania przy rozwigzywaniu zadan
metody, oméwione w zarysach powyzej; mozna tez wéwczas zbudowaé rézne
standardowe uklady programéw, dajace si¢ zastosowaé do szeregu réznorodnych
materialéw. Nowe opisy reologiczne sg po prostu wmontowywane do programéw
jako ,,nowe skrzynki”. W ten sposéb moina bada¢ szereg zjawisk lepkosprezy-
stych, a takie takie zjawiska jak lepkoplastyczno§é, gdzie deformacje plastyczne
same zalezg od czasu, lub tez zjawiska zachodzace w réznych gruntach i ska-
tach, o ile mamy dla nich adekwatny opis reclogiczny [44].

W odniesieniu do probleméw nieliniowych nalezy raz jeszcze podkreslié, ze:

a) moze wystgpi¢ niejednoznaczno$é rozwigzas,

b) nigdy nie mozna a priori zagwarantowaé zbieznosci,

¢} koszt rozwiazania jest niepomiernie wickszy niz w przypadku odpowiednich
rozwigzan liniowych.

Podezas gdy pierwsze dwa aspekty wymagaja odpowiedniego potraktowania
fizycznego, to zagadnienie zmniejszenia kosztéw obliczeh bedzie wymagaé jeszcze
wicle dalszej pracy i badad. W pokazanych dotad przykladach zastosowano tylko
clementy najprostsze. Oczywidcie mozna i tutaj zastosowad wszystkie zabiegi
omawiane poprzednio dla dowolnej postaci funkcji ksztaltu elementu. Ostatnie
badania wskazujg, Ze nawet w zagadnieniach dwuwymiarowych zastosowanie zlo-
zonych clementéw, jak to opisano w rozdz. 7 i 8, moze doprowadzié do znacznej
oszezgdnodel kosztéw [45].

Na rysunku 18.20 pokazano szczegélowe poréwnanie stref plastycznych
w rozwazanym przypadku przy stalym naprezeniu i przy zastosowaniu elemen-~
téw izoparametrycznych. Gladkie przejécie miedzy strefami plastycznymi (wy-

>
Rys, 18.20. Oszacowanie przydatnosci réinych el Sw przy rozwi iu elastoplastycznym
probki z karbem (plaski stan naprees)

Rowwd] stref plastycznych

) clementy tréjkatne omfo = 1,186 i 1,226,

D) liniowe clementy caworoboczne 6m/0 = 1,186 1 1,226,

¢} elementy czworoboczne drugiego stopnia om/0 = 1,186,

d) elementy czworoboczne trzeciego stopnia omfc = 1,186,

{m — napredenie $rednie w karbie, ¢ — granica plastycznoséci przy jednoosiowym stanie napre-
Aonia)

Rosklad napreser w przekroju karbu

©) stan sprezysty,

f) atan sprezysto-plastyczny dla omfo = 1,186,

Liczbn stopni swobody: w przyblizeniu 172178 we wszystkich czterech rozwigzaniach.
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znnczonymi przez odpowiednio punkty Grnasa) w ostatnim praypadku pl;owadzi
do znacznego przyspieszenia zbioAnodei i polepszenia dokladnodei.

Nalety wreszcie zwrécié uwage, Ze opisane postgpowanic moze by¢ uzyte dla
rozwigzywania takze zagadnier linjowych, sformulowanych pierwotnie wzgledem
innego ukladu liniowych stalych materialowych. Nie wydaje si¢ to interesujace,
jednak tylko do chwili, az rozwazymy przypadek rozwigzania sprezystego dia
wspotczynnika Poissona » = 0,5. Wspomniano juz, ze dla takiego przypadku ma-
cierz [D] staje sig nieokreglona i potrzebne sg specjalne sformutowania (rozdz. 4.5).

Mozna jednak sformulowaé zadanie sprezyste przy zalozeniu mozliwego do
przyjecia wspélezynnika Poissona, a nastgpnie skorygowaé odksztalcenia metodg
,,olksztalcenia poczatkowego™ az do osiagniecia warunku niescisliwosci [34], [46].

18.9. Nieliniowe, quasi-harmoniczne zagadnienia pola

Nicliniowoé¢ wystgpuje w licznych problemach pola, typu rozwazanego w rozdz.
{5, np. w przypadku gdy zagadnienie opisane jest przez réwnanie rézniczkowe

(15-1)
9 (p28), 2 %) _"’_( ﬁé) —0 18-45

-6—x.( 3x)+3y( 3y+azkaz +2=0, ( )
wapdtezynnik przewodnictwa k moze zaleze¢ od funkcji ¢ lub jej gradientéw.
Muzna tutaj podaé dwie sytuacje, typowe dla ilustracji zagadnienia. W pierwszej,
dotyczacej wyptywu, predkodé moze nie spelnia¢ warunku laminarnoéci Darcy’ego,
wy ktérego

o .
v = kS itd,, (18-46)

lecs przy przejéciu do stanu turbulentnego wymaga takiej formy plynigcia, gdzie
glowny spadek (grad ¢) zalezy od wyzszej potegi predkosci. Takie prawo zapro-
ponowat np. Forchheimer [47] i inni [48]. Mozna je wyrazié w postaci réwnania
(18-406), ale z wprowadzeniem [49]-+[51] ‘

k=k(), o=} oitoitol
ruga, podobna sytuacja ma miejsce w zagadnieniach magnetostatycznych. Jezeli
¢ jest tutaj potencjalem magnetycznym, a k odwrotnoécia przenikalnodci magne-
tycznej, to ustalono, Ze ta ostatnia zaleZy w wyrazny sposéb od gradientu pola
magnetyeznego [52]. Sytuacja wige w obu wymienionych zagadnieniach jest
prawie identyczna.

Chociaz w wymienionych zagadnieniach terminologia ,,zmienna sprezystoéé” czy
npoczgtkowe odksztalcenie i naprezenie” nie mozZe mieé zastosowania, mozna
jednak zaadaptowaé zasadniczo podobng iteracje jak w p. 18.3. Réwnania dyskre-
tysujgce pozostajg nadal, jak pokazano w rozdz. 15 [réwnanie (15-4)], podobne
do postaci réwnan sprezystosci

{y} = [H]{¢}+{F} = 0. (18-47)
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Poniowns k& wehodzi do ,przepisu” na obliveenle [1], mamy wiee
[y DI
i zadanie nasze staje sie zadaniem tej samej kategorii, co rozpatrywane w p. 18.3.
Postugujac si¢ podezas iteracji schematem podobnym do iteracji Newtona
otrzymujenmy
AP} = — {p({$3)} [Ha (18-48)
To zas, jak pokazano poprzednio, pociaga za sobg odwracalnoéé réznych ma-

cierzy w kazdym stadium obliczenia. . o
Jal)(,o ekwiwalentnego mozna uzyé sposobu ,stalego nachylenia”, przyjmujac

A{$np = — {p({$1a)} [Ho] ™, (18-49)
gzie [Ho]-* — macierz zloZona ze wsp6tczynnikéw pier-wsze.g.o stopnia_ iteracji.
Mozna takze zastosowaé rézne sposoby przyspieszenia iteracji w .c,:,eI.u uzy§kama:
rozwigzania [2]. Widaé stgd oczywists analogie do sposobu ,»stalej” 1 ,,zmiennej
wztywnodci”’, omawianych poprzednio. ’
ly)otqd w ;tosunkowo nielicznych przypadkach zastosowano metode elemer}tow
skoticzonych do rozwigzywania oméwionych zagadnied. Volker .[49] rozwiazat
problem nielaminarnego przeplywu przez oérodki porowate, stosujac postepowa-
nie ze zmienng [H] (18-48) uzyskujac dobry wynik po paru cyklach 1teraf:_]1}.
Winslow [52) zastosowal to samo postepowanie do badania szeregu zagadmfan
magnetostatycznych. Na rys. 18.21 pokazano kilka do$é¢ efektownych rozkladéw
pola w materiatach nieliniowych®).

18.10. Inne mozliwe zastosowania

Mozliwe jest, oczywiscie, inne bezpoérednie zastosow'anie roz?avia‘.zari nielu;loyvych
probleméw opisanych powyzej. Przykladex? moze byé zztg’adme.me Przewo! n1tctwa
cieplnego w wysokich temperaturach, gd.zu: prze.wodnqsc zale.zy. od tempc;ra urgré
aibo problem laminarnego przeplywu cieczy menewtonoyvskxej. Sformu: owanle
ostatnicgo zagadnienia jest identyczne z pl:zeplywem lepkim (p. 15.6), z tym %
lepkodé zalezy teraz od gradientu predkodci. L o .

Dalsze mozliwe zastosowania oméwionych rozwigzai pozostawia si¢ inwencjl
Cuytelnika.

I7) W pracach [49] i [50] zastosowano iteracyjne rozwigzanie réwnafi, co wplynelo w sposéb oczy-
wisty na wybér metody.
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19. Zagadnienia
geometrycznie nieliniowe
— duze odksztalcenia
i stateczno$¢ budowli

19.1. Wstep

Poprzednio rozwazaliémy zagadnienia nieliniowosci wynikajace z wlasnofici nu-
terialu i przedstawiliémy metody pozwalajace na zastosowanie standardowych
form liniowych dla uzyskania rozwigza na drodze iteracyjnej. W ten sam sposdb
rozwazamy obecnie zagadnienia nieliniowosci geometrycznej.

We wszystkich badanych dotad zagadnieniach z géry zakladali$my, ¢ zardwno
przemieszczenia jak i odksztalcenia ukladu s3 male. Praktycznie oznacza to, %
geometria elementu pozostaje w zasadzie nie zmieniona podczas procesdw oheigs
Zenia i Ze mozna zatem przyjaé liniowe przyblizenie pierwszego rzedu.

W praktyce takie zalozenie czgsto zawodzi, mimo i% rzeczywiste odkeztuleenin
mogg byé¢ male i granice sprezystosci zwyklych materiatéw konstrukeyjnych niv
sg przekroczone. Gdy niezbedne jest dokladne wyznaczenie przemicszezes, nus
lezy w pewnych, szczegdlnych przypadkach uwzglednié geometryczng niclinio-
wos¢ ukladéw. Tak np. naprezenia wywolane wyboczeniem plyty mogg powodo-
waé wiekszy wzrost przemieszczef niz wynikaloby to z rozwigzania liniowego,
chociaz same przemieszczenia pozostaja stosunkowo nieznaczne. Odwrotnic,
mozna stwierdzié, Ze wytrzymalodé jest osiagnigta w miejscach, gdzie ugicein
wzrastaja bardziej gwaltownie niz przewiduje to rozwigzanie liniowe, i istotnie,
moze by¢ osiagniety stan, przy ktérym nosnosé maleje z narastaniem deformacji,
‘Takim klasycznym problemem jest tutaj problem statecznosci konstrukeji, Zu-
stosowanie analizy geometrycznej nieliniowoéci ma takze duze znaczenie w ine
Zynierii lotniczej i kosmicznej, projektowaniu radioteleskopdw, wics chlodniczych
i innych smuktych konstrukeji.

Duze przemieszczenia mogy zachodzié w pewnych przypadkach nie wywolujye
duzych odksztalced. Typowym w tym przypadku jest problem ,,clastyki”, jed-
nym z przykiadéw ktérego jest sprezyna zegarka.
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W ninicjazym rozduinle postaramy slg ujednoliclé truktowanie wszystkich tych
zagiudnicd i przedstawimy ogdlny sposdh postepowanin przy ich rozwigzywaniu.

Jeden wazakie aspekt geometryeznej nieliniowodci nie jest omawiany szczegéto-
wo. Jest to przypadek duzych odksztatces, jukic mogy wystapié takze i w obszarze
sprezystym, np. w gumie i podobnych materialach. ‘Tutaj nalezy wprowadzié
specialne zwigzki miedzy naprezeniami i odksztatceniami [1], a zakres niniejszej
ksigzki nie pozwala na ich wyczerpujacs dyskusje. Jednakse ogélne metody po-
stgpowania podane w nastepnym punkcie mozna stosowaé i dla takich materialéw,
pod warunkiem wprowadzenia odpowiednich praw wigzacych naprezenia i od-
kaztalcenia.

Geometryczna nieliniowoéé wiaze si¢ czgsto z réwnoczesny nieliniowoscig fi-
zycsng materiatu, w postaci omawianej w poprzednim rozdziale, jak np. mate
odksztatcenia plastyczne itd. W zasadzie nie wprowadza to dodatkowych kom-
plikacji i metody podane ponizej mozna fatwo rozciggnaé takze i na takie przy-
padki,

19.2. Rozwazania ogdlne

19.2.1. Problem podstawowy. Niezalesnie od tego czy przemieszczenia (lub
adksztaleenia) sg duze czy mate, warunki réwnowagi sit zewnetrznych i wewnetrz-
nych muszg byé spelnione. Jezeli zatem przemieszczenia zadane s3 w zwykly
sposdb poprzez skoriczong liczbe wezlowych parametréw {8} (por. rozdz. 2 i p.
18.13), wtedy

{p({81)} = {[BI*{o}aV— (B} = 0, (19-1)

1 4

Kdzie {p} znéw przedstawia sume zewnetrznych i wewnetrznych sit uogélnionych,
| 3] uf jest zdefiniowane poprzez zwigzek odksztalcenie-naprezenie

d{s} = [B]d{é}. (19-2)

Kreska u géry oznacza zalezno$é macierzy [B] od przemieszcze, poniewas
wakutek duzych przemieszczer odksztalcenia nie s3 juz liniowo zwigzane z prze-
micszezeniami. Pokazemy pézniej, ze mozna zapisaé te zalesnodé w postaci

[B] = [Bol+[Bu({0})], (19-3)

gdzie [Bo] jest taka samg macierza, jaka wystapitaby w przypadku liniowych,
nicskoficzenie malych odksztalced, natomiast [B;] przedstawia zaleznoéé od prze-
mieszczet {8}, Ogélnie biorge [By] mozna traktowaé jako liniowq funkeje tych
przemicszezen.
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Jezeli odkuatuteenln wy dostatecznio mate, moznn nudul atosowad ogdlne réw=

nanie spregystodel
{or} = [D)({e}—{eo})-+ {0}, (19-4)
w ktérym [D] jest macierzy stalych sprezystych, jak poprzednio®.

Mozna jednak xapisaé réwnie dobrze kasdy nieliniowy swiquek nrapresenia-
odksztalcenie”, poniewas catkowity praebieg rozwigqzania zawsze sprowadwa sie do
roxwiqzania nieliniowego ukladu réwnas.

Wydaje si¢ celowe powtdrayé byé mose oczywiste stwierdzenie, se w rdwnaniu
(19-1) catkowania dokonuje sig w istocie element po el te, a udzialy posscaepdi-
nych elementéw w vé; Ize wezla dodaje sig do siebie w zwykly sposdb.

19.2.2. Procesy iteracyjne. Oczywiscie, rozwiazania réwnania (19-1) dokonu-
jemy na drodze iteracyjnej. Ogélne metody postepowania opisane w poprzednim
rozdziale (p. 18.3) pozostajg stuszne i tutaj.

Jezeli stosujemy iteracje Newtona, nalezy, jak to bylo juz wyjasnione, znaledd
zwigzek miedzy d{8} a d{p}. Dokonujac odpowiednich wariacji réwnan (19-1)
ze wzgledu na d{8} mamy®

d{y} = \d[BI {o}av+ | [BI*d{o}av, (19-5)

v 14
stosujgc zas dalej (19-4) i (19-2) otrzymujemy
d{o} = [D]d{e} = [D][Bld{3},
z (19-3) natomiast mamy

d[B] = d[By].

Zater _
dfy} = § d[BJ {o}dV-+[R1d (8}, (19-6)
gdzie
[K] = | BPIDIBIAY = [Ko]+[Ki]. (19-7)

Tutaj [K,] przedstawia zwykly macierz sztywnosei dla matych przemicszczes, tj.

[Ko] = (BT IDI[Bo] V. (19-7u)

v

) ‘Nalezy pamietaé, ze skladowe naprezenia definiowane w (19-4) majy odpowiadad prayjetym
skladowym odksztalcenia. W niektérych duzych pomi iach takie odksztalcenin odchylujy
sie czasem od kierunkéw poczatkowych stalych osi.

2) W przypadku zwiazkéw mnieliniowych [D] = [D({o}] jest przyrostowy maciorzq spredystodad,

" jak to bylo w (18-15).
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Macierz [K;] pochodzi od duyeh procmiossersed i wyr‘uin sig juko
(K= § (Bl IDIBAL | B L)) LB IDNBaDAV.  (19-Th)
v

[K:] jest czgsto nazywana macierzq pocsatkowych przemieszczed [2], macieraq
dusych przemieszczeri itd. Mozna pokazaé, ze macierz ta moze by¢ otrzymana za
pomocy postepowania, jak dla macierzy przy matych przemieszczeniach. Nalezy
wiedy dostosowaé odpowiednie wspéirzedne elementu przy obliczeniu sztywnosci.

Picrwszy wyraz w (19-6) mozna ogdlnie zapisa (jest to moze mniej oczywiste,
zanim nie rozpatrzymy szczegdlnych przypadkéw) jako

§ A[B.J o}V = [K,1d{s}, (19-8)

gdzie [K,] jest macierzg symetryczng, zalezng od stanu naprezef. Macierz ta
nazywa sie macierzq napreser, poczqtkowych [2] lub macierzq geometryczng [3],
[4]. Zatem

d{y} = ((K]+[KI+[Ki]) 4 {8} = [Kr]d{5}. (19-9)

Macierz [Ky] jest ogdlng macierzq sxtywnoSci stycznej. Iteracja typu newtonow-
skiego moze byé znéw zastosowana dokladnie tak, jak podano w p. 18.3.

Podsumowujac:

1) rozwigzanie liniowo-sprezyste daje pierwsze przyblizenie {4},

b) {¢}, znajduje si¢ za pomocg (19-1), przy odpowiednim okresleniu [B]
i naprezen, jak podano np. w (19-4), lub w oparciu o inne liniowe lub nieliniowe
prawo,

¢) znajduje sie macierz [Kr], a nastgpnie

d) ustala si¢ poprawke jako

4{oh = —[&17 {vh,

]P0 ¢zym powtarza si¢ postgpowanie az do chwili, gdy {w} stanie si¢ dostatecznie
male.

Mozna znéw uzyé stalej macierzy przy pow1egkszemu liczby krokéw iteracji,
korzystajac z pélodwrotnego procesu rozwigzania przy malym koszcie czasu ma-
wzyny, jezeli przy kazdym kroku {y}, oblicza si¢ z poprawnego wyrazenia [5].

Chociaz wszystkie rozwigzania mozna uzyskaé w pojedynczym kroku operacji
dla calego obcigzenia, to czasami, jak we wszystkich zagadnieniach nieliniowych,
istnicje mozliwo$¢ niejednoznacznego rozwigzania; mozna wigc otrzymaé wynik
nic majgey sensu fizycznego. W takich przypadkach zaleca si¢ postgpowanie po-
przez stopniowe zwiekszanie obcigzenia i uzyskiwanie nieliniowego rozwigzania
da kazdego przyrostu tego obcigzenia. Czasami jest to istotnie tarisze ze wzgledu
na czas maszyny, poniewaz efekt nieliniowosci w kazdym kroku redukuje sig.
Istotnie, jesli przyrosty obcigzenia sa do$é male, wéwcezas kazde kolejne rozwig-
zanic mozna uzyskaé do$é dokladnie w jednym kroku [3], [4], [6]. WazZne jest
jednak sprawdzaé okresowo réwnowage ogdlna, stosujgc pelne réwnanie (19-1).
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19.2.3. Problem stalecznokcl poczatkowej. Warto w tym miegjscu odnotowaé,
ze macierz [K,] nie zawicra w sposéb jawny przemieszezed i jest proporcjonalng
do wartodei napreend {o). Jedli zatem przy pierwszym kroku obliczed znajdziemy
{v} za pomocy linjowego rozwigzania, otrzymamy z (19-6), ze

d{y} = ([K]+[Ko])d{s}, (19-10)

(jezeli przy tym kroku bylo [K;] = 0). Gdy obcigzenie wzrosénie o czynnik 4, mo-
zemy stwierdzié, Ze istnieje réwnowaga obojetna, tj.

d{p} = ((Ko]+A[K])d{s} =0, (19-11)
gdzie 1 otrzymuje sie poprzez rozwigzanie typowego zagadnienia wartodci wla«
snych okreglonego poprzednio.

Jest to klasyczny problem statecznodci poczatkowej, jaki wystepuje w zagadnic-
niach wyboczenia pretéw, plyt, powlok itd.

W literaturze stosuje si¢ do$¢ czesto ten sposéb postgpowania, nawet pozu
przedzialem jego stosowalnosci. ,,Stateczno$é poczatkowa” moze daé poprawne
wyniki tylko wtedy, gdy rozwigzanie sprezyste odpowiadajace macierzy [K)
daje takie odksztatcenia, przy ktérych macierz dusych deformacji [Ky] jest tossu-
mosciowo réwna zeru. Zdarza sie to jedynie w bardzo ograniczonej liczbie sytuacji
praktycznych (np. idealnie prosty pret pod obcigzeniem osiowym, peina kula
pod réwnomiernym cisnieniem itd.). Zaabsorbowanie badaczy przedmiotem ,,po-
czatkowych niedokladnodcei” jest $cisle ograniczone do takich sytuacji, gdy np.
moze wystapié rzeczywista utrata statecznosci ksztaltu. W realnych problemach
inzynierskich takie zagadnienia muszg by¢ badane przy zastosowaniu pelnej
macierzy sztywnosci stycznej [6]. Gdy [Kr] d{é} = 0 otrzymujemy réwnowags
obojetna. Postepowanie krok po kroku staje sie¢ tutaj niewstpliwie konieczne,

19.2.4. Energetyczna interpretacja kryteriéw statecznosci. W rozdz. 2 po-
kazano, Ze praca wirtualna podczas zmiennego przemieszczenia d{6} jest réwna
zmianie catkowitej energii potencjalnej y. Zatem w przypadku réwnowagi

dy = d{s}* {y} =0, (19-12)
tj. calkowita energia potencialna jest stacjonarna (co jest réwnowazne réwnaniu
(19-1)).

Druga wariacja y zgodnie z (19-9) jest
&y = d(dy) = d(8} d{y} = d{6}"[Krld{6}. (19-13)

Kryterium statecznosci wyraza si¢ poprzez dodatnig warto$é tej drugicj wariacji;
jej wartoé¢ ujemna oznacza niestateczno$é. W pierwszym bowiem przypadku
nalezy dodaé energi¢ do ukladu, w drugim — uklad ma nadwyzke tej energii,
Innymi stowy, jezeli [Kr)] jest dodatnio okreslona, stateczno$é istnigje. Kryterium
to jest znane i bardzo uzyteczne przy badaniu statecznoéci w przypadku duzych
deformaqll) {71, [8%, [9].

tad n

znuku wy

’) [(;gn]ncrric, chociaZz mniej praktyczne, sprawdzenic polega na
Tl g
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19.2.5. Sily zalezne od deformacjl, Wyprowalzjyc réwnanie (19-5) zatozono
7 gory, 2o sily {R} nic zalezg od deformucji. W pewnych okolicznoseiach nie jest
to stuszne, np. gdy obcigzenia dzialajy na wilnie odksztalcalny uklad. Podobnic,
nicktdre sity acrodynamiczne zalezg od deformacji ukladu.

Jdli sity zmieniajg si¢ w zalenosci od deformacji, w réwnaniu (19-5) nalezy
rozpatrywaé wariacjg d{R} ze wzgledu na d{4}. Statecznosé i duze odksztalcenia
pod takimi (nie zachowawczymi) obcigzeniami mozna badaé pod warunkiem, ze
przytoczona powyzej zaleinosé zostanie wzigta pod uwage.

19.3. Duze ugigcia i poczatkowa statecznosé plyt

19.3.1. Definicje. Rozpatrzmy jako pierwszy przyklad zagadnienie zwiazane
# odksztalceniem plyt poddanych dziataniu sit w plaszezyZnie i obciazen poprzecz-
nych, gdy przemieszczenia nie s3 nieskoriczenie mate, lecz takze i nie nadmierne,
Wiadomo, z¢ w tym przypadku przemieszczenia poprzeczne wplywajg na wat-
todci odksztalceri typu membranowego; totez dwa zagadnienia: odksztalces
w plaszczyZnie i odksztalcert poprzecznych sg teraz ze sobg sprzesone i nie moga

byé rozpatrywane oddzielnie.
9
()
Y. fze

Rys. 19.1. Sily wewnetrzne w plycie: a) wypadkowe naprezen w plaszezyinie i naprezer
ol zginania {0}, b) przyrost dlugoéci na powierzchni érodkowej spowodowany przemieszcze-
niumi - poprzecznymi .

Jak i poprzednio bedziemy opisywaé ,,odksztalcenia” plyty w zaleznosci od
precmieszczen jej powierzchni $rodkowej. Jezeli plaszczyzna x—y pokrywa sie
# powierzchnig érodkows, jak na rys. 19.1a, wéwczas mamy

Ex T, £
&y Ty
Y=y Ty
_fw Epi M, o,
(e} =1 o |= L:} {o}=y |= {U’"} (19-14)
2, b
- ‘;L;’ M,
7y
&
~ Gxay My

3064

»Nupredontn’ dofiniownne sy w zaleinokel od wypadkowych ait wewngtrz-
nych!: Ty mat, pelulo oy jest drednim naprezenicm membranowym itd. Jezoli
teraz rozpatrzymy powierschnie odksztalcong (rys. 19.1b), to zobaczymy, %o
przemicszezenie w powoduje dodatkowe rozeigganie w kierunkach x i y powicrscli=
ni §rodkowej i clement dlugosci dx staje sie teraz

, T ow\? 1 {ow\* |
lub, okreslajac wydtuzenie w kierunku x w zaleznoéci od przemieszczesi, moemy
z doktadnoscia do wyrazéw drugiego rzedu wlycznie napisaé
_ 1 (:"3 ’
== % "2 \Ex)

Rozpatrujgc w podobny sposdb dalsze skiadowe [10] mozemy przedstawié -

ksztalcenia w postaci

o 1(2@2
ox 2\ 0%
i L(a_w)
oy 2\
ool few g
(s} = dy ' o Ll o ={ng}+{8”} (19-15)
520 0 P 0
2
2w
o °
9w
T oxdy 0

gdzie pierwsze wyrazy s3 to wyrazenia liniowe, wiclokrotnie przez nas stosowane,
drugie za$ dajg zwigzki nieliniowe.

Jezeli rozpatrujemy tylko liniowe, sprezyste zachowanie si¢ plyty, macierz [/)]
jest zloZona z macierzy stanu membranowego i macierzy zginania, tj.

=[5

Wreszcie przemieszczenia zdefiniowane sg w zaleznosci od parametréw wezlo-
wych za pomocg odpowiednich funkcji ksztaltu, Tak wigc np.

(19-16)

[u
| = INI{oY, (19-17)

»»»»» o

%) Skiad b we i od zginania g tutaj za p 3 ody
Gpl 1 Gpy &pj 1 8p.




pray caym typowy uklid parametréw werlowyeh wygodnie jest podzielié na te,
ktdre wplywnjy na odksatatcenia w planzcsydnie, 1 te, ktére powodujg zginania

{6} = {i”} gdzie {6{”}—{ }Jakwrozdz 3; (19-18)
f o )

itﬂ)
{68} = 1\ dx iy jak w rozdz. 10.
(5
i
Podobnie mozna réwniez podzielié i funkcje ksztaltu
N [N 0
Nil=1" VP (19-19)

u ponadto nalezy zalozyé, e catkowity wektor przemieszczert jest réwniez po-
dziclony w sposéb podany w réwnaniu (19-18).

Jest to wygodne dlatego, ze — z wyjatkiem odksztalced nieliniowych — wszyst-
kic poprzednie definicje zagadnienia liniowego s3 nadal stosowalne i nie bedziemy
ich tutaj ponownie omawiaé.

19.3.2. Obliczenie macwrzy [B]. Dla dalszych rozwazan nalezy ustali¢ wyra-
#enia dla macierzy [B] i [Ky]. Zauwazmy najpierw, ze

[B] = [Bo]+[Bd, (19-20)

[B] = [[li)ﬁ’] [1(;){;]]; (B = [g [1(9)21] _

oray, gdzie [B], [BY] s3 to dobrze znane standardowe macierze, odpowiednio dla
obcigzenia w plaszczyZnie i dla zginania, natomiast [B}] znajduje sie poprzez
wariacj¢ {f} ze wzgledu na parametry weztowe {6°}. Ten nieliniowy skladnik
odksztateenia (19-15) wygodnie jest zapisaé w postaci

gelzie

dw
= 0w
1 ow || ox
LY oo = — Py -,
=7 0 Flis = 5 141(6), (19-21)
o ow Loy
_0y x|
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Pochodng (nachylenle) vo moZna wyrazié poprzez paramotry weztowe {8}
jako

w
=\ _ o108 19-22

{9}=@=[]{ b (19-22)
dy

gdzie

[ ON?  ON?
ox ox ’

1= o oe (19-23)
[ dy ay

Tak wige [G] jest macierzg okreslong wylacznie w zaleznosci od wspélrzednych,
Wyznaczajac wariacj¢ réwnania (19-21) mamy?

a{eh} = %d[A]{0}+é~[A]d{9} = [41d{8} = [4][G1d{s"}, (19-24)
stad za$ bezposrednio, poprzez definicje
[BE] = [4][G]. (19-25)

) Przeksstalcenie (19-24) wynika 2z interesujacej wlasnosei macierzy [4] i {0}. Latwo sprawdald,

ze jedli {x} = lxl} jest dowolnym wektorem, wtedy
X2,

d(‘l””) 0 5 0
ox
dAl=} = o d(";;'”) {”‘}s 0w |afon,
Y X3
4 [ dow 4 ow .
I R

zatem
dLA1{0} = [414{6).

k21
{9}= lyzl
ys

(& o 5
)

‘Te ostatniy zaleznoéé wykorzystamy pé#nicj.

Podobnie, jesli

A {3} = = {z: z:}d{O),
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19.3.3. Obliczenie [Kr]. Liniowe muclerso mulych odksstalced zapisane byly
juko -
|rm;'1 0
=10 wy
stosujgc odpowiednie wyrazenia z rozdz. 3 i 10. Macierze duzych przemieszczeri
moZna okreglié za pomocy réwnania (19-7b), podstawiajgc tam (19-20). Po pew-
nych przeksztalceniach otrzymujemy
0 [B&T" [D] [B]]
[Ki]= BETE [DY] [B®
sym. [Bz]" [D] [Bi]
Wreszceie [K,] mozna znalezé w oparciu o (19-8). Z (19-20) dokonujac wariacji
mamy

[Ko (19-26)

(19-27)

0 0
d[BL]T = I:d[Bli]m 0] (19-28)
¢o po podstawieniu do (19-9) i (19-25) daje
(T. |
T, I .
0 0
[K.]d{s} = § [[G]Td[A]T 0] !]1114": av. (19-29
M,
24,,

Uwzgledniajac whasnosci opisane w uwadze pod tekstem na str. 367 mozna napisaé

Tx

T [T" T’y]d 0} = [T’ T"”] Gld{¢®
d[A] Tiy = T.xy Ty {}"" Txy Ty [ ] { }
i ostatecznie otrzymujemy
0 0
[Ke] = b (19-30)
0 [Kq]
elzic
, T Ta
[K«]=S[G] T, T, |[G1V (19-31)
> x

jest dobrze znang, symetryczng postacia macierzy naprezen poczatkowych w plycie.

19.3.4. Zagadnienie duzych ugieé. Wszystkie wyrazenia niezbedne dla obli-
czenia duzych ugieé plyty sg wiec juz znane. Najpierw znajdziemy przemieszcze-
nia odpowiadajace malym odksztalceniom w zadaniu niesprzezonym. Okreslajg
one aktualne odksztalcenia przy uwzglednieniu udzialu skladnika nieliniowego
zdcfiniowanego przez (19-21) wespét z odpowiednimi udziatami skladnikéw

368
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Rys. 19.2. Ugigcie $rodka plyty kwadratowej pod
2

obcigZeniem réwnomiernym [8]: # =9 = 0 na 0 1
krawedzi WC/ t

liniowych. Odpowiadajace tym odksztalceniom napreZenia mozna znalesé »a
pomocy zwigzkéw sprezystosci i zgodnie z (19-1) okreslié {p}o. Dla kolejnych
przyblized znajdujemy [Kr] wg (19-26), (19-27) i (19-30).

Uzyskane w ten sposéb rozwigzanie (por. [9] oraz rys. 19.2) pokazuje wzmoc-
nienie plyty przy rosngcych odksztalceniach, wynikajzce z uwzglednienia napreze
membranowych. W narozach plyty zaréwno odksztalcenia w plaszezynie, juk
i zginajace s3 skrepowane. Wyniki wskazujg na znakomits zgodnodé z rozwigza-
niem analitycznym.

Macierz sztywnosci elementu wyprowadzono przy wykorzystaniu najprostszych
funkcji dla prostokata (podanych w rozdz. 7 dla sit w plaszczyznie, a dla zginu-
nia — niedostosowane funkcje ksztaltu dla prostokata, jak w p. 10.4).

Kilka innych przykladéw duzych odksztalcen plyt, rozwigzanych za pomocy
metody elementéw skoriczonych, podano w pracach [11]--[15].

19.3.5. Stateczno$é ksztaltu. W niektérych praktycznych przypadkach, jak np
w klasycznym zagadnieniu Eulera, wystepuje problem nieodpowiedniodci ogl--
ksztalcenia i obcigzenia (ugiecie nie ,,0dpowiada” sile osiowej). Rozpatrzmy pzy-
klad plyty obcigzonej wylgcznie w jej plaszezyznie. Dopdki nie powstanie ugiccic
poprzeczne w ma zastosowanie teoria matych odksztatceni, dajac poprawne jroz-
wigzanie. Jednakze macierz naprezet poczgthowych [K?] mozna wyznaczyé ngwcr
dla zerowych przemieszczest chociaz [Ky] = 0. Jedli naprezenia w piaszczy;}‘ﬁc
Plyty s3 ujemoe, macierz ta na ogé! ma taka postad, ze mozna znalesé rzeczywiste
warto$ci wlasne réwnania odksztalcert od zginania z zaleinosci
([K8+ ALK {8} = 0, (19-32)

gdzie 1 oznacza czynnik wzrostu naprezeri w plaszezyznie, niezb¢dny do osigg-
nigcia stanu réwnowagi obojetne;.

Przy takim wzrastajgcym obcigzeniu zachodzi utrata statecznosei ksztaltu § ugig~
cia poprzeczne moga wystapié bez Zadnego obcigzenia poprzecznego.

Zagadnienie formuluje si¢ w prosty sposéb poprzez zapisanie réwnania zginania
przy [K{] okreslonym jak w rozdz. 10 i [K?] znalezionym z (19-31),
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Tablion 191
Wartodol C dln plyty kwadratowe] swobodnle podparie), sclukanej w jednym klerunku

Niedostosowane Dostosowane
Prostokaty [13] Tréjkaty [15] Prostokaty {16] Czworoboki [17]
12 st. sw. 9 st. sw. 16 st. sw. 16 st. sw.
2x2 3,22
4x4 3,77 3,72 4,015 4,029
8x8 3,93 3,90 4,001 4,002

Seidle: C we 4,00
Punkty takiej ,,rozpoczynajace] sig” niestatecznoéci (wyboczenia) dla szeregu
zagadnier plyt byly okreslane przy uzyciu réznych rodzajéw elementéw [16]+-[21].
Pewne wyniki poréwnawcze dla swobodnie podpartej, kwadratowej plyty, pod-
danej réwnomiernemu ci$nieniu 7', w jednym kierunku, pokazano w tabl. 19.1.
Parametr wyboczenia zdefiniowano tutaj jako
C = T,a*|n*D,

gezic a jest dlugoscia boku plyty, D za§ — sztywnoscig zginania.

Zastosowane tutaj elementy omawiane byly w rozdz. 10. Warto odnotowaé, ze
wazystkie dostosowane elementy dawaly warto$é z nadwyzks, elementy za$ nie-
dostosowane — z niedomiarem.

2,
ki

Rys. 19.3. Postaé wyboczenia plyty kwadra-
towej przy $cinaniu; krawedzie zamocowane,
otwér w $rodku wzmocniony pierécieniem

Na rysunku 19.3 pokazano postacie wyboczenia dla geometrycznie bardziej
zlozonego przypadku [19]. Tutaj uzyto elementéw niedostosowanych.

"I'ego rodzaju zagadnienia poczatkowe] niestatecznosci w plytach maja ogra-
niczong warto$¢ praktyczng. Gdy tylko bowiem powstanie ugiecie poprzeczne,
sutywnodé plyty wazrasta i mozna dodawaé dalsze obcigzenie (por. rys. 19.2).
Znchowanie si¢ po wyboczeniu musi zatem byé¢ badane za pomocs teorii duzych
deformacji, co opisano w poprzednich paragrafach [22]-+-[24]. Aby unikngé
trudnodci z niejednoznacznoéciy rozwigzania, nalezy stosowaé metode matej
perturbacji (lub poprzeczne obcigzenie).
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19.4. Powloki

Zagadnienia statecznode powlok maja znacznie wigksze znaczenie niz statecznoké
plyt. Tutaj, na ogdl, dla rozwigzania zagadnienia muszg byé okreslone macicrze
sztywnosci styczncj [Kr] pray uwzglednieniu stanu deformacji, poniewaz szezegdle
ny przypadek niesprzezonych stanéw blonowego i zgigciowego nic moze tutnj
mie¢ miejsca (z wyjatkiem, moze, przypadkéw trywialnych). Chociaz na pocsqthu
utraty stateczno$ci macierz [K,] jest okreslona dla naprezed sprezystych, mosina
czasami za jej pomocy otrzymaé pozyteczne wyniki, dotyczace czynnika statecr-
noéci 1. W klasycznych pracach poswigconych wyboczeniu powlok rozpatruje
si¢ prawie wylacznie t¢ poczgtkows statecznosé. Rzeczywiste jednak obcigrenic
krytyczne moze leze¢ zmacanie ponitej obcigzenia odpowiadajjcego statecznodei
poczatkowej. Nalezy zatem okreslié, chotby w sposéb przyblizony, wplyw
odksztalcenia (przy badaniu statecznoéci poczatkowej wplyw ten jest po-
mijany).

Jezeli zalozymy, ze powloka zbudowana jest z plaskich elementéw plytowych,
mozna dokona¢ na macierzy sztywnoéci stycznej takich samych transformacji,
jak podane w rozdz. 11 [25], [26]. Jezeli stosujemy zakrzywione elementy powlaki,
nalezy powréeié do réwnania teorii powlok i wlgezyé do niego cztony nieliniowe
[9], [27]. Odsylamy Czytelnika do wymienionych prac, gdzie znajdzic On pelne
wyjasnienie zagadnienia.

Nalezy ponownie podkresli¢, ze obliczenia poczatkowej statecznodei majg sens
tylko w szczegélnych przypadkach i Ze czesto dajg one zawyzong wartodé obciye
Zenia krytycznego. Dla uzyskania poprawnej odpowiedzi nalesy traktowaé prob-
lem jako w pelni nieliniowy. Postepujace ,,zmigkczanie si¢” powloki pod obciytcs
niem, znacznie mniejszym od wyliczonego na podstawie zlinearyzowancj teorii

o113
&
E}
oL
00581
Rys. 19.‘?. Ugigcie pf)wloki walcowej w $rodku. 0 7608 e 7527 200
Wszystkie krawedzie zamocowane [8] W,

N

wyboczenia, pokazano na rys. 19.4 wg [9]. Rysunek 19.5 pokazuje postepiijgee
zniszczenie tuku przy obcigzeniu znacznie mniejszym od wyznaczonego na pols
stawie liniowcj teorii wyboczenia [6].
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Obliczenie aktualnego obcigzenia prowadzacego do wyboczenia powloki lub
innc wiotkie konstrukeje sprawia zrozumiale trudnosci, ktérych istote oméwiono
w rozdz. 18. Nie udaje si¢ bowiem uzyska¢ zbieznosci przemieszczeri w obszarze,
w ktorym obcigzenie zbliza si¢ do wartosci nosnosci granicznej.

Dlatego w przypadku obcigzenia sils skupiong wygodniej postgpowaé w ten
posob, ze zadawane sg wartoci przemieszczed, a obliczane odpowied-
nic reakeje. Argyris [4] uzyskal w ten sposéb pelny obraz zachowania sie fuka
prey zniszezeniu. :

Pfan i Ping Tong [28] pokazali, w jaki sposéb mozna uogdlnié to postgpowanie
w przypadku, gdy rozpatrywany jest uklad obcigZed proporcjonalnych.

Odmicnne sposoby postgpowania przy badaniu probleméw zniszczenia opi-
wane zostaly w pracach [29]+[33], a w chwili obecnej dokonuje sie istotnego
postepu w tym waznym zagadnieniu. :

19.5. Ogélne sformulowania zagadnienia duzych odksztalcen
i przemieszczen

Nicliniowe zwigzki miedzy odksztalceniami a przemieszczeniami dla plyt za-
stosowane w p. 19.3 (19-15) wyprowadzone byly na zasadzie ad hoc. Podobne
zwiyzki mozna wyprowadzi¢ dla powlok; we wszystkich jednak przypadkach
mozliwy jest inny sposéb przyblizenia. Istnieje wszakze mozliwoéé zastosowania
ogdinej definicji odksztalcenia wasnego niezalesnie od tego, czy przemieszczenia
lub odksatalcenia sq duze czy male. Taka definicja wprowadzona zostala przez
G'reena i St-Venanta i znana jest pod nazwa tensora odksztalceri Greena. W odnie-
sicniu do nieruchomego kartezjatiskiego ukladu wspétrzednych x, y, 2 przemicsz-
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czenia #, », w okredlafy adkestaleenin [34] jako

w1\ (o0}, [ow)?
a2 (dx) +(a§) "'(?; _
_ (19-33)
b [ﬂ.ﬁ o v w dw
Y= T dx 9y " ox dy ' dx 8y

a dalsze skfadowe otrzymuje sie przez cykliczne przestawienie,

Gdy przemieszczenia s3 male, otrzymuje sie znane liniowe przyblizenie praoz
pominigcie wyrazéw drugiego stopnia.

Interpretacja geometryczna powyzszej definicji odksztalteert nie jest w ogdlnym
przypadku oczywista; nalezy pamietaé, ze oznaczajz one miarg¢ wydluZenin
i odksztalcenia postaciowego pierwotnie prostokatnego elementu.

Gdy aktualne wartosci odksztalceri sg male, latwo zauwazyé, Ze &, okredln
zmiane dlugosci jednostkowej pierwotnie skierowanej wrdluz osi x, y,, zaé dujo
zmiang kqta miedzy dwiema liniami, pierwotnie réwnoleglymi do osi x i y. Jeut to
sluszne w powyzszej definicji takze w przypadku, gdy zaszly duze ruchy, prae-
mieszczajgee lub obracajgce pierwotny wektor o duse wartosci.

Ustalmy teraz ogélne, nieliniowe wyrazenia dla [B] i [Kr] w przypadku petnego
stanu tréjwymiarowego naprezed. Z tych wyrazes mozna nastepnie uzyskad
W prosty sposéb wyrazenia dla jedno- i dwuwymiarowego zagadnienia; POZOSti=
wimy to Czytelnikowi jako éwiczenie. Ponadto zagadnienia plyt i powlok mozna
bedzie przy okazji zbadaé w oparciu o takie ogélne sformulowania i przez pomie
nigcie niektérych wyrazéw typowych dla specjalnych przypadkéw, jak np. proe
blem plyty omawiany poprzednio.

19.5.1. Macierz [B.]. Ogélny wektor odksztalcenia w stanie tréjwymiarowym
mozna zdefiniowaé poprzez wyraz uzyskany z analizy malych wielkogci i wyraz
zalezny od duzych odksztatcert

{e} = {°}+{s", (19-34)
gdzie
. u
¥ ax
e ki
YV ay
. dw
b oz
{e%) = Voo 2w (19-35)
Vye “a? Ty
ow | du
X %""a;
I
L B i e
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dokludnie tak sumo, jak podano w roxdz, 0, Nleliniowe czlony (19-33) wygodnic
jeat zapisa¢ w postaci .

o0 0
0 {06}'r {00} TSI
L 1 2} = = -
{ef} = Zl 0 {6 {67 l{zi'}] 5 [41{6}, (19-36)

{07 0 {67 1°°F
6,3° {637 0
gdzie
o v dwi .
{0.}" = [W’ Z’ %] itd.

[A] za$ jest macierza 9x6. o B

Czytelnik latwo sprawdzi poprawno$é powyzszego sformulowania i okresli
ponownie wlasnosci macierzy [4] i {6} podane w p. 19.3.2 (uwaga pod tekstem
strony 367). Tak wiec znéw mamy

1
d{st} =2 d[A]{0}+ [41d{6} = [414{0} (19-37)
i poniewaz mozemy okreslié {6} jako zalezng od funkeji ksztaltu [N] i paramet-

réw wezlowych {8}, przeto mozna napisa¢
{6} = [G1{é} (19-38)
lub
d{e'} = [4][G]d {5}
oraz,
[B:] = [4][G]. (19-39)
19.5.2. Macierz [K;]. Zauwazmy, Ze
[B] = [Bo]+[Bi].

Motemy wiec latwo zbudowaé macierz z réwnania (19-7)

[K] = [Ko]+[Kq] = { [BI[D](BIdV. (19-40)

v
Aby skompletowaé pelng macierz sztywnosci stycznej, nalezy jedynie wyznaczyé

macierz naprezen poczgtkowych [K,]. Znéw z réwnania (19-8) mamy

[K,1d{6} = {d[B.J* {o}dV = | [GI*d[A]" {0} dV. (19-41)

v v
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Mozemy sprawdelé, 20 wolno napisaé
“’x’s Teods Tuely

d[A) [} w- a1, r,,,I,Jd{O} - [M][G]d{8},  (19-42)

 8ym. A

gdzie I, jest macierza jednostkowsz 3 3.
Podstawiajac (19-42) do (19-4) znajdujemy

[K.1= {[GIM][G1av, (19-43)
14
gdzie [M] jest macierzg 9x 9 szeéciu sktadowych naprezenia, rozmieszczonych
jak pokazano w réwnaniu (19-42). Stwierdzamy ponownie, ze macierz [Ka] jent
symetrycna.

Pomingliémy indeksy elementu, chociaz w istocie wszystkie powyzsze macicrze
powinny byé obliczone element po elemencie i dodane w ustalony poprzednio
spos6b na etapie analizy ukfadu.

Stosowanie wyrazefi ogélnych jest pozyteczne jako punkt wyjécia dla badania
plyt i powlok. Naleiy jedynie poczyni¢ odpowiednie uproszczenia. Szezegdlnic
dobrze opisywany jest przez te wyrazenia przypadek powlok grubych (pur.
rozdz. 14).

Z kolei, gdy okreslone zostang odpowiednie zwigzki migdzy napreseninmi
i odksztalceniami, s3 one wazne zaréwno w zakresie malych, jak i duzych od-
ksztalcefi. Tutaj jednak bardziej pozyteczne jest zwykle, bezposrednic okreslenie
funkeji energii odksztalcenia w zalesnosci od skladowych odksztalcenin i uzy-
skania sit uogélnionych poprzez minimalizacje tej funkcji. Kilka przykladow
znajdywania duzych odksztalcei podal Oden [35] - [38] przy badaniu dugyeh
deformacji gumowych membran i innych o$rodkéw.

19.6. Uwagi koficowe

W rozdziale tym sprébowano przedstawié jednolite podejécie do wszelkich zue
gadniefi duzych deformacji. Przytoczono szereg sposobéw rozwiazania pedata-
wowego réwnania nieliniowego. Czytelnik moze slusznie zapytaé, ktéry z nich
jest lepszy. Jezeli wymagane jest proste rozwigzanie zadania o dusych niclinio-
wych deformacjach, w wigkszoéci przypadkéw iteracja Newtona zapewnia dosta-
tecznie szybka zbieznos¢. Jednak w niektérych przypadkach bardzicj ckonomiczne
okazujg si¢ metody stalych macierzy.

Gdy wymagane jest pelne badanie zwigzku deformacji z obcigzenicm, w cu-
dziennej praktyce stosuje sie male przyrosty obcigzenia i dla kazdego z nich truk-
tuje si¢ zadanie jako liniowo-sprezyste, stosujac macierz sztywnodci styczncj,
wyznaczong dla stanu poprzedzajgcego dany przyrost obcigzenia [2], [3]. Metoda
taka moze jednak akumulowaé bledy, dlatego Brebbia i Connor [9] zalecajy kem-
pletne rozwigzanie typu newtonowskiego dla kazdych kilku kolejnych prayrostéw.
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Rozciggnigeio probleméw geometryeznle-nlelinfowych na przypadki dynamiczne
jest motliwe zwlaszeza wéwezas, gdy Istnioju maciers napreed poczatkowych
i zadanic moze byé rozpatrywane juko quusi-liniowe. Anderson 1 in. [16] rozwia-
zali np. szereg probleméw drgant plyt poczitkowo ciskanych [39].

[Kombinowanie nieliniowosdci fizycznej z nicliniowoscia geometryczng jest sto-
sunkowo proste, jezeli uda si¢ okresli¢ macierz narastajacej sprezystosci. Margal
[2) rozwigzal szereg takich zadaf, w ktérych duze deformacje byly zwigzane z pla-
stycznoscia. Warto odnotowaé, Ze operacje wymagane dla rozwigzywania zagad-
nien fizycznej i geometrycznej nieliniowosci sa podobne i mozliwe jest opraco-
wunie programéw obliczeniowych pozwalajacych na wspdlne ujecie obu tych
zjawisk.

Wresuzcie trzeba zwrécié uwage na dwie sprawy. Jedna —to do$é rozwlekly
wywéd macierzy naprezefi poczatkowych dla plyt, choé macierze te w innych
pracach [17], [19] byly wyprowadzone w sposéb bardziej bezposredni. Spowo-
dowane to bylo dazeniem do uzyskania pelnej ogélnosci, co jak si¢ wydaje zostato
osiggnigte. Druga — to fakt, ze rozwazajac ogélny problem duzych odksztatcen
uZyto nieco zagmatwanych operacji, w celu zachowania konwencjonalnego zapisu
mucierzowego, stosowanego w calej ksigzce. Mozna uzyskaé pewne uproszczenia
przy zastosowaniu notacji tensorowej i, w zasadzie, mozna by go uzyé w ksiazce
jnko alternatywnej formy zapisu. Nie ma jednak powodéw do tego, by nie stoso-
waé bardziej bezposredniej lub lepiej zrozumialej notacji, jaka jest zapis macie-
rzowy.
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20. Metody numeryczne
i programy
(Y.K. Cheung i I.P. King)

20.1. Wstep

Obliczenia w metodzie elementéw skoriczonych mozna latwo programowaé nu
szybkie maszyny cyfrowe. Programy te jednak mozna wykorzystaé wtedy, kicdy
dysponuje si¢ maszyna odpowiednig do rozwigzywania duzych ukladéw réwnas,
wynikajacych z procesu dyskretyzacji.

Opracowano dotychczas szereg bardzo wielkich programéw dla metody cle-
ment6w skoficzonych. Najwczesniejsze z nich byly to programy wasko wyspec-
jalizowane, zapisane czgsto w jezyku wewnetrznym danej maszyny. Podobieristwo
budowy programéw, zaobserwowane w toku ich realizacji, doprowadzilo do ruz-
woju bardziej ztozonych systeméw ogélnych. Program ASKA, opracowany przes
prof. 7. H. Argyrisa ze Stuttgartu, jest przykladem takiego rozwoju; opracowany
on byt réwniez dla najwigkszych maszyn. W zastosowaniu do zagadnies lotniczych
1 kosmicznych polozono nacisk na mozliwoé¢ rozwigzywania tych zagadnicti we
wszystkich przypadkach, przez co oplacalnosé stosowania tych programdw do
analizy prostszych zagadnien zostala znacznie zmniejszona.

Szybki rozwdj kolejnych generacji maszyn cyfrowych spowodowat koniecznodé
pisania programéw tak, by byly one latwo wymienne z maszyny do maszyny,
Przydatnos¢ jezyka FORTRAN do tych celéw doprowadzila do stosowania go
w wigkszo$ci programéw zwigzanych z elementami skoficzonymi.

Program NASA (National Acronautical Space Administration) przedstawia
prébe zbudowania elastycznego systemu programéw do rozwigzywania dudej
skali probleméw przemystu lotniczo-kosmicznego.

Program FESS (Finite Element Solution Swansea) i FINESSE w Swansci
byl nastawiony bardziej na efektywne rozwizzywanie ukladéw o mnicjszych
i drednich wymiarach, typowych dla zagadnien inzynieryjno-budowlanych, juk:
mosty, zapory, ostony reaktoréw. W tych programach poswigcono duzo uwugi
na stworzenie prostych koncepcji, ktére mozna latwo modyfikowaé dla szeze-
gblnych przypadkéw.

We wszystkich prébach programowania wazne jest, aby pamigtaé, Ze skutecznoké
programu musi odpowiada¢ wysitkowi wlozonemu w programowanie. Im mnicj
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zatem programdw musi byé opracownnyel ml poczgtku, tym bardzicj usprawied-
liwiony staje si¢ wysilck zbudowunia programu uniwersalnego. Pray programo-
waniu zagadniest clementéw skoficzonych trzebn znaé ograniczenia, jakie stawia
dostgpna nam maszyna i nalezy zamienié jy na wigksza maszyne, gdy tylko zachodzi
koniccznodé , $ciskania” programu lub wykonywania programéw specjalnych.
Stosowanie specjalnego kodowania rzadko warte jest wysilku, jako ze program
taki jest sztywny i rozwiniecie jego jest kosztowne.

Program i technika programowania opisane w niniejszym rozdziale maja pewne
wspdlne cechy z FESS, lecz przedstawiaja FESS tylko w jego poczatkowym
stadium, Pewne zabiegi oszczedzajgce pamieé i ulepszenia istniejace w TFESS,
% uwagi na uproszczenie wykladu, zostaly pominigte. Warto wspomnieé, ze sy-
stem ten zostal rozbudowany na zagadnienia elastoplastyczne bez zasadniczej
zmiany ukladu programu,

Analiza statecznosci 1 zagadnienia drgar, oparte na najnowszej technice wyzna-
czania warto$ci whasnych, zostaly takze wlaczone do wykladu, chociaz przedsta-
wiamy tutaj tylko prosty przypadek programu.

20.2. Struktura programéw w metodzie elementéw skonczo-
nych

Program wykorzystujacy koncepcje elementéw skoficzonych moze mieé szereg
rénych zastosowari. Najczesciej wehodzi w gre analiza statyczna zagadnien spreg-
ystych, przy czym rozmiar zagadnienia moze wahaé sie od mniej niz sto do kil-
kunastu tysiecy stopni swobody. W zadaniach dynamicznych albo statecznosci
mozna szukaé wartosci wlasnych, wreszcie mogg wystepowaé w programach rézne
procedury iteracyjne dla rozwigzywania probleméw nieliniowych.

Potencjalny uzytkownik szczegélnego zagadnienia elementéw skoriczonych
apotka si¢ z duzymi trudnodciami, jesliby chcial kazdg nows klase zagadnien
programowa¢ od poczatku. Stad tak wazne jest wykorzystanie dorobku poprzed-
nikéw. '

‘I'ypowy program metody elementéw skoficzonych jest zbudowany z szeregu
wapdlnych blokéw, ktére moga mieé rézne zastosowania w réznym kontekscie.
‘T'ypowymi blokami s3: wprowadzenie danych, budowanie sztywnodci elementu
i ukladu, procedura rozwigzywania réwnas, budowanie macierzy masy i znajdo-
wanic wartodci wlasnych, obliczanie naprezeft i druk wynikéw.

W ‘praktyce programowania bloki te wystepujg jako podprogramy (subrouti-
nes)'). Dobrze jest, gdy ich polaczenia i uklad danych sa dostatecznie standary-
zowane, aby mozna bylo je wymieniaé. Z oméwionych dalej programéw mozliwe
') Progrumy omawiane tutaj napisane sa w jezyku FORTRAN 1V. W literaturze polskiej jezyk

ten omawiany jest w ksigsce K. Fijatkowskiego: Autokody i programowanie maszyn cyfrowych,
WNT, W-wa 1968 (wyd. 2) rozdz. 6. Czytelnik nie znajacy tego jezyka proszony jest o praze-
studiowanic tej ksiazki; podana w niej symbolika nie jest w dalszym ciggu tlumaczona; terminy,
ktbrych w wymienionej ksigtce brak, pod s3 w th iu i brzmieniu oryginalny
(prayp. tum.),
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jest wybrante odpowlednleh programéw tak, % przy nowym zagndnieniv dodut-
kowy wysilek progruinisty ogranicza si¢ jedynic do wprowndzenin niezbednyeh
innowacji lub uwzglednienia specjalnych wymaga.

W podanym schenwicie gléwny program wiodacy (master driving program) jest
programem bardzo prostym. Wymienia si¢ tutaj tylko zasadnicze czynnodci poss-
czegélnych podprograméw w odpowiedniej kolejnosci. Dla niektérych klas zn-
gadnieli mozna po napisaniu programu gléwnego automatycznie wybraé pad-
programy. W duzych o$rodkach obliczeniowych przy specjalizowanym typie pro-
bleméw taka standaryzacja jest najdogodniejsza do stosowania. Dla celéw jednak
badawczych elastyczno$é wynikajaca z recznie skomponowanego programu jest
prawdopodobnie wygodniejsza.

Istotng sprawg jest to, aby rozwojowi wspomnianych blokéw (podprogramaéw)
towarzyszyla dostateczna dokumentacja, pozwalajaca na latwe ich ugycie praez
innych uzytkownikéw, poza ich autorem. Wigczenie wiec odpowiednich komentu-
rzy') we wlasciwych miejscach podprogramu jest szczegdlnie cenne, daje bowicm
wskazéwki uzytkownikowi.

Przykiad programu gléwnego. Pokazany nizej program stuzy do rozwigzanin
zadania plaskiego w plaskim stanie odksztalcenia o ograniczonym rozmiurze.
Mozna go uzywa¢ na malych maszynach. Caly program napisany jest w Jjezyku
FORTRAN 1V i jest przykladem bardzo prostego zastosowania koncepcji blo-
kowej. Jest on przydatny do zagadnied praktycznych i latwo moze byé rozbudo-
wany przez Czytelnika znajgcego jezyk FORTRAN. Przyldad dotyczy tarcay
w plaskim stanie naprezenia przy zastosowaniu zmodyfikowanych stalych ni-
terialowych; wespét ze zbiorem podprograméw (subroutines) stosowanych w tym
programie podany jest w p. 20.7.

Dla innych elementéw lub okolicznogci nalezy skonstruowaé odpowiednic
programy gléwne.

Schemat blokowy (operacyjny) programu gléwnego podano ponizej. Nuledy
zwrdcié uwage, ze ,,loop” (zawréé) — (petla) w przypadku obcigzenia jest drod-
kiem do oszczedzania pamieci przy réwnoczesnym wzrodcie czasu maszyny. Jeat
to nieuniknione, gdy zachodzi potrzeba badania poszczegélnych przypadkéw
obcigzenia, jak np. przy obliczaniu mostéw.

Dla zadad o malej liczbie przypadkéw obcigzenia nieraz wygodniej jest roz-
wigzywaé je jednoczesnie.

') Komentarze te oznacza sie na programie literami C z lewej strony, 5 odstepdw w lewo od kos
lumny, w kt6rej wypisany jest tekst programu i wypisuje sig ich tekat po prawej stronie progra-
mu (por. Program 20-1) (prayp. thm.),
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Schemat blokowy (operacyjny) programu gléwnego

382

Start

!

Czytaj nr zadania

|

Petla po numerach zadania

!

Wywolaj dane wejscia

!

Petla po przypadkach obcigzenia

!

Wywolaj dane obcigzenia

Wywolaj formowanie macierzy
sztywnosci

Wywolaj rozwigzanie réwnan

i

Wywolaj wyznaczanie naprezen

!

Koniec petli po obcigzeniach

:

Koniec petli po zadaniach

!

Stop

Opis 2miennych
a. Wspdiny blok

Zmienna; Opis:

TITLE 12 12 sléw zbioru nazw

NP liczba wezléw

NE liczba elementéw

NB liczba weztéw zamocowanych
NDF liczba stopni swobody w wezle
NCN najwigksza liczba wezléw w elemencie
NLD liczba przypadkéw obcigzenia
NMAT liczba rodzajéw materiatu
NSZF liczba réwnadt w ukladzie

u licznik przypadkéw obcigzenia
NT4 liczba numeréw klatek pamieci

b. Wspdlne oznaczenia podstawowe
Zmienna: Opis:

COORD  (100,2) Zbiér wspélrzednych punktéw wezlowych

NOP (200,4) Zbidér polgczen elementéw

IMAT (200) = Zbidr elementéw wg wiasnosci materialéw
ORT (25,2) Wiasnoéci materialu w elementach

NBC (25) Numery weztéw zamocowanych

NFiX (25) Rodzaj warunkéw brzegowych

R1 (200)  Wektory obcigZenia

SK (200,40) Prostokgtna macierz réwnan

c. Opis zmiennych programu ogdlnego

Zmienna: Opis:

NPROB Liczba probleméw (zadas)

NPR

Licznik numeréw probleméw

PROGRAM 20-1

[

o000

CONTROL MAIN PROGRAM
COMMON/CONTR/TITLE(12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,L|,NT4

COMMON CORD (100,2),NOP(200,4),IMAT(200), ORT(25,2),NBC(25),NFIX(25)

1,R1(200),5K(200,40)

INITIALIZE TAPE NO.
AND NUMBER OF CORNER NODE MAX.

NT4=11
NCN=4
READ(5,1) NPROB

LOOP ON NO. OF PROBLEMS
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Program 20-1 cigg dalezy

DO 400 NPR = 1,NPROB 13
REWIND NT4
c 16
c READ INPUT GEOMETRY AND PROP.
c 14
CALL GDATA 19
NSZF = NP«NDF 21
DO 200LI =1,NLD 22
[of .
c READ LOADS
c .
CALL LOAD 23
c
c FORM THEN SOLVE SIMULTANEOUS
c EQUATIONS
c
CALL FORMK
CALL SOLVE 28
c
c CALCULATE STRESSES
c
CALL STRESS
200 CONTINUE 32 -
400 CONTINUE 33
1 FORMAT(9I5) 35
STOP 36

END 37

20.3. Dane wejSciowe

W operacjach wewngtrznych programu dla elementéw skoficzonych wymagane
si) cutery zasadnicze zbiory danych dodatkowych dla informacji kontrolnych:

1) wspdlrzedne potaczen elementéw i ich charakterystyki,

b) wlasnoéci materiatu w kazdego rodzaju elementach,

¢) warunki brzegowe,

d) obcigzenia.

Moga by¢ napisane specjalne programy dla wprowadzenia danych; podstawo-
wym ich zadaniem jest utworzyé cztery wymienione zbiory danych z innych pro-
stych informacji, opisujacych problem. Dla programu gléwnego bowiem niezbed-
ny jest pelny zbiér danych.

20.3.1. Wspélrzedne potaczen i charakterystyki elementéw. Sg to wspél-
rzgdne wszystkich punktéw wezlowych (np. % i y; w kazdym wegle i w zada-
niu o plaskim stanie naprezenia) wypisywane dla danego elementu w okreglo-
nej kolejnodci. Macierze sztywnosei elementéw dla wigkszodci przypadkéw
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nie zaleg od polodenin pocatku ukladu wapdlrzednych; z roguly jest on obierany
dowolnio wy uenanle obliczajycego. Charakterystyki clementéw zawiorajg: po-
laczenia clemontéw, kidrymi sy numery wszystkich weziow elementu, numery
rodzaju materiatu, wystgpujacego w tym elemencie oraz wielkoci reprezentujgee
wlasnosci tego materiatu. Charakterystyki te s3 réwnies wymieniane w okreslo«
nej kolejnosci, tej samej co wspélrzedne polaczen.

20.3.2. WiasnoSci materialu. W wigkszosci zastosowar elementéw skoficzonych
wlasnosci materialu sa takie same dla duzych grup elementéw. Wygodnice jout
zatem da¢ kazdemu elementowi numer materialu i odezytywaé go jako oddziclng
informacje, opisujacg wlasnosci materiaku.

20.3.3. Obcigzenia. Dla maksymalnego uproszczenia i elastycznosci programu
obcigzenia moga by¢ odczytywane jako pojedynczy wektor, stosowany bezposred-
nio w programie rozwigzania. W szeregu przypadkéw, gdy obcigzone wezly sta-
nowig maly ulamek catkowitej liczby wezléw ukladu, wygodniej jest odczytywad
tylko niezerowe obciazenia z ich numerami wezléw. Wektor obcigzenia deklarujo
si¢ wtedy uprzednio jako zero, aby pamietaé o wezlach nieobcigzonych,

W pewnych jednak zastosowaniach nalezy uwzgledniaé sity masowe, i niezbgdny
jest osobny program, aby utworzyé wektory obcigzenia na podstawie geometrii
ukladu i wlasnosci materiatu. Podprogramy tworzace obciazenia mogg tek byé
uzyte przy okreslaniu sit weztowych od obcigzes: rozlozonych. Wyniki koficowe
takich podprograméw stanowia wektory sil, identyczne co do postaci z wektorami
obcigzeri odezytywanymi bezposrednio z kart.

20.3.4. Warunki brzegowe. Warunki brzegowe mozna wykorzystaé albo w mo- .
mencie budowania macierzy sztywnosci elementéw, albo poprzez modyfikacjy
ukladu réwnas bezposrednio przed ich rozwigzywaniem, czyli przez modyfikacjg
macierzy sztywnosci uktadu. Ostatni sposéb jest wygodny dla prostych elementéw,
staje si¢ jednak skomplikowany, gdy ma sie do czynienia z elementami wyzszych
rzedéw albo ze szczegSlnymi, nietypowymi warunkami brzegowymi, jak np.
ograniczenie w okre§lonym kierunku, W przykladzie podprogramu pokazanym
ponizej warunki brzegowe wezléw sg kodowane jako kombinacje 0 i 1 dla kazdego
sposobu podparcia, przy czym 0 oznacza swobode przemieszczania si¢ wezla,
1 za$ — ograniczenie przemieszczer. Tak wiec:

01 oznacza swobode przemieszczenia w kierunku X i unieruchomienie

w kierunku Y,
1 0 oznacza unieruchomienie w kierunku X i swobode w kierunku Y,
11 oznacza unieruchomienic w obu kierunkach.

Przykiady podprograméw. Przytoczymy tu dwa podprogramy. Podprogram
GDATA podaje podstawowe dane geometryczne, a podprogram LOAD — wek-
tory obcigzenia. Zaden z tych programéw nie ma moliwosci tworzenia zbiordw
danych,

25 Metoda slementow ans



Schemat blokowy (operacyjny) = podprogram GDATA

Start

!

Czytaj i drukuj dane kontrolne

!

Czytaj i drukuj wlasnosci materialu

{

Czytaj wspélrzedne wezidw

i

Czytaj polaczenia i typ elementéw

!

Czytaj warunki brzegowe

:

Tak Przebiegnij przez
druk danych wejsciowych

Nie

Drukuj wspétrzedne wezléw

!

Drukuj polaczenia elementéw

!

Drukuj warunki brzegowe

]
[}

Return
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Schemat blokowy (operacyjny) — podprogram LOAD

Start

i

Zerowe wektory obcigzenia

!

Drukuj nagléwek

I
-

Czytaj i drukuj karte obcigzen

!

Zapamigtaj wartosci wektora obcigzenia

f

Tak Nr wezla mniejszy niz max. numer

Nie

Return

Opis zmiennych— podprogram GDATA
Zmienna: Opis:

] Kontrola druku danych wejsciowych
Opis zmiennych— podprogram LOAD

Zmienna: Opis:

RE3)¥) Zmienny zbiér obcigzers w wezle (NQ)

*} Zbi6r ton znnjduje sie we wspélnych oznnczoninch,

b1
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PROGRAM 20-2

O

(3]

SUBROUTINE GDATA
COMMON/CONTR/TITLE(12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZFLI,NT4
COMMON CORD(100.2),NOP(200,4),IMAT(200),0RT (25,2), NBC(25),NFiX(25)
1,R1(200),5K(200,40)
2,R(3)
READ AND PRINT TITLE AND CONTROL
READ(5,7) TITLE
WRITE(6,100) TITLE
READ(5,1) NP,NE,NB,NLD,NDF,NMAT, 1
WRITE(6,1) NP,NE,NB,NLD,NDF,NMAT.i1
READ AND PRINT MATERIAL DATA
READ(5,8) (N,(ORT(N,1).I =1,2),L = 1,NMAT)
WRITE(6,108)
WRITE(6,8) (N.(ORT(N.I),I=1,2),N=1,NMAT)
READ NODAL POINT DATA
READ(5,2) (N,(CORD(N,M),M =1,2),L=1,NP)
READ ELEMENT DATA
READ(5,3) (N.(NOP(N,M),M =1,4),IMAT(N),L =1,NE)

READ BOUNDARY DATA

READ(5,4) (NBC(I).NFIX(}),}=1,NB)

480 IF(11.NE.O) GO TO 500

PRINT INPUT DATA

WRITE(6,102)
WRITE(6,2) (N,(CORD(N,M),M =1,2),N=1,NP)
WRITE(6,103)

WRITE(6.3) (N.(NOP(N,M),M =1,4),IMAT(N),N =1,NE)
WRITE(6,104)

WRITE(6,4) (NBC(1),NFIX(1),t =1,NB)

600 CONTINUE
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1 FORMAT(815)
2 FORMAT(I110,2F10.3)
3 FORMAT(615)
4 FORMAT(2I16)

Eh
15

36

37

40

42

a4

46

50

51
52
53

55

58
n
72

Program 202 olqy dulary

7 FORMAT(12A0)

8 FORMAT(110,2F10.2}
100 FORMAT(1H1,12A8)
102 FORMAT(20H0O NODAL POINTS )
103 FORMAT(20HO ELEMENTS )

104 FORMAT(21HO BOUNDARY CONDITIONS)
108 FORMAT(1H0,20H MATERIAL PROPERTIES)
RETURN
END

PROGRAM 20-3

SUBROUTINE LOAD
COMMON/CONTR/TITLE(12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,LI,NT4
COMMON CORD(100,2).NOP(200.4),IMAT(200),0RT (25,2) NBC(25),NFIX(25)
1,R1(200),8K(200,40)
2.R(3)

C ZERO LOAD ARRAY

DO 160 J =1,NSZF
160 R1(J)=0.

WRITE(6,100) TITLE,LI

WRITE(6,109)

c .
c READ, PRINT AND STORE LOAD CARD
c
165 CONTINUE
READ(5.9)
1NQ,(R(K).K =1,NDF)
WRITE(6,9)

1NQ,(R(K).K =1,NDF)
DO 170 K=1,NDF
1C = (NQ—1)sNDF +K
170 R1(IC) =R(K) +R1(IC)

GO BACK AND READ MORE

OO O60

IF(NQ.LT.NP) GO TO 165
9 FORMAT(110,3F10.2)
20 FORMAT(10X,45)
100 FORMAT(1H1,12A6,5X, 10HLOAD CASE, 15)
109 FORMAT(1HO,6H LOADS)
RETURN
END

IF NODE NUMBER NOT MAX. NODE PT.

%
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80
a1
a2
83

10
"
12
13

20
21
22
23
24
26
26
27

28
38
40
41
42
43
44



20.4. Budowanie macierzy sztywnoécl

Gléwnym celem programu jest zbudowanic macierzy sztywnoéei elementdw,
odpowicdniej dla rozwazanego zagadnicnia. Wszystkie niezbedne do tego dane
zwykle przenosi si¢ poprzez wspélng pamigé, a wynik, tzn. macierz sztywnosci
clementu, wstawia si¢ do programu wywolywanego albo tez zapisuje si¢ w pamigci
zewngtrznej. Program zalezy w wysokim stopniu od podstawowego matematycz-
nego sformulowania macierzy sztywnosci elementéw, w szczegélnosci za§ od
tego, czy potrzebne jest catkowanie numeryczne, czy tez mozliwe jest calkowanie
Sciste.

Dla prostych elementéw podstawowymi operacjami s3:

a) przetransformowanie elementéw do wspélrzednych lokalnych,

b) zbudowanie macierzy odksztatceri [B] (lub jej réwnowaznika),

¢) zbudowanie zwigzkéw naprezenie—odksztalcenie [D],

d) dokonanie mnozenia macierzy [BJ® [D] [B],

¢) dokonanie calkowania po obszarze elementu
(dla plaskiego stanu napreZenia redukuje si¢ to do prostego pomnozenia przez
pole tréjkata),

f) w razie potrzeby, przetransformowanie macierzy wynikowej ze wspérzed-
nych lokalnych do ogélnych.

Uklad wspélrzednych lokalnych zalezy zwykle od sposobu wyprowadzenia
macierzy sztywnosci. W prostych sformulowaniach (jak np. elementy tréjkatne
w zadaniach plaskich) wspélrzedne lokalne moga byé po prostu wspéirzednymi
ogdlnymi albo tez moga by¢ uzyte osie zmienione, w ktérych poczgtkiem jest
jeden z wezléw lub érodek cigzkodci elementu.

Wspélrzedne powierzchniowe Iub objetosciowe (rozdz. 7 i 8) powinny byé,
jeseli zachodzi potrzeba, zastosowane wlasnie na tym etapie obliczer.

Program budowy macierzy sztywnosci moze byé réwniez uzyty do tworzenia
macierzy naprezen, otrzymywanej droga mnozenia przez odpowiednie przemiesz-
czenia wezléw. Taka macierz jest cz¢sto produktem ubocznym procesu budowania
macicrzy sztywnoéei i dla jej uzyskania potrzebny jest bardzo maly dodatkowy
czas pracy maszyny. Mozliwe sg dwa sposoby. Po pierwsze — macierz naprezen
moZe by¢ tworzona w tym samym czasie co macierz sztywnosci, a nastepnie zbie-
rana w pamigci zewngtrznej dla dalszego uzytku (tj. najpierw oblicza si¢ [D] [B],
a nast¢pnie [B]* [D] [B]) albo, alternatywnie, macierz naprezen [D] [B] odtwarza
si¢ wtedy, gdy zachodzi tego potrzeba. Wybdr zalezy od szybkosci dostepu
do pamigei zewngtrznej i od czasu niezbednego na powtarzanie niektérych
operacji.

W elementach zlozonych (np. typu izoparametrycznego) porzadek obliczen
podany powyzej na ogél nie jest ekonomiczny. Potrzebne s3 wtedy specjalne
chwyty programowania, jakie np. zaproponowal Irens [2].

W zaleznosci od charakteru zadania do podstawowej procedury mozna wpro-
wadzi¢ réine modyfikacje. Kilka przypadkéw opisano ponizej.
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u. Jesell stomownne wy clementy wysszego rzedu 2 wezlumi na drodkach hokéw
wzglednie mulo olomonty zgrupowane w przygotowanc] siatce, mozna podawné
dane wezlowe tylko «lln pewnych wezléw, po czym stosuje si¢ procedurg tworzonla
siatki dla opisu pelnej geometrii elementéw. Od czasu do czasu element mode
zawieraé wezel nie polyczony z zadnym innym elementem (wewngtrzny stopies
swobody), a w takim przypadku odpowiadajace mu stopnie swobody mogy hyé
wyeliminowane, dla ukladu za$ uzywa sie zredukowanej macierzy sztywnodci,

b. Dalsza modyfikacja wynika ze stosowania osi wspdlrzednych powigzanych
z kierunkami przemieszozeri (por. pracg [3]), a tym samym uzywa si¢ macicrzy
transformacji zmieniajacych sic od wezta do wezla. Prowadzi to do macierzy
sztywnosci elementu nie odniesionej do jednolitego ukladu wspétrzednych, Sfor-
mulowanie to wykazuje zalety w nastepujacych przypadkach:

1) dla wezta, w ktérym kierunki jednego (lub kilku) przemieszczen sy nachylono
do ogdlnych osi ukfadu, zatem bezposrednie uwzglednienie warunkéw brzego-
wych prowadzitoby do trudnogci,

2) dla zastosowania warunkéw symetrii i antysymetrii, aby zredukowaé ogdlng
liczbe réwnas, np. gdy analizuje sie 1 /8 zamiast 1/4 plyty w przypadku podwdj-
nej symetrii albo przy stosowaniu elementéw nieosiowo-symetrycznych do ann-
lizy zagadnieri osiowo-symetrycznych [3],

3) dia badania powltok podwéjnie zakrzywionych, w ktérych of & w' katdym
wezle obiera sie zgodnie z normalng zewngtrzng do powierzchni powloki, tak 2o
pozostaje tylko 5 stopni swobody dla kazdego wezla [4].

Przyklad programu. Przedstawiony podprogram buduje macierz sztywnodcl
6X6 dla elementu w plaskim stanie odksztalcenia i przesyla macierz napreden
do pamicci zewngtrznej dla dalszego uzytku przy wyznaczaniu napreded woele-
mencie.

Opis zmiennych—podprogram STIFT2 (N)
N w klatkach ,,nazwa” okresla numery elementéw

Zmienna: Opis:

I, ), K Powigzania elementéw, uzyte pésniej jako liczniki
w petli

AJ, BJ, AK, BK Lokalne wspéirzedne tréjkata

A (3, 6% Macierz odksztalcer

ESTIFM (12, 12)%) Macierz naprezen-odksztaleeri, pézniej uzyta dla ma-
cierzy sztywnosci elementu

B (3, 9% Macierz naprezes dla pézniejszego podstawienis.

*) Zbiory te majy wspélne oznaczenia.



Schomat blokowy (operacyjny)
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Start

|

Rozmiesci¢ powigzania wezléw

Wyliczy¢ wymiary elementéw

LSprawdzié zgodno$¢ numeracji

Dobrze

Utworzy¢ macierz odksztalcert

Zle

Zasygnalizowaé
bigd

Utworzyé zwigzki naprezenie-
-odksztalcenie

Stop

Obliczy¢ macierz naprezed »

i

Zapamietaé macierz naprezen
w tasmie N'T4

;

Obliczy¢ sztywnosci elementéw

l

Return

PROGRAM 20-4

SUBROUTINE 81(FT2(N)

COMMON/CONTH/TITLE(12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,LI,NT4
COMMON CORD(100,2),NOP(200,4),IMAT(200),0RT(25,2),NBC(25).NFIX(25)

1,R1(200),SK(200,40)
2,ESTIFM(12,12),A(3,6),B(3,9)

I1=NOP(N,1)
J=NO?(N,2)
K=NOP(N,3)
L =IMAT(N)

AJ=CORD(J,1) — CORD(1,1)
AK =CORD(K,1) — CORD(I,1)
BJ =CORD(J,2) — CORD(I,2)
BK=CORD(K,2) - CORD(1,2)
AREA = (AJsBK ~ AK+BJ)/2.
IF(AREA.LE.O.) GO TO 220

A(1,1) =BJ -BK
A(1,2) =0.
A(1.3) =BK
A(1,4) =0.
A(1,5)= -BJ
A(1,8)=0.
A(2,1) =0.
A(2,2) =AK ~AJ
A(2,3)=0.
A(2,4) = —AK
A(2,5) =0,
A(26)=AJ
A(31) =AK-AJ
A(32)=BJ-BK
A(3.3) = —AK
A(3,4) =BK
A(3,5) =AJ
A(3,6) = ~BJ

DETERMINE ELEMENT CONNECTIONS

SET UP LOCAL COORDINATE SYSTEM

FORM STRAIN DISP. MATRIX

FORM STRESS STRAIN MATRIX

COMM = ORT(L,1)/({(1.+ ORT(L.2)§#(1.~ ORT(L,2)+2.)+AREA)

10

T
12
12
14

18
18
17
18
19
20

23
24
28
26
27
28
28
30
k)l
32
33
34
38
36
37
38
39
40

an3



Program 20-4 ciag dalszy

OO0

201

(o]

2

Cc
c
c

a

(=1

ESTIFM(1,1) m COMMas(1.~ORT(L,2)

ESTIFM(1,2) = COMM«ORT(L,2)

ESTIFM(1,3) =0.

ESTIFM(2,1) =ESTIFM(1,2)

ESTIFM(2,2) =ESTIFM(1,1)

ESTIFM(2,3) =0.

ESTIFM(3,1) =0.

ESTIFM(3,2) =0.

ESTIFM(3,3) =ORT(L,1}/(2.#(1. + ORT(L,2) }*AREA)

B IS THE STRESS BACKSUBSTITUTION
MATRIX AND IS SAVED ON TAPE

D0 2051=1,3

DO 205 J=1,6

B(l,J)=0.

DO 205 K=1,3

B(1.J) = B(1.J) + ESTIFM(I,K)/2+A(K,J)
WRITE(NT4) N,((B(}.J)J=1,6)1=1,3)

ESTIFM IS STIFFNESS MATRIX

DO 2101=1,6

DO 210J=16

ESTIFM(I,J) =0.

DO 210K=1.3

ESTIFM(LJ) =ESTIFM(1,J) + B{K1)/2xA(K,J)
RETURN

ERROR EXIT FOR BAD CONNECTIONS

220 WRITE(6,100) N
100 FORMAT(33H1ZERO OR NEGATIVE AREA ELEMENT NOI4/21 HOEXECUTION
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1TERMINATED)
STOP
END

42
43
44

46
47
48

50
51
52
53
54

55
56
57
58
59
63

64

66
67
68

20.5. Budowanlo 1 rozwigzywanie réwnah

Czynnikiem klucsowym w kazdym programic clementdw skoriczonych jest pod-
program do rozwigzywania ukladu réwnad. Wybér techniki rozwigzania zalesy
od rozmiaru badancgo problemu i typu dostepnej maszyny.

W najprostszym sformutowaniu dokonuje sie kompletnego ulozenia réwnan.
Postgpowanie takie wymaga pamigei o pojemnoéci N2, gdzie N jest liczbg réwnas
i jest mozliwe tylko wéwezas, gdy wymiar problemu jest maly, a maszyna stosun-
kowo duza, np. 100 réwnai wymaga 10000 siéw pamigci.

Ostatnio rozwingly si¢ dwie metody rozwigzywania ukladu réwnan: a) roawiy-
zanie bezposrednie, w ktdrym (w granicach dokladnosci) poszukuje sig rozwigzu-
nia $cistego, b) iteracja, w ktérej stosuje si¢ technike kolejnych przyblizen zbics-
nych do rozwigzania scislego.

Proces eliminacji Gaussa stosuje si¢ czesto dla rozwigzania bezposrednicyo,
a proces Gaussa-Seidela do rozwigzan iteracyjnych.

20.5.1, Proces eliminacji Gaussa, Niech uklad N réwnad bedzie przedstu-
wiony w postaci podzielonej

[K11 Ku] {51} _ {Fl}
KZI K22 a2 n F2
gdzie: K, — macierz 1x1,

K, — macierz 1x(N—1),

K,y — macierz (N—1)x1,

K, — macierz (N—1)X (N—1),

& — wektor niewiadomych,
[F]— wektor wartodci danych.
Proces eliminacji Gaussa polega wéwezas na redukeji macierzy [K] do macierzy

N—1 réwnad w postaci

(20-1)

[K*){é} = {F}*, (20-2)

gdzie .
[K¥] = K;,— K KKy, (20-3)
{F}* = F,—K,, K7l F,. (20-4)

Postgpowanie to mozna powtarza¢ poprzez podzial [K*] w taki sam sposdh jak
w (20-1). Operacja podstawows jest potrdjny iloczyn K, Kii K,,.

Poniewaz K, , jest macierza 1X 1, liczba operagji jest proporcjonalna do (N ~1)3,
Gdy macierz [K*] zredukuje sie do macierzy 1x 1, mozna znalezé bezposrednio
rozwigzanie dla ostatniej niewiadomej dy.

Podstawienie odwrotne, stosowane teraz od kofica, pozwala uzyskaé pozostale

niewiadome & z réwnah typu
0, = Kii F—Ki{ K16, (20-5)
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Procedura ta przedstawia najprostase postgpowanie bezposrednie, w ktérym
wazystkic wyrazy macicrzy sy opracowywane i zupamigtywane. Mozna jednak
wykorzysta¢ symetrie istniejacy w macierzach sztywnosei wystepujacych w statyce
budowli i ograniczyé si¢ do uwzglednienia tylko dolnej czedci macierzy pod gléwng
przckgtng, co redukuje liczbe operacji o polowe. Calkowita liczba operacji dla
rozwigzania wynosi okolo + N,

‘Typowa zbudowana macierz sztywnodci zawiera szereg wyrazéw zerowych,
w szczegdlnosci zas 2 reguly istnieje cze$¢ macierzy w pewnej odleglosci od gléw-
nej przekatnej, w ktérej sa same zera. Taka macierz nazywa si¢ pasmows, a od-
leglodé wyrazu na przekgtnej do ostatniego wyrazu znaczgcego w kazdym wier-
#zu — pélszerokoscia pasma. Ta pasmowa struktura moze byé przedstawiona
przez podziat macierzy, jak pokazano ponizej, gdzie zera obejmujg czedé podma-
cierzy K, oznaczong 0, tj.

K, K, 0
[K]=| Ki: Kz Kos (20-6)
0 K3 K,
“aklada sig istnienie symetrii; wymiary poszczegdlnych macierzy sg
K (1x1), Kyo(1xm), Kyp(mxm), Kys(mx (N—1—m)),
K3s((N—1—m) X (N—1-—m)).

Gdy wyeliminujemy K;, modyfikacji ulega tylko K,,, poniewaz podmacierz
zerowa nie wywoluje zmian w K5 i K5, Liczba operacji w kazdym elemencie

N
jest teraz proporcjonalna do m?, a calkowita liczba operacji do 3 >, mZ lub w przy-
it

blizeniu do —;—Nm,",’,,,,,, gdzie Mmay — maksymalna szerokosé pasma macierzy.

W praktyce pétszerokosé pasma macierzy jest mniejsza niz 1/10 jej wymiaru,
dlatego opisana technika macierzy pasmowej redukuje arytmetyke do zaledwie
3%, co wybitnie podkresla wartodé takiego ukfadania macierzy.

Dalszg zaletg takiego postepowania jest znaczna oszczgdnodé pamieci, ponie-
wik macierz mozna zapamietywaé w postaci prostokatnego zbioru N X iy,
juk pokazano na rys. 20.1. Catkowita jednak liczba réwnad do rozwigzania jest
nadal N.

Pasmowa postaé macierzy z rys. 20.1 jest bardzo przydatna do rozwigzywania
dugych ukfadéw réwnan, poniewas czas eliminacji ogranicza si¢ tylko do operacji
nad macierzg K, . Jednak dla uzyskania rzeczywistej wydajnosci procesy budowa-
nin i eliminacji powinny by¢ zgrane, tak ze réwnania sztywnosci dla wezta elimi-
nuje si¢ natychmiast po ich kompletnym ulozeniu. Mozna to latwo uzyskad,
przyjmujgc zawsze najmniejszy numer wezla elementu za jego pierwszy numer
wezlowy i porzadkujgc elementy tak, by wszystkie pierwsze numery wezlowe
nastepowaly w kolejnosci za sobg. Wéwezas proces ukladania zatrzyma sie auto-
matycznie, gdy tylko pierwszy numer wezla elementu bedzie wiekszy niz numer
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KII A’I? A’II kl? U
Kl X K, I/
74 22 28 P 2 3 M
T
kZ&‘ /(.73 /(Jl 33 AT" 0
Rys. 20.1. Zbierani ci dla T r
vs. 207 \eranie mAacersy Ky Ko Ky K K K 0
rozwigzania ta§mowego: a) macierz
pi.erv\.roma, kwad.ratowa, b) przedsta- P ; P 0 0
wienie w postaci prostokata L 5 95 | kg

wezla, ktéry wiasnie zostal rozwigzany. Po eliminacji K, cala pozostala maciers
bedzie przesunigta tak, Ze pierwszy wyraz zmodyfikowanej macierzy K, bedzie
teraz znéw zajmowaé pozycj¢ (1, 1), pozostale za$ zajmg odpowiednie pozycjo
dalsze. Wyeliminowane réwnania mogg byé tymczasem zapamigtywane w pamigel
wewnetrznej, a nastepnie zapisane w pamieci zewngtrznej jako blok do odpo-
wiedniego odwrotnego podstawiania. Dla malych zada pamigé wewngtrznn
moZe okazaé si¢ wystarczajaca do zapamietania wszystkich eliminowanych rdw-
nad i nie zajdzie potrzeba przekazywania ich na zewnatrz.

Nowa macierz zostaje nastepnie podzielona na K, , K;, itd., po czym powtarzn
sig proces eliminacji.

Catkowita liczba komorek potrzebna do kazdego etapu eliminacji wynosi
(m+1)X (m+-2) albo polowe tej liczby, gdy wykorzystamy symetri¢. Procea
ten pozwala na rozwigzywanie nieograniczonej liczby réwnari pod warunkiem
maksymalnego zawezenia tasmy macierzy. W wickszosci zastosowast metody cle-
mentéw skoriczonych dokladnosé nie jest waznym problemem. Jedli potrzebn,-
mozna powtdrzy¢ proces rozwigzywania réwnan w podwdjnej precyzji, przy pos
wigkszeniu pamigci i czasu maszyny. Niekiedy mozna otrzymaé zadowslajycy
dokiadnodé, jesli wartosci obliczone podstawi si¢ do pierwotnego ukladu réwnad,
wyznaczy reszty i gdy tych reszt uzyje si¢ ponownie jako nowe prawe strony réw-
nait do ponownego rozwigzania ukladu, Suma tych dwu rozwigzan stanowié
bedzie rozwigzanie wymagane. Jednak obliczone reszty znacznie cz¢éciej uzywane
s3 jako miara oszacowania bledu éredniego.

20.5.2. Efektywny uklad pamieci dla macierzy pasmowych. Aby zreduko-
wa¢ wymagania co do pojemnosci pamieci maszyny, program FESS dla rozwigzy-
wania duzych ukladéw réwnan (nie omawiany w niniejszym rozdziale) korzysta
z jednowymiarowego wektora do zbierania gérnej, tréjkatnej czedci macierzy
sztywnodci, potrzebnej na biezagco w chwili eliminowania kolejnego gérnego
réwnania. Rys. 20.2 pokazuje przykiad takiego uporzadkowania miejsc w pamigel,

Kolumnowy uklad zapelniania pamieci wybrany by} dlatego, gdyZ jest on
latwiejszy w operowaniu niz wierszowy. W programie FESS do rozwigzywania
réwnan odwrotne podstawienia macierzy {réwnania (20-5)] s4 zapamigtywano
na gérnym koricu jednowymiarowego zbioru, Gdy macierz sztywnoici i te ma-
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X -- wyrozy nie zowarte w pamige/ Rys. 20.2. Uklad zbierania réwnah w FESS
cierze zachodza na siebie, gérny koniec pamieci zostaje zapisany na taémie i pro-
ces powtarza sie. Metoda ta jest efektywna, gdyz zapewnia mozliwoéé uzycia
dlugich zapiséw na tasmie. Czasami jest tez mozliwe rozwigzywanie réwnah
bez wykorzystania pamieci zewnetrznej.

20.5.3. Metoda iteracyjna Gaussa-Seidela. Ogélnie n-te réwnanie z ukladu
N réwnaii mozna zapisaé jako

n— N
Z‘ i Oi- Km0t Z b6y = Fyu; (20-7)

i=1 i=n+1

mozna to tak przeksztalcié, ze

n—1 N
0w =kt {Fom > ke Zl ki) (20-8)
i=1 i=n+

Jedli zakladamy postugiwanie si¢ procesem iteracyjnym, w ktérym wartosci &,
% prawej strony sg zalosone na podstawie ostatniego przyblizenia, wtedy przy
m-tym cyklu iteracji mamy

=1 N

& = ka{B— Y Rt~ D Ruor), (209
i=1 f=nt+1

‘I'nkie postgpowanie zwiemy procesem iteracyjnym Gaussa-Seidela.

Zazwyczaj uZywamy ulepszenia polegajacego na tym, ze zmiana § dla kazdego
¢yklu jest mnozona przez czynnik dajacy zmodyfikowane koricowe oszacowanie
4, tj. .o
o = & - p(opE—ay-Y), (20-10)
Rdzie S7* jest wartodciy obliczong z réwnania (20-9), B za$ jest czynnikiem
nponadrelaksacyjnym” majacym wartosé zazwyczaj migdzy 1 a 2. Dla szeregu
praktycznych zastosowan wartoéé okolo 1,8 okazata sie odpowiednia.

Metodg iteracyjna Gaussa-Seidela tatwo jest programowaé na maszyny. Ma-
cierz sztywnoéci jest zapamictywana w zwartej postaci, przy uwzglednieniu tylko
wynikéw niezerowych i zastosowaniu macierzy wskaznikowej, okreslajacej umiesz-
czenie w kolumnie poszczegélnych wyrazéw. Nastegpnie stosuje si¢ réwnanie
(20-9) z modyfikacjs (20-10) do kazdego réwnania. Dalej powtarza si¢ proces
stosujge ulepszony wektor niewiadomych, az do chwili, gdy liczba cykli stanie sie
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wystarczajgen do otrvymnnin zadowalajgcego rozwigzania; zbieinodé miorzy sig
na ogét w odchytkneh migdzy dwoma kolejnymi przyblizoninmi,

Metody iteracyjne wy atrakeyjne dla zagadnief nieliniowych, te bowiem CrgRto
wymagajg powtarzania rozwigzat w szeregu bardzo podobnych zagadnied, a za-
tem dostgpne sg dobre poczatkowe (wyjéciowe) przyblizenia dla wektora rozwig-
zati. W takich przypadkach mozna zaoszczedzié na dziataniach arytmetycznych,
przyjmujgc rozwigzania o mniejszej dokladnosci podezas kolejnych, posrednich
krokéw iteracji.

Ujemng strong zastosowania metod iteracyjnych w maszynach jest wymaganie
powtarzania podstawowego cyklu dla kazdego réwnania, co czyni proces powol-
nym, szczegélnie gdy do gromadzenia wynikéw posrednich nalezy wykorzysty-
waé pamie¢ zewnetrzng. Jednakze zwarte upakowanie w pamieci maszyny ma-
cierzy sztywnosci pozwala rozwigzaé znaczng liczbe réwnan za pomocs pamigel
wewnetrznej; np. ponad 1000 réwnaf dla 32 K stownej pamieci. Najwickezy
jednak wads jest to, Ze dla jednego rozwigzania moze byé uzyty tylko jeden wektor
obcigzenia, poniewaz pamigé przemieszczen jest krytyczna.

Podprogramy FORMK (dla ulozenia odpowiedniej macierzy sztywnodci i ma-
cietzy wskaznikowej) oraz SOLVE (dla rozwigzywania réwnari metodg Gaussa-
-Seidela) podane sq w Dodatku 20a. Sg to programy uproszczone, w ktérych liczby
cykli i granice zbieznoci s skonkretyzowane. W programach tych zastosowano
jednoznaczng odpowiednioéé pomiedzy macierza sztywnoéci a wskaznikows. Oba
programy s3 calkowicie zgodne z pozostalymi, podanymi w niniejszym rozdziale.
Nalezy zauwaiyé, ze w tym przypadku FORMK tworzy wyrazy zaréwno nad,
jak i pod przekatng w zwartej macierzy sztywnodci i tym rézni si¢ od innych
FORMK (np. Program 20-5), stosowanych do bezpodredniego rozwigzywanin.

20.5.4. Inne metody rozwiazywania bezposredniego. Odmiang procesu
eliminacji macierzy pasmowych jest tzw. metoda macierzy rozsianej (sparsc
matrix method) bedaca w zasadzie mechanizmem rejestracyjnym. Tutaj podma-
cierz zapamigtywana jest wraz z macierzg wskaznikows, ktéra okresla wicrsz
i kolumne, gdzie zlokalizowana jest ta podmacierz w pelnej macierzy sztywnodci,
W metodzie skoficzonych elementéw przy tej samej liczbie stopni swobody w kaz-
dym wezle macierz wskaznikowa moze byé wlaczona dla przedstawienia pod-
macierzy weztéw, '

W metodzie macierzy rozsianej przeprowadza sie eliminacje tak samo, juk
opisano poprzednio, lecz uzywa si¢ w niej macierzy wskaznikowej jako indekau,
Pozwala to operowaé tylko podmacierzami niezerowymi. Co do kosztéw, to zysk
wynikajacy z pominigcia pewnych operacji réwnowazy sie dodatkowym zuzyciem
czasu potrzebnego do ustalenia miejsca w pamigci za pomoca macicrzy wskazni-
kowej. Pojemnosé pamieci zalesy od liczby niezerowych podmacierzy. Dla ma-
ksymalnego zaoszczedzenia "pamieci i czasu na rozwigzanie, réwnania nalezy
uporzadkowat tak, aby uzyska¢ najmmiejszg liczbe wyrazéw w macierzy na ka-
dym etapie rozwigzywania. Dla okreslenia optymalnych warunkdéw obliczenio-
wych nalezy stosowaé programowanie dynamiczne lub podobne procesy przy-
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blizone [5]. Czusami takie postgpowanie porrqilkujyce moze byé utyte dla zmniej-
wzenin liczby niezerowych operncji w postgpowaniu 2z macierzami pasmowymi.
Wawezas jednak szerokodé pasma maoze staé si¢ nadinierna, co przekresla korzyéci
procesu porzadkowania.

W Dodatku 20b podano dwa podprogramy FORMK i SOLVE, ktére stuza do
budowania macierzy sztywnosci (w postaci gérnego tréjkgta lub czworoboku)
# odpowiednig macierzg wskaZnikowg i rozwigzuja réwnania przy uzyciu metody
macierzy rozsianej.

Bardzie) zasadnicza zmiang postgpowania przynosi metoda rozwigzania fron-
talnego [2]*). Podobnie jak metoda macierzy rozsianej, korzysta ona z macierzy
sztywnodci w formie sprzezonej z macierzg wskaZnikows. Eliminacja w niej prze-
Dbiega jednak nie po wezlach, ale po elementach, jest wiec niezalezna od numero-
wania weztéw. Metoda w szczegdlnodci stosowana jest wéwezas, gdy elementy
majg wezly na $rodkach bokéw i moze prowadzié do znacznych oszczednoéei
pamigci w poréwnaniu z pasmowym procesem rozwigzania.

Zalety systemu FINESSE, stosujacego eliminacje frontalng, przejawiajg sie
w szczegllnoéei przy elementach wyzszych rzedéw i uwypuklaja sie w danych
odnicsionych do elementu. Poniewaz uprzywilejowane jest tutaj wyjécie po
clementach, w pamieci mozna np. od razu zebraé wigksza liczbe przypadkéw
obcigienia. Odpowiednio w czasie eliminacji w pamigei w kazdej chwili pojawia
si¢ tylko poduklad wektoréw obcigzenia.

Metoda rozwigzania frontalnego jest najbardziej przydatna w przypadkach, gdy
mamy do czynienia z zagadnieniem o duzych rozmiarach przy elementach tréj-
wymiarowych.

20.5.5. Pewne szczegélne ulatwienia. W bardziej rozbudowanych progra-
mach mozna z powodzeniem zastosowaé pewne szczegélne ulatwienia:

u. St e podpodzialéw. Zamiast rozwigzywania kompletnego ukladu réw-
nai, czasem celowe jest zbudowanie macierzy zredukowanej, w ktérej okreslona
liczba réwnari pozostaje niewyeliminowana; wtedy macierz sztywnosci i zredu-
kowana macierz obcigzeri stanowia dane wyjscia. Mozna uzyé tego sposobu do
budowy macierzy sztywnosci dla zbioru elementéw, w ktérym wyeliminowane s3
wazystkic punkty précz zewngtrznych.

b. Wprowadzenie dodatkowej sztywnosci. W uzupelnieniu do tworzenia pod-
podziatéw istnieje ulatwienie, polegajgce na wprowadzeniu dodatkowych wyrazéw
do pelncj macierzy sztywnodci. Pozwala to uwzglednié wprost sprezyste warunki
podparcia dla punktowych podpér, a takie w przypadku potraktowania pod-
podziatu jako cigglej podpory odksztalcalnej.

Wymienione dwie mozliwodci sa w szczegdlnodci przydatne w zagadnieniach
nicliniowych, gdzie duze czesci ukladu pozostajg liniowo-sprezyste. W tych
przypadkach uklad liniowo-sprezysty mozna zredukowaé do pewnego podpo-
dziatu (podukiadu), graniczacego z czedcia nieliniows, bedaca przedmiotem

*) ung.: front solution method.
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badania 1 ugyé tego poduklndu jako spredystego warunku brzegowego do pro-
gramu niellniowego, W ten sposdb redukuje sic wymiar programu nieliniowego,

20.5.6. Uwzglednienic warunkéw brzegowych. W metodzie clementéw
skoiiczonych warunki brzegowe s3 automatycznic wprowadzane do wektora
obcigzenia; zatem dla brzegu pozbawionego obcigzenia wyrazy obcigZeniowe
odpowiadajgce takim weztom sg zerami.

Gdy zadane s3 warunki brzegowe w przemieszczeniach (np. osiadanie funda-
mentéw itp.), nalezy zmodyfikowaé zaréwno macierz sztywnosci, jak i wektor
obcigzenia. Na ogét dla ulatwienia rozmieszczania wskaznikéw wymiar macierzy
powinien pozostaé nie zmieniony, tj. nie nalezy opuszczaé ani wierszy, ani ko=~
lumn macierzy. Pamigtajac o powyzszym, istnieja dwa sposoby, ktérych motna
uzyé dla uwzglednienia warunkéw brzegowych w przemieszczeniach, Zatézmy,
ze mamy uklad réwnani

Ry R o B o ko |fw) (R
Bay Bas oo bon o oy ||| |E,
[ S S iz;" =1F, (20-11)

kNl sz voe an ee kNN [uN] FN

iZe np. dane jest u, = a.
__ Pierwszy sposéb polega na modyfikacji wektora-kolumny obcigzen tak, aby
Fy= Fi—kyo(i=2,...,N) oraz F, = a. Wéwczas odpowiedni szereg i kolumna
macierzy staje si¢ zerem, a czlon na przekstnej — jednosciz,. W szczegdlnym,
lecz czestym przypadku, gdy « =0 (podpora niepodatna), potrzeba jedynio
zmodyfikowa¢ macierz jak opisano powyzej, pozostawiajac wektor obcigienia nio
zmieniony, z wyjatkiem F, = 0.

Drugi sposéb polega na mnozeniu odpowiedniego wyrazu na przekgtnej przez
duzg liczbg, np. 10°, a nastepnie zmodyfikowaniu tylko odpowiedniego wyrazu

obcigzeniowego. W tym przypadku bedziemy mieli
; By = By X 10°,
ﬁ_‘l = kllxlosxar

podczas gdy &y = ky; (z wyjatkiem ¢ = 1, j=1),
Fi=F (@=+1).

Da to rozwigzanie, w ktérym x, jest bardzo bliskie «. Ten sposéb mozna
stosowaé do wszelkich zagadnied i metod rozwigzywania.

W szeregu przypadkéw sg wymagane, z koniecznosci, oddzialywania w punk-
tach brzegowych, np. na podporach mostéw. W tych przypadkach przy odwrot-
nym podstawianiu nalezy ponownie sformulowaé réwnanis, zawierajgce te od-
dzialywania, tak aby zamiast rozwigzywaé je w nieznanych przemieszczoniach
dla danego obcigzenia w punkcie podparcia, poszukiwaé bezpodrednio nieznanc]
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sily, wywolunej przez znane przemienrerondo. W oodniesieniu np. do picrwszego
réwnania (20-11) bedziemy teraz micll dla renkeji podporowej

N
Wl

Ry = Fy—hyya— Y kyyy.
=

20.5.7. Przykiad podprogramu. Podano ponizej dwa schematy blokowe (ope-
racyjne) i dwa podprogramy. FORMK zastosowano do budowy prostokstnej
macicrzy sztywnodci i do uwzglednienia warunkéw brzegowych przy zacho-
waniu pierwszego z podanych powyzej sposobéw (przy o = 0). SOLVE stosuje
si¢ do rozwigzywania ukladu réwnan przy pomocy techniki macierzy pasmowej?).

a. Schemat blokowy (operacyjny) dla programu FORMK

Start

!

Macierz sztywnosci zerowych

!

Petla po elementach

!

Wywolaj sztywnosci elementéw

I

Zapamigtuj sztywnosci elementéw
w macierzy prostokatnej

:

Koniec petli

!

Wigcz warunki brzegowe

i

Return

1) Odmienny zbiér podprograméw, nie dostosowany do systemu FESS, podany bedzie w Do-
datku 20c.
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b. Schemat blokowy (opcracyjny) dla programu SOLVE

Start

:

—— Petla po réwnaniach N

:

Oblicz zmiany do wyrazéw
w pasmie réwnania (20-1)

Zmodyfikuj wektor obcigzen

t

Koniec petli

!

Ponowna petla po réwnaniach

Podstawienie odwrotne
dia rozwigzania réwnania (20-2)

I

Koniec petli

!

Return

Opis zmiennych—podprogram FORMK

Zmienna: Opis:

NBAND Maksymalna szerokoéé pasma dla programu

NROWB, NCOLB, NCOL Zmienne definiujgce polozenie elementu ma-
cierzy

NR, NX Zmienne do definiowania warunkéw brze«
gowych

ESTIFM*) (12, 12) Macierz sztywnoéci elementéw

%) Zbiory to majg wspblne oznaczenia.
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Opts zmiennych—podprogram 8OLVE

Zandenna Opla:

NBAND Maksymalnn szerokosé pasma dla programu
N Licznik réwnan dla elirhinacji i odwrotnego
podstawienia

C Zmienna robocza dla procesu eliminacji

Poczatkowo zawiera wektor prawych stron
réwnaii, nastgpnie zastgpowany przez wektor
rozwigzan

Rl (200) %)

*) Zbiory te majy wspélne oznaczenia.
PROGRAM 20-5

SUBROUTINE FORMK

c
c FORMS STIFFNESS MATRIX
c IN UPPER TRIANGULAR FORM
c
COMMON/CONTR/TITLE(12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF, Lt,NT4
COMMON CORD(100,2),NOP(200,4) IMAT(200),0RT (25,2),NBC(25),NFIX (25)
1,R1(200),5K(200,40)
2,ESTIFM(12,12)
c
c SET BANDMAX AND NO OF EQUATIONS
c
NBAND =40
c
c ZERO STIFFNESS MATRIX
c

DO 300 N =1,NSZF
DO 300 M=1,NBAND
300 SK(N,M)=0.

c
c SCAN ELEMENTS
o4
DO 400 N=1,NE
CALL STIFT2(N)
o}
C RETURNS ESTIFM AS STIFFNESS MATRIX
c
o STORE ESTIFM IN SK
c
c FIRST ROWS
¢ ey o mpon

DO 350 JJ=1,NCN
NROWB = (NOP(N,JJ) —1)«NDF
IF{NROWB) 360,306,306

404

Program 20-5 clgy dalszy
DO 380 J=1,NDF

NROWB = NROWB + 1,305

| = (JJ=1)eNDF +J
c
c
c
DO 330 KK=1,NCN
NCOLB = (NOP(N,KK) —1)sNDF
DO 320 K=1,NDF
L= (KK—~1)«NDF +K
c NCOL=NCOLB +K+1-~NROWB
[

{F(NCOL) 320,320,310

THEN COLUMNS
Atk e - .
ji! S g

SKIP STORING IF BELOW BAND
‘ Pe,s
/

310 SK(NROWB,NCOL) =SK(NROWB,NCOL) +ESTI FM(I,L)

320 CONTINUE
330 CONTINUE
350 CONTINUE
400 CONTINUE
c
[

c
DO 500 N =1,NB

NX=10s+(NDF —1)
I=NBC(N)
NROWB = (I — 1)«NDF

o

DO 490 M =1,NDF
NROWB =NROWB +1
ICON =NFIX(N)/NX
IF(ICON) 450,450,420

420 SK(NROWB,1) =1,
DO 430 J=2,NBAND
SK(NROWB, J) =0.
NR=NROWB +1-J
IF(NR) 430,430,425

425 SK(NR,J) =0.

430 CONTINUE

)

/
I

NFIX(N) =NFIX(N) — NX+ICON

450 NX=NX/10

490 CONTINUE

500 CONTINUE
RETURN
END

INSERT BOUNDARY CONDITIONS

EXAMINE EACH DEGREE OF FREEDOM
RS

!

ANKR



PROGRAM 20-6

[ ¢]

240 C=SK(N,L)/SK(N,1)

280 SK(1,J) =SK(l,J) — C«SK(N,K)
270 CONTINUE

280 SK(N,L)=C
AND LOAD VECTOR "
FOR EACH EQUATION
R1(1) =R1(l) ~C+R1(N)
290 CONTINUE
300 R1(N)=R1(N)/SK(N,1) )
BACK-SUBSTITUTION
N=NSZF
3650 N=N-—1
1F(N) 500,500,360
360 L=N
DO 400 K=2,NBAND
L=L+1 ‘
IF(SK(N,K) } 370,400,370
370 R1(N) =R1(N) —SK(N,K)«R1(L)
L]
END

OO0 0

Cc
Cc
c

c
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COMMON CORD({(100,2),NOP(200,4),IMAT(200),0RT(25,2),NBC(25),NFIX(25)
1,R1(200),5K(200,40)
NBAND =40

REDUCE MATRIX |
!

DO 300 N =1,NSZF :

1=N

DO 290 L.=2,NBAND

I=1+1

IF(SK(N,L)) 240,290,240

N

J=0

DO 270 K=L,NBAND
d=J+1

IF(SK(N.K)) 260,270,260

SUBROUTINE SOLVE :
SPECIFICATION STATEMENTS
COMMON/CONTR/TITLE(12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT NSZF,LI,NT4

400 CONTINUE

GO TO 350

600 RETURN

20.6. Oblicxenio sit wewnetrznych 1 wydawnlctwo
wynikéw

Koiicowym ctapem rozwigzania przy stosowaniu zwyklych elementéw skoficzo-
nych w zagadnieniach mechaniki jest obliczenic sit wewngtrznych w clemon-
tach.

Dla kazdego elementu potrzebne sg tutaj dwa etapy (kroki):

a) utworzenie wektora rozwigzail w lokalnym ukladzie wspéirz¢dnych clementu,

b) konstrukcja odwrotnego podstawienia macierzy naprezen dla transformacji
wektora rozwigzaf w sily wewnetrzne. Macierz ta jest jedng z omawianych przy
dyskusji nad programem tworzenia macierzy w p. 20.3. Tworzy si¢ jg albo po-
przez sczytywanie z pamieci zewnetrznej, albo poprzez wywolywanie programu
tworzenia macierzy sztywnosci.

Gdy zostaly obliczone sily wewngetrzne, czesto wygodnie jest obliczyé niektére
inne wielkodci, jak np. w zadaniu plaskim wartoéci naprezefi gléwnych i ich kie-
runki, Wreszcie drukuje si¢ otrzymane wyniki.

W szeregu bardziej zlozonych zagadniefi nieliniowych program’obliczania na-
prezefi stanowi zwykle punkt wyjécia dla cyklicznego procesu, obliczania albo
poprawionej macierzy sztywnosci (zaleinej od wartosci naprezen), albo_ wektora
obcigzen. Taki wektor obcigzert zwykle konstruuje sig przy uzyciu procesu po-
czatkowych naprezefi lub poczatkowych odksztalcen, p. rozdz. 15.

Opis zmiennych— SUBROUTINE STRESS

Zrmienna: Opis:
DIS (2, 100)%) Wektor przemieszczeri
FORCE (200, 3)¥) Wektor sit w elementach

B (3, 6% Macierz odwrotnego podstawienia
R (8)% Wektor przemieszczen elementu
SMAX Max. naprezenie w elemencie N
SMIN Min. naprezenie w elemencie N
ANG Kat (zgodnie z ruchem wskazéwek zegara) od
pionu do kierunku max napreZenia w elemencie N,
Uwaga: Ré sne sformul ie wymaga uzycia zbioru DIS (2, 100) dla rozwigsania

wektora R1 (200)*) i zbioru sit FORCE (200, 3) do zapamigtywania zbioru SK*).

*) Zbiory te majy wspélne oznaczenia.
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Schemat blokowy (operacyjny) | praykind podprogramu

SUBROUTINE STRESS (podprogrum naprgienia) na podstawie przemiesz-
czehh oblicza naprezenia w elementach (w rozwazanym przypadku — w plaskim

atanic naprezenia), a nastepnie drukuje wyniki

408

Start

!

Wejscie — przemieszczenia

i

Petla po elementach

i

Czytaj macierz odwrotnego podstawienia dla naprezen

!

Oblicz wektor przemieszczern elementu

!

Oblicz naprezenia w elemencie

!

Koniec petli

!

Petla po elementach

I

Oblicz wektor gléwnych naprezen

i

Drukuj naprezenia

|

Koniec petli

i

Return

PROGRAM 207

O

(2]

SUBROUTINE STRESS
DIMENSION DIS(2,100),FORCE(200,3)
COMMON/CONTR/TITLE(12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,LI,NT4
COMMON CORD(100,2), NOP(200,4)JMAT(200),ORT(26,2),NBC(265),NFIX(26)
1,R1(200),5K(200,40)
2,B(3.6), R(8)
EQUIVALENCE (DIS{1),R1(1) ).(SK(1),FORCE(1))
REWIND NT4

PRINT DISPLACEMENTS

WRITE(6,100)
WRITE(6,110) (M,(DIS(J.M),J =1,NDF) M=1NP)

100 FORMAT{///.16X,13HDISPLACEMENTS )
110 FORMAT(110,2F15.4)

CALCULATE ELEMENT FORCES

DO 200 NC=1,NE ‘4

READ(NT4) N.((8(1J).J=1.6).1=13)

DO 260 1=1,NCN

M =NOP(N,I)

IF(M.£Q.0) GO TO 260

K=(1—-1)«NDF Lo = Z

DO 240 J=1NDF 1 .

W=J+K i ] .
P N

240 R(IJ)=DIS(J.M) AP
260 CONTINUE

1A=K+NDF
DO 3001=1,3

FORCE(N.1) =0.
DO 300 J=1A

300 FORCE(N,1) =FORCE(N,1) +B(L.J)*R(J)
200 CONTINUE

OO0

WRITE(6,101)
CALCULATE PRINCIPAL STRESSES
AND DIRECTIONS

DO 600 N =1,NE

250 G =(FORCE(N,1) + FORCE(N,2))/2.

A=SQRT({ (FORCE(N,2) ~ FORCE(N,1) }/2.)+x2 + FORCE(N,3)++2)
SMAX=C+A

SMIN=C-A

IF(FORCE(N,2).EQ.SMIN) GO TO 700

ANG = 57.29578 » ATAN(FORCE(N,3)/(FORCE(N,2) - SMIN))

10
14
17
18
19
20
21
22
23
24
28
28

29
38
]
40
4
42
43
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Program 20-7 clyg dalezy

GO TO 210 44
700 ANG =90. 45
210 CONTINUE 46
c
(o} WRITE ALL STRESS COMPONENTS
c
400 WRITE(6,111) 47
1N, (FORCE(N.1}),1=1,3),SMAX,SMIN, ANG
800 CONTINUE 851
101 FORMAT(107HO ELEMENT X-STRESS Y-STRESS X
1Y-STRESS MAX-STRESS MIN-STRESS ANGLE)
111 FORMAT(I10,5F17.4,F12.3)
RETURN 54
END 55

20.7. Zadania przyktad

Na rysunku 20.3 pokazano

owe

plaski tréjkat poddany obcigzeniu pionowemu,

podziclony na elementy skoriczone siatkq 10 punktéw i 9 elementéw. Przyjeto, ze
tréjkat jest zamocowany w punktach 1 i 4.
W tym przypadku nalezy uzyé nastepujacych programéw:

a) MAIN program

b) GDATA podprogram
c¢) LOAD  podprogram
d) STIFT 2 podprogram
¢) FORMK podprogram
f) SOLVE podprogram
g) STRESS podprogram

(Program 20-1),
(Program 20-2),
(Program 20-3),
(Program 20-4),
(Program 20-5),
(Program 20-6),
(Program 20-7).

Dane wejéciowe wymienione s3 w przytoczonej nizej instrukeji wraz z wydru-
kowanymi wynikami dla zadania pokazanego na rys. 20.3.

N 0
10, —-—Ar
S
~
8 )
I
X
5 /3 o
S
~
! 2 3 4
200 200 200
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Rys. 20.3. Tréjkat w plaskim stanie odk b

Instrukeja do wprowadsenia danych

1. Karta problemu {18}

Kol. 1-5% nr problemu (NPROB)
2. Karta tytutowa (12A6)
¥ Kol. 1-72, tytuly, ktére maja byé wydrukowane (TITLE)
? 3, Karta kontrolna (715)
! Kol. 1-5% liczba weztdw (NP)
'j i Kol. 6-10%* liczba elementéw (NE)
11-15% liczba weziéw zamocowanych (NB)
16-20* liczba warunkéw obciaZzenia {NLD)
21-25* liczba stopni swobody —2 (NDF)
26-30* liczba réznych materialéw (NMAT)
31350 {0 drukuj dane wejscia
B 1 przeskocz druk danych wejécia [}
4, Karty materiatowe (110 2F10.2) 1 dla kaidego materiatu
Keol. 1-10* numer materiatu (N)
11-20 modut Younga {ORT (N, 1))
21-30 wspétezynnik Poissona (ORT (N, 2))
5. Karty wspétrzednych (110 2F10.0) 1 dla punktu weztowego
] Kol. 1-10% numer wezta (N)
* 11-20 wspétrzedna X (CORD (N, 1))
' 21-30 wspéirzedna Y (CORD (N, 2))
6. Karty elementu (615) 1 dia kazdego elementu
Kol 1-5% numer elementu (N)
6-10% i (NOP (N, 1))
11-15% j 1 polaczenia elementéw (NOP (N, 2))
16-20* m (NOP (N, 3))
21-25  nie uzywane (NOP (N, 4)
26-30* numer materiatu (IMAT (N))

7. Karty weztéw zamocowanych (215) 1 dla kazdego warunku brzegowego
Kol. 1-5% numer wezta zamocowanego (NBC (1))
6-10* 1 zamocowany w kierunky Y

10 zamocowany w kierunku X

11 zamocowany w obu kierunkach (NFIX (1)
8. Karty obcigzert (110, 2F10.2) 1 dla kazdego punktu obcizioneg:
Kol. 1-10% numer wezta (NQ) _
11-20 obcigzenie w kierunku X R 1)
21-30 obcigzenie w kierunku Y (R )

Uwaga: Karty obcigsenia koficzymy na ostatnim numerowanym wezle, niezaleznie omy
w nim jest, czy nie ma obcigZenia.

* Wskazuje, Z¢ liczby powinny byé poprawnie zapi bez
pozostalo llezby muszg mieé znaki dziesigtne.



PROGRAM A Program A clgy dalszy

SAMPLE DATA
8  4.000  4.000
COLUMNS 10 3.000  6.000
1 2 3 4 5 6 7 8
12348678901 2345678901 23456789012345678901 2345678901 2345678901 2345678901 234567890 EL:EMENIS s 5 o 1
! 2 2 3 & 0 1
TEST TRIANGLE 3 3 ¢ 7 o 1
M 9 2 1 2 1 t 3 7 6 o0 1
1 0.9 0.2 5 2 5 5 o 1
! 6 6 6 8 0 1
22 - 7 6 7 8 o0 1
34. g 6 s 8 0 1
46 s 8 9 10 0 1
51. 2.
63 2. BOUNDARY CONDITIONS
7s. 2. 1on
82 s 4 N
94 a,
10 3. 6. TEST TRIANGLE LOAD CASE 1
1t 1 2 B 1 LOADS
2 2 3 & 3 10 .00 10.00
3 3 a4 7 1 * DISPLACEMENTS
4 3 7 6 1 1 .0000 0000
B 2 6 5 1 2 1.0941 17.7565
6 5 6 8 1 3 -1.0941  17.7665
7 6 7 8 1 4 0000 0000
8 & 98 8 1 5 —1.6412 15.6785
9 8 9 10 1 6 0000 20.9599
1 n 7 1.6412 16.6785
4 N 8 8206  25.3126
10 10. 9 -.8206  25.3126
10 0000 44.4729

TEST TRIANGLE

10 9 2 1 2 1 0 ELEMENT X-STRESS Y-STRESS  XY-STRESS ‘MAX-STRESS MIN-STRESS ANGLE

MATERIAL PROPERTIES 1 1.4902  3.7727 3.1136 5.9477 - .6847 34.936
1 .96 .20 2 —.7399  1.4167 —.0000 1.4167 —.7399 - .000
3 1.4902  3.7727 -3.1136 5.9477 —.6847 ~34.938
NODAL POINTS 4 .9503 .5189 —.6733 1.4417 .0276 -63.9881
1 -000 -000 5 9503 .5189 .6733 1.4417 " L0276 53.881
2 2.000 -000 6 1.8077  3.9487 1.3845 4.6283 1.1281 26,148
3 4.000 -000 7 1.8077  3.9487 —~1.3845 4.6283 1.1281 -26.148
4 6.000 -000 8 —.2949  2.1027 0000 2.1027 — 2049 .000
5 1.000 2.000 s 1.6794  10.0000 .0000  10.0000 1.6794 .000
[ 3.000 2.000
7 5.000 2.000
8 2.000 4.000
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20.8. Przedstawienie wynikéw

Jednym z istotnych zagadnien praktycznych w metodzie elementéw skoriczonych
jest jasna i nie wymagajaca duzego nakladu interpretacja bardzo duzej ilosci
danych uzyskanych w wyniku obliczeri. Zastosowanie zautomatyzowanego spo-
sobu graficznego przedstawienia danych prowadzi zawsze do duzej oszczednodci
czasu i zredukowania wspomnianej trudnosci.

Warstwice naprezeri stanowis jeden z wygodnych sposobéw przedstawienia
wynikéw. Moga one byé narysowane na calym badanym obszarze lub tez na
wybranej jego cze$ci. W najprostszym przypadku wartosci naprezer w wesle
s udrednianymi wartosciami naprezer w elementach dochodzgcych do wezla,
Nastepnie rysowane sg warstwice jako serie linii prostych na kazdym elemencie
zwigzanym z tymi wartosciami wezlowymi (rys. 20.4), [6]; brak gtadkosci na
rysunku wskazuje na pewne niedociagniecia i okresla stopieri przydatnosci roz-
wigzania, Programy wykonujace rysunek otrzymuje si¢ bezposrednio od wytwér~
cow ,kreslarzy automatycznych”; pozwalajg one na gladkie wykreglanie linii na
podstawie danych okreslonych dla oddzielnych punktéw.

Innym zastosowaniem ,,kreslarza automatycznego” jest przedstawienie w okre-
dlonej podzialce wektoréw naprezed giéwnych w odpowiednim dla kazdego ele-
mentu kierunku. Na rys. 20.5 pokazano przykdad takiego przedstawienia.

Wiekszos¢ stosowanych obecnie elementéw wykazuje nieciaglosci w napreze-
niach przy przejéciu od jednego elementu do sgsiedniego, chociaz naprezenia
w sgsiednich elementach czgsto znajdujg sie na poprawnej krzywej. Aby ulatwié

Rys. 20.4. Warstwice momentéw dla plyty
mostu skoénego
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Rys. 20.5. Automa-
tyczne kreélenie na-
prezefr gléwnych za
pomocg  programu
krelenia  wektoréw
na kreélarzu automa-
tycznym

interpretacj¢ naprezen poprzez wygladzanie ich skokéw (a czasem aby otrzymné
lepsza dokladno$c), stosowane sg na ogdét dwa rodzaje uéredniania. Picrwazy ro-
dzaj polega na usredhianiu naprezed w dwu sgsiadujacych elementach, budujge
np. czworobok na dwu tréjkatach i obliczajgc $rednie wartodci naprezen z obu
elementéw, przylozone w okreslonym punkcie tego czworoboku. Drugi rodza)
udrednienia polega na tym, ze naprezenia we wszystkich elementach lgczgeych wig
w rozwazanym wezle sumuje sig, a nastepnie dzieli przez liczbg clementdw,
otrzymujgc érednig warto$é w wezle. To ostatnie daje zwykle catkowite wyrdwe
nanie i duza dokladno$é rozkladu naprezed, z wyjatkiem moze uakidcod
w punktach brzegowych i w obszarach duzych gradientéw naprezen.

PROGRAM 20-8

¢ VECTOR PLOT ROUTINE FOR CALCOMP
DIMENSION IBUF(1000)

Cc
Cc OUTPUT REEL NO.
c AND SET UP BUFFER AREA
[o
LDEV=1
CALL PLOTS(IBUF,1000,L.DEV)
[
Cc READ SCALE INFORMATION
[

READ (5,10} XSHIFT XSCALE,YSHIFT,YSCALE
10 FORMAT(4F10.2)

WRITE(6,11) XSHIFT,XSCALE,YSHIFT,YSCALE
11 FORMAT(13H1 X SHIFT=,F10.2/

1 13H X SCALE=,F10.2/
2 13H Y SHIFT=,F10.2/
3 13H Y SCALE=,F10.2)
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Program 20-8 cigg dalszy Program 20-N clay dulszy
READ(6,16) PSCALE

16 FORMAT(F10.2) ¢
WRITE(6,16) PSCALE c RETURN FOR NEXT ELEMENT
16 FORMAT(13HOPLOT SCALE =,F10.2,9H UNITS/IN) c
[of GO TO 100
c READ A CARD WITH COORDS [
c AND STRESSES [ END PLOT
c Cc
100 READ(5,20) N.X,Y,SMAX,SMIN ANG 210 CONTINUE
WRITE(6,20) N.X,Y,SMAX,SMIN,ANG CALL PLOT (0.,0.,.999)
20 FORMAT(110,2F10.2,3F10.3) STOP
c END
c IF CARD IS BLANK END PLOT Schemat blokowy (operacyjny) i przyklad programu
Cc
IF(N) 210,210,110 Program dla przedstawienia wektoréw naprezed podany powyzej stanowi ode
c dzielny program, czytajacy karty zawierajace naprezenia i wyprowadzajgcy wektory
c CHANGE SCALES w odpowiedniej skali dla kazdego elementu. Podprogramy sg czeécia wyposatenin
110 X=(X—XSHIFT)}»XSCALE Calcomp Fortran
Y = (Y — YSHIFT)«YSCALE
SMAX = SMAX/PSCALE
SMIN =SMIN/PSCALE Start
ANG =ANG/57.3 ! 1
c
c COMPUTE ENDS OF VECTORS Czytaj dane podziatki
c
R =X+ SMAX/24SIN(ANG) ‘
S =Y +5MAX/2.+COS(ANG)
P=24X—R ) Petla po _elementach
Q=2+Y-5§
c |
€ AND DRAW LINES Czytaj naprezenia w elementach
c : i ich polozenie
CALL PLOT(R/S.3)
CALL PLOT(P,Q,2) l
R =X—SMIN+COS(ANG)
S =Y +SMIN+SIN(ANG) Prowadz linie wektoréw
P=2.+X-R
Q=2sY-§ . ‘

CALL PLOT(R.S,3)
CALL PLOT(P.Q.2)

c !

Oznaczaj naprezenia

c DRAW ELEMENT NO.

c Koniec petli
A=X+02
B=Y+01 ‘
FPN=N
CALL NUMBER (A,B,.14,FPN,0.,0) Stop
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20.9. Iteracyjna metoda wyznaczania wartodci wlasnych

Pray analizie statccznosei za pomocy clementéw skoficzonych, probleméw drgai
itp. wprowadza sie uklad réwnan macicrzowych w postaci HX = 1X, gdzie
11 jest macierza kwadratows o znanych wspélezynnikach, X ma posta¢ {xy, % ...
.. %,}", wreszcie A jest wielkoscig skalarng, odniesiong do czestotliwosci drgan
wlasnych, obcigzen krytycznych itp. Réwnania HX = AX zwane s3 réwnaniami
wartoéci wlasnych; istnieje na ogél tyle rozwigzan, tj. wartosci wlasnych i odpo-
wiadajacych im wektoréw wlasnych, ile jest stopni swobody «;. Przykladem mogg
hy¢ drgania whasne, gdzie

[H] = [K][M]. (20-12)

Nujwicksza wartosé wlasna moze byé wyznaczona poprzez proste postepowanie
iteracyjne.

n. Zakladamy (odgadujemy) uklad wartosci wektora X, oznaczamy te wartosci
np. przez X, . Poniewaz wektor wlasny przedstawia odpowiednia posta¢ ukladu,
wystarczy jedynie okreslié wzgledny stosunek wartosei sktadowych wektora X.
Mozna wiec zalozy¢, ze jedna z nieznanych skladowych (np. x,) jest réwna jed-
nodei,

b. Obliczamy 4X,, .

¢. Tloezyn AX,, jest wektorem i mozna go zapisaé w postaci 25, X, gdzie
Ay2 jost wspdlnym czynnikiem, takim Ze znéw x; w X, jest réwne jednosci,
podczas gdy pozostale wartodci %, , %3, ... &, majg odpowiednie wartosci, wynika-
jace # ich stosunkéw do x, .

d. Poréwnujemy X,, z X, albo ogélnie, X, 1 Xgr.y .

Jezeli réznica nie przekracza okre$lonej, dopuszczalnej wartosci odchylki, wtedy
nowy ukiad obranych wartosci daje warto$é wlasng wektora, wspdlny za$ czynnik A
jest podstawows wartoécig wlasng. Jezeli réznica przekracza wartosé dopuszczalng,
wiedy powtarzamy iteracje.

Dalsze wartoscl wlasne i odpowiadajace im wektory wlaane znajdowaé mozZna
stosujgc proces zerowania') w polaczeniu z technikg iteracyjng. Proces zerowania
maodyfikuje H, aby zmieni¢ najwicksza wartoé¢ whasng ukladu na zero, tak ze
nastepna najwigksza warto$é 4 staje sie podstawowg i proces iteracji moze by¢
prowadzony dalej.

Zaléamy teraz, ze na pewnym etapie oblicze dokonaliémy r-tego kroku i e
A i X, s uzyskanymi teraz — warto$cig wlasng i odpowiednim wektorem wia-
snym. Macierz uzyta do wyznaczenia tych wielkosci moze by¢ teraz zndw zero-
wana dla usunigeia 7-tego pierwiastka, a raczej do sprowadzenia 1, do zera, bez
zimiany pozostalych wartosci wlasnych ani wektoréw wlasnych. Oczywiscie gdy
Lo nastapi, wowezas 1, stanie sie.najwickszg wartodcig wiasng i moze byé obli-
¢zona z macierzy zerowanej.

1Y ung.: zo00ing” process (prayp. Hum.).
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Nicch wlge
7 _ X XiM
=X, (20-13)
Mamy zatem
[H=0Zi— A Zo— ... —LZ)X, = HX,— 1, 2, X, 2,2, X0 - . — A u X,
2 X (XTMX, LX(XTMX, - ;
XM &;M‘XI ) _ A ﬁ;ﬁgm_ e X(;Lé'(”). (20-14)

Z uwagi na wlasno$¢ ortogonalnosci postaci drgad mosna pokazaé, #e ln
7 # § mamy

XFMX, = 0. (20-15)
Mozemy wigc przepisaé réwnanie (20-12) nastepujaco
H~MZ— V2o~ ... ~1Z]X, = 4 X,— L X, = 0X,, (20-10)

poniewaz X7 MX, jest skalarem i moze byé skasowane.

Z.(20-16) X, pozostaje nadal wektorem wlasnym macierzy zerowanej, ale od-
powiadajgca mu warto$é wlasna 1, jest zerem.

Naltfiy jednak pokazaé, Ze inne pierwiastki réwnania nie ulegly zminnic
w czasie procesu zerowania. Zakladajac, ze 1, i X, s3 wartodcig wlasng i wektoren
wlasnym s-tej postaci (s > 7), piszemy

[H=0,20— 07— ... —MZ) X, = HX 07, Xy— 0,2, Xy— ... — 12 X,
—ax. WX (XIMX) X, (X3MX,) WX (XTMX,) .
s XTMZX, xImMx, =~ ¢ XFMX, Ao e
(20-17)

A wige 2, pozostaje pierwiastkiem macierzy zerowane;j.
Wiasnosé ortogonalnosci uzytg w (20-14) i w (20-17) bada si¢ jak poniscj

K-MX, = 1,X,, (20-18)
K- MX, = )X, (20-19)

Mnozac féwnanie (20-18) przez XTM?™, réwnanie za§ (20-19) przez NIAM”,
a nastgpnie transponujgc ostatnie réwnanie (pamietajac, Ze zaréwno K1 jak i M
s3 symetryczne) otrzymujemy

XiM*KMX, = AXIMX,, (20-20)
XPM*K-*MX, = 3, Xt MX,. (20-21)
Jezeli teraz odejmiemy (20-21) od (20-20), wynik bedzie
0= (A—A)XFMX,, (20-22)
a poniewa’ na ogét 4, # 2, musi by¢
XPMX, =0, (20-23)

wre
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Przykiad programu
Schemat blokowy (operacyjny) dla EIGEN

Start

]

Czytaj dane kontrolne

'

Petla po nr. wymaganej wartoéci wiasnej

!

Nie Dokonaj iteracji

!

Otrzymana dokladnosé jest wystarczajaca

Tak

Nie

Czy uzyskano juz okreslony nr iteracji

Tak

Drukuj warto$é wiasng i wektor wiasny

!

Utwérz zerowang macierz

!

Koniec petli dla numeru

!

Return

a20

Opis zmlonnyeh dinpodprogramu BEIGEN

Zimicnnn:
EGG

w

TEST
NIT
NEIG
OM

Opis:
Muciers wartodei whasnych K 'M lub M 'K
Macierz masy (lub sztywnodci)
Potrzebna dokladnoéé wektora wlasnego
Maksymalna liczba potrzebnych iteracji
Liczba potrzebnych wartosci wlasnych
Pierwiastek kwadratowy z odwrotnosci wartodci wlasnej, sto-
sowany wspélnie z K-'M dla obliczania najnizszej czestotliwodei
wiasnej

PROGRAM 20-9

[eINe]

o000

66
14

5

~

67

[}

82

2
2

NS

2
2

o o

SUBROUTINE EIGEN(EGG,W.NV)
DIMENSION EGG(4.4),X(4) XAUX(4),XUX(4) EAUX(4,4),W(4,4)
EGG — EIGENVALUE MATRIX H
W —MASS MATRIX
.
READ (5.10) TEST.NIT,NEIG
FORMAT(F10.5,2110)
TEST—ACCURACY REQUIRED
NIT ~ MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS
NEIG —NUMBER OF EIGENVALUES REQUIRED

DO 1 11=1,NEIG
DO 66 1 =1,NV
XUX(I) =1.
X(y=1.
CALL MPRD (EGG, X, XAUX,NV,NV,1)
EIG =XAUX(1)
DO 57 1=1,NV
X(1) =XAUX(1)/EIG
DO 67 I=1,NV
IF(ABS( (X(1) —XUX(1))/X(1)) — TEST)67,67.82
CONTINUE
GOOD ENOUGH

GO 70 50
REPEAT

ITS=1TS -1
IF(ITS) 21,21,25

WRITE(5,22)

FORMAT(26H ITERATION COUNT EXCEEDED)
GO TO 50

DO 26 i=1,NV

XUX(1) = X(1)
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Program 20-9 ciyg dalszy

42 FORMAT (4E16.8)
GO TO 14

OM =SQRT(1./EIG)
WRITE(5,13) 1,0M
WRITE(5,42) (X(1).1=1.4)
13 FORMAT (15,E16.8)

6

o

FORM ZOOED MATRIX

[e]

CALL TPRD(X,W.XUX,NV,1,NV)
CALL MPRD (XUX,X,XAUX,1,NV,1)

AA =EIG/XAUX(1)

DO 68 I =1,NV

XAUX() =X(1)}+AA

CALL MPRD(XAUX,XUX,EAUX,NV,1,NV)
DO 1101 =1,NV

DO 110 J=1,NV

110 EGG(LJ) =EGG(IJ) — EAUX(L.J)
CONTINUE

RETURN

END

6

@

PROGRAM 20-10

SUBROUTINE MPRD(D,B,DB,L,M,N)
DIMENSION D(4.4),8(4,4)DB(4,4)

¢ D =
DO 110 J=1 N B(L,N) =D(L.M)+B{(M,N)
DO 1101 =1L
DB(LJ) =0
DO 110 K=1,M
110 DB(LJ) =DB(1J) + D (1,K)*B(K,J)
RETURN
END

PROGRAM 20-11

SUBROUTINE TPRD(D,B,DB,M,LN)
DIMENSION D(4,4),B(4,4),DB(4,4)

c DB(LN) = (TRANSPOSE D(M,L) )+B(M,N)
DO 110 J=1.N
DO1101=1,L
DB(I,J)=0
DO 110 K=1,M

110 DB(I,J) =DB(l,J) + D(K.HB(K.J)

RETURN
END

20.10. Uwayl kofcowe

W ninigjzytn rozdzinle omowiono calo$é postepowmnin pray rozwigzywaniu
zadait metody elementéw skoriczonych i przedstawiono wrzoree programdw, Ma-
terial podany tutaj nie dotyczy zbyt skomplikowanych problemdw, zaciemninlohy
to bowiem obraz i utrudnilo poczatkujgcemu Czytelnikowi zrozwmnienic istoty
zagadnienia. Zamiast tego autorzy podali rozsadnie prosty, lecz cfektywny pro-
gram, wskazujac réwnoczesnie na inne mectody i okolicznodci, ktére mogy hyé¢
wlaczone do rozwazan.

Podany w niniejszym rozdziale program obliczania wartodei wlasnych jent
bardzo prosty i nie wykorzystuje symetrii macierzy sztywnosci (lub masy) albo
tez geometrycznej sztywnosci. Czytelnik interesujacy si¢ bardziej zaawansownny
techniky obliczeniows i metodami oszczedzania czasu maszyny i jej pamigei
zechce zapoznaé si¢ z praca Andersona [8] o zagadnieniach drgad i statecznofed,

Dodatek 20a.

Wykaz podprograméw do tworzenia réwnah i rozwigzania za pomocy
iteracji Gaussa—Seidela

PROGRAM 20-12
SUBROUTINE FORMK

c
c SUBROUTINE TO FORM K
c COMPACT WITH POINTER MATRIX
c
COMMON/CONTR/TITLE (12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,L,NT4
COMMON CORD(100,2),NOP{200,4),IMAT(200),0RT(26,2),NBC(25),NFIX{26)
1.R1(200),51(200,20),I1SP (200,20}
2ESTIFM(12,12)
C
c SET MAX NO. OF TERMS
Cc
NMAX =20
NOFF=20
c
c ZERO ARRAYS
Cc

DO 300 N =1,NSZF

DO 280 M=1,NMAX
280 SI(N,M)=0.

DO 290 M =2,NOFF
290 ISP(N,M) =0
300 ISP(N,1) =N

c SCAN ELEMENTS
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rrogram 20-12 cigg dalaxy

Program 20-12 ciyy dalszy

INSERT BOUNDARY CONDITIONS

EXAMINE EACH DEGREE OF FREEDOM

STORE LARGE NO ON DIAGONAL

c SUBROUTINE FOR ITERATIVE SOLUTION OF EQUATIONS

COMMON/CONTR/TITLE (12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT.NEQ JLLNT4
COMMON CORD(1 00,2),NOP(200,4),IMAT(ZOO),0RT(25,2),NBC(25),NFIX(26)

BUILT IN RELAXATION AND TOLERANCE

NEGATIVE NEQ SKIPS SETTING UP
OF INITIAL DATA

ITEM(N,1) CONTAINS COUNT OF
NUMBER OF OFF DIAGONAL TERMS

DO 400N 1,NE c
CALL STIFT2(N) c
c ¢
¢ RETURNS ESTIFM AS STIFFNESS MATRIX DO 60O N =1,NB
c STORE ESTIFM IN SI WITH A NX =10s4(NDF — 1)
c TERM IN ISP AS A POINTER 1=NBC(N)
c NROWS = (I —1)sNDF
c FIRST THE ROWS c
c c
1=0 DO 480 M=1,NDF
DO 350 JJ=1,NCN NROWB =NROWB +1
NROWB = (NOP(N.JJ) — 1)sNDF ICON = NFIX(N)/NX
DO 350 J=1,NDF IF(ICON) 450,450,420
NROWB = NROWB +1 c
I=1+1 c
c c
c THEN COLUMNS OF ESTIFM 420 SI(NROWB, 1) = SI(NROWB, 1) 104420
c NFIX(N) =NFIX(N) — NX«ICON
=0 450 NX=NX/10
DO 330 KK=1,NCN 490 CONTINUE
NCOLB = (NOP(N,KK) —1)sNDF 500 CONTINUE
DO 330 K=1,NDF RETURN
NCOLB =NCOLB +1 END
c N=li+1 PROGRAM 20-13
c SEARCH ISP FOR COLUMN NO. SUBROUTINE SOLVE
c
DO 310 M =1,NOFF
305 ::?:::((ngw:,’m; )_ ;ﬁgﬁ;’;gs'”"“% 1.R(200).A(200,20),ITEM(200,20), DIS(200)
310 CONTINUE NT=20
c c
c
g FOUND A BLANK NOW STORE NCOLa TOLER = 1E_3
315 ISP(NROWB,M) =NCOLSB RELAX=1.8
c c
c
¢ NOW STORE ESTIEM c
c
c
Cszo SI(NROWB, M) = ESTIFM(L,Il) + SI(NROWE, M) | IF(NEQ.LT.0) GO TO 310
c END LOOP ON COLUMNS ; 00 300 N=1.NEQ
330 CONTINUE - DO 250 M=1.NT
IFTEM(N,M).NE.O) GO TO 250
c END LOOP ON ROWS c
350 CONTINUE .
c END LOOP ON ELEMENTS c
400 CONTINUE c
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Program 20-13 cigg dalszy

420

ITEM(N,1) =M -1
GO TO 260

250 CONTINUE

260 CONTINUE

300 CONTINUE

310 NEQ=IABS(NEQ)

o

C
c SET MAX NO OF CYCLES
C
NCYC =NEQ/2
IF(NCYC.LT.25) NCYC =25
Cc
[ UNKNOWNS ARE SET TO ZERO
[
DO 320 N=1,NEQ
IF(A(N,1).NE.O.) A(N,1) =1./A(N,1)
320 DIS(N)=0
[of
(o} LOOP ON CYCLES
DO 500 NC=1,NCYC
SUM =0,
SUMD =0.
Cc THEN ON EQUATIONS
C

O0o0o0

o000

[of
c
[

DO 450 N=1,NEQ
FX=R(N)
NUM =ITEM(N,1)
DO 330 M=2,NUM
L=ITEM(N,M)

330 FX=FX—A(N,M)}+DIS(L)

FX IS TOTAL UNBALANCE OF RHS
DX IS THE CHANGE

DX=A(N,1)+FX — DIS(N)
DIS(N) =DIS(N) + RLAXsDX

SUM AND SUMD ARE CONVERGENCE
PARAMETERS

SUM =SUM + ABS(DX)
SUMD =SUMD + ABS(DIS(N))
450 CONTINUE

SKIP OUT OF LOOP IF CONVERGED

Program 20-13 olyy daluzy
ND-NC
IF(8UM LT 8UMDsTOLER) GO TO 660
500 CONTINUE
c
c MOVE FINAL RESULTS TO R
c
550 DO 600 N=1,NEQ
800 R(N)=DIS(N)
c
c PRINT LAST VALUE OF SUM ETC
c
WRITE(6,10) ND,SUM,SUMD
10 FORMAT(20HO LAST CYCLE NO.=,110

1. / 20H (SN-SN-1)/SN  =,E10.3
2, / 20H SN =,E10.3)
RETURN

END

Dodatek 20b.

Wykaz podprograméw do tworzenia réwnan i rozwigzania za pomacy
macierzy rozsianej (metoda frontalna)
PROGRAM 20-14

SUBROUTINE FORMK

C
Cc SUBROUTINE TO FORM K
[ UPPER TRIANGULAR SECTION ONLY
o} COMPACT WITH POINTER MATRIX
[
COMMON/CONTR/TITLE(12),NP,NE,NB,NDF,NCN,NLD,NMAT NSZF,LI,NT4
COMMON CORD(100,2),NOP(200,4),IMAT(200),ORT(25,2),NBC(25),NFIX(28)
1.R1(200), S1{200,20),1SP(200,20)
2,ESTIFM(12,12)
C
C SET MAX NO. OF TERMS
o4
NMAX=20
NOFF=20
c .
Cc 7ERO ARRAYS
Cc

DO 300 N=1,NSZF
DO 280 M=1,NMAX
280 SI(N.M)=0.
DO 290 M =2,NOFF
290 ISP(N.M) =0
300 ISP(N,1}=N
427



TRORTEIR &U=14 clag dalsxy

C
c
c

oO000000

O

SCAN ELEMENTS

DO 400 N=1,NE
CALL STIFT2(N)

RETURNS ESTIFM AS STIFFNESS MATRIX

STORE ESTIFM IN S| WITH A
TERM IN ISP AS A POINTER

FIRST THE ROWS

1=0

DO 350 JJ=1,NCN

NROWB = (NOP(N,JJ) —1)«NDF
D0 350 J=1,NDF

NROWB =NROWB +1

I=1+1

THEN COLUMNS OF ESTIFM
=0
DO 330 KK=1,NCN
NCOLB = (NOP(N,KK) — 1)+NDF
DO 330 K=1,NDF
NCOLB=NCOLB+1
=il+1
SKIP IF TERM BELOW DIAGONAL

IF(NCOLB — NROWB) 330,302,302
CONTINUE

SEARCH ISP FOR COLUMN NO.
DO 310 M=1,NOFF
IF(ISP(NROWB,M) — NCOLB) 305,320,305
IF(ISP(NROWB,M)) 315,315,310
CONTINUE
FOUND A BLANK NOW STORE NCOLB

ISP(NROWB,M) =NCOLB

NOW STORE ESTIFM

Program 20-14 olyy dalszy

[of
320

c

[of
330

(o]
350

[of
400

[

[

SH{NROWB,M) = ESTIFM(I, 1) +SI(NROWB,M)

END LOOP ON COLUMNS

CONTINUE

END LOOP ON ROWS
CONTINUE

END LOOP ON ELEMENTS
CONTINUE

INSERT BOUNDARY CONDITIONS

DO 500 N=1,NB
NX=10«x(NDF - 1)
I=NBC(N)
NROWB = (1 - 1)«NDF

EXAMINE EACH DEGREE OF FREEDOM
DO 490 M=1,NDF
NROWB =NROWB +1
ICON =NFIX(N)/NX
IF(ICON) 450,450,420

STORE LARGE NO ON DIAGONAL

SI(NROWB, 1) = S{(NROWB, 1)+10.4420
NFIX(N) = NFIX(N) — NX«ICON
NX=NX/10

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END

PROGRAM 20-15

OO0 00

SUBROUTINE SOLVE
SOLVES SPARSE MATRIX

COMMON/CONTR/TITLE(1 2),NP,NE,NB.NDF,NCN.NLD,NMAT,NEQ JLLNT4

COMMON CORD(1 00,2),NOP(ZOO,d),IMAT(ZOO),ORT(25,2),NBC(25),NFIX(25)
1.R(200),A(200,20),ITEM (200,20),IMET(200)

NT=20

IF NEQ NEGATIVE SKIP
FORMATION OF FULL ITEM MATRIX

IF(NEQ.LT.0) GO TO 360 SYM

0 Metoda slomentiow



Program 20-15 cigqg dalszy
c
c
c
c
DO 220 M=1,NT
220 IMET(M) =ITEM(1,M)
DO 340 N=2,NEQ
DO 280 M=1,NT
IF(IMET(M) ~N +1) 225,280,225
226 DO 240 L=1,NT
IFITEM(N,L)) 230,260,230
23

240 CONTINUE
WRITE(6,100) N

o

104

o

sTOP
260 ITEM(N,L) =IMET(M)
280 CONTINUE
300 DO 320 M=1,NT
320 IMET(M) =ITEM(N,M)
340 CONTINUE
360 NEQ=IABS(NEQ)

(=3

NEQM =NEQ -1

c

Cc

Cc
DO 520 1=1,NEQM

c

[

Cc
R) =R({l)/A(L1)

c

[

C
DO 460 M=2,NT
IN=ITEM(L.M)
IF(IN) 365,480,365

Cc

c

c

365 DO 380 N=1,NT
IA=ITEM(IN,N)
IF{IA) 370,400,370
370 IMET(IA) =

380 CONTINUE

430

OTHERWISE WORK THROUGH

EQUATIONS AND FILL ITEM AS NEEDED

IF(ITEM(N,L) —IMET(M)) 240,280,240

FORMAT(43H ALLOWABLE SPACE EXCEEDED [N EQUATION TABLE.14)

LOOP ON EQUATIONS

MODIFY RHS VECTOR

LOOP ON ROW TO BE ELIMINATED

SEEK APPROPRIATE ROWS

SYM
sYm
SsYM

-SYM

SYM
SYM
SYM
sYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM

SYM

SYM

SYM
SYM
SYM

SYM
SYM
SYM
SYm
SYM

w N>

1

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

25

26

27
28
29

30
31
32
33
34

Program 20-15 clag dalaxy

C

400 CONTINUE
TEMP = A(I,M)/A(1,1)
c
c
c
DO 420 N=1,NT
IA=ITEM(I,N)
IF(IA) 405,440,405
405 IF(IA ~IN) 420,410,410
210 IM=IMET(1A)
c
c
c
A(IN,IM) = A(IN,IM) ~ TEMP.A(I,N)
420 CONTINUE
c

C

440 R(IN) = R(IN} —R(1)+A(l,M)
460 CONTINUE
480 CONTINUE

[
o]
c

DO 500 M =2,NT
A(LM) =A(LM)/A(LT)
500 CONTINUE
520 CONTINUE
R(NEQ) =R(NEQ)/A(NEQ,1)

c
c
c
DO 560 IB =1,NEQM
I=NEQ-18
DO 540 M=2,NT
J=ITEM(LM)

IF(J) 540,560,540
540 R(I)=R(t) —~A(L,M)+R(J)
560 CONTINUE

RETURN

END

SYM
SYM

LOOP ON COLUMN TO BE ELIMINATED

MODIFY TERM OF MATRIX

MODIFY LOAD VECTOR

SYM
SYM
SYM
SYM
SYM

SYM
SYM

SYM
SYM
SYM

RESET ROW FOR BACK-SUBSTITUTION

BACK-SUBSTITUTE

SYM
SYM
SYm
SYM
SYM

SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM
SYM

kL]
a8

37
38
38
40
41

42
43

44
48
40

47
48
49
80
81

82
83
84
[
86
67
58
-]
60



Dodatek 20c.

Draytocaymy tu zestawienic podprogeamédw, ktdro mogy byé zastosowane do rozwigzania bardzo
duzoj liczby réwnaf z ograniczeniem szorokogui phsma micierzy. Podprogramy te nie pokrywajg sie
jodnak z programami oméwionymi poprzednio.

Jak oméwiono na koricu p. 20.5.1, procesy zbierania i eliminowania ida réwnolegle; réwnania
réwnowagi dla wezla sa eliminowane natychmiast po ich utworzeniu. Podprogram SOLVE sto-
wuje si¢ dla eliminacji wiersz po wierszu (liczba wierszy odpowiada liczbie stopni swobody w wez-
le), a podprogram BSUB shuzy dla procesu odwrotnego podstawienia, w ktérym réwnolegle sa
wyznaczane reakcje w punktach brzegowych. STORE i RDBK sg to, odpowiednio, dwa male
podprogramy dla zapamigtywania i powrotnego odczytywania zmodyfikowanych réwnafi. Te
smodyfikowane réwnania nie s3 zapisywane na taémie réwnanie po réwnaniu, lecz sa tymezasowo
zapamigtywane w pamieci wewnetrznej maszyny, a nastqpme zap:sywane jako blok, gdy pamieé
wewnetrzna zostaje wyczerpana. Podprogram INIT iw dla wymienio-~
nych wyzej podprograméw i musi byé wywolany jeden raz przed rozpoczgciem rozwiazywania
zngadnienia.

Opis zmiennych dlapodprograméw a+e

Zimienna: Opis:

NBAND Maksymalna szerokoéé pélpasma macierzy

NDF Liczba stopni swobody w wezle

NR Zmienne dla badania punktéw brzegowych

BN Zmienne dla badania skladowych przemieszczeri majacych zadane
wartosci

BY ‘Wartodci zadane

NCOLN Liczba kolumn wektora obciazesd

ST Zbiér sztywnodci

P Zbiér obcigzeni (przemieszezef)

X Obszar pamieci wewngtrznej maszyny

a. Schemat blokowy (operacyjny) dla INIT

Start

!

Zbiér zmiennych kontrolnych

i

Oblicz diugosé rejestru

i

Return
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b. Schemat blokowy (operacyjny) dla STORE

E Start
Tak N 3 ‘
-——-‘ﬁrawdzeme pojemnodci w pamieci maszy;l

Nie

Zapisz zapamictane dane na ta$mie

L Ustaw na nowo indeks licznika —‘

l

Zapamietuj réwnania i zmienne brzegowe
W pamigci maszyny w porzadku kolejnym
i przyporzadkuj indeksy

'
S B

¢. Schemat blokowy (operacyjny) dla RDBK

[ Sl ]

Kontrola dla rejestru pozostajacego
W pamieci wewnetrznej maszyny

Tak

Nie

Cofnij tasme i czytaj w nowym bloku
l Ustaw na nowo indeks licznika

o Wybierz z powrotem réwnanie
1 zmienne brzegowe i przyporzadkuj indeks
L Return




d. Schemat blokowy (operacyjny) dla SOLVE

414

Nie

—

|

Start —I

:

Petla dla numeru stopnia swobody

!

Zadana skladowa przemieszczenia?

Tak

Wigcz zadang warto$é do wyrazu obciazenia

!

Zmodyfikuj biezace réwnanie T

!

L

Zapamigtaj réwnanie

!

Eliminuj réwnania zgodnie z (20-3) i (20-4)

|

Przesuri polozenie macierzy wynikowej
z powrotem do pozycji startowej

!

Koniec petli dla stopni swobody

:

Return

©.8chemat blokowy (operacyjny) dla BSUB

N —

:

Nie

Petla dla calkowitej liczby réwnan

'

Wprowad# réwnanie i warunki brzegowe 7

!

Dokonaj podstawienia odwrotnego

'

Réwnanie z zadang skladows przemicszezenia?

Tak

Drukuj numer wezla i skladows reakcji

1

Podstaw obliczong lub zadang warto$é
do macierzy przemieszczes

l

Przesuni znana macierz przemieszczes
o jedng pozycje w dét

1

Koniec petli dla réwnan

:

Drukuj macierz przemieszczen

!

Return 7




PROGRAM 20-16

a0

SUBROUTINE INIT (NBAND, NCOLN)
CONTROL COUNTERS
COMMON/BUFDA/NBD,NCOL,IS,NA LRECL,NREC,L, X(8000)
DIMENSION OF X CAN BE CHANGED
NA HAS SAME DIMENSION AS X

NA =8000
1IS=1
NBD =NBAND
NCOL=NCOLN
LRECL=NBD +NCOL +3
NREC=0
IF (LRECL—NA) 1,1,2
RETURN
WRITE (6,4) LRECL, NA
OFORMAT (‘OLOGICAL RECORD LENGTH OF', 16, ‘EXCEEDS BUFFER SET AT,
1 16)
STOP
END

PROGRAM 20-17

436

50

SUBROUTINE STORE (ST.P,NR,BN,BV)
DIMENSION ST(60,60),P(60,2)
COMMON/BUFDA/NBD,NCOL,1S,NA,LRECL,NREC,L.X(8000)
TEST IF ROOM IN CURRENT BUFFER
AUTOMATIC MESH GENERATOR
IF (1S + LRECL—NA) 5,5,50
ROOM IN BUFFER

D0 10 1=1, NBD
X(i§) =8T(L.h
1S=1S+1

DO 15 1=1,NCOL
X (1S)=P(1.)
1IS=18+1

X(IS) =NR
X(I1S+1)=BN
X(1S+2) =BV
1IS=1S+3

RETURN
NO ROOM LEFT IN BUFFER

L=IS-1
WRITE (2) (X(J), J=1.L}
CHANNEL 2 PERIPHERAL STORAGE

Program 20-17 olayg dnlsxy

c

1Sai
NREC=NREC + 1
GO TO B

END

PROGRAM 20-18

40
M

100
101

SUBROUTINE RDBK (ST,P.NR,BN,BV)
DIMENSION ST(60,60),P(60,2)
COMMON/BUFDA/NBD,NCOL,IS,NA LRECL NREC,L,X(8000)

TEST IF NEXT RECORD IN BUFFER

1S =1S — LRECL
IF (1IS—1) 40,12,12
RECORD IS IN BUFFER

DO 111=1, NBD
ST (1,1) =X(IS)
1S=1S+1
DO 15 =1, NCOL
P (1,1) =X(1S)
1S=1S+1
NR=X(IS)
BN=X(IS+1)
BV=X(IS+2)
1S=1S+3—LRECL
RETURN

LAST BLOCK WRITTEN MUST BE READ

IF,(NREC) 100,100,41
NREC =NREC—1
BACKSPACE 2
READ (2) (X(J), J=1,1)
BACKSPACE 2
1IS=L+1
GO TO 10
ILLOGICAL ERROR

WRITE (6,101}

FORMAT (‘O ATTEMPT TO READ BACK TOO MANY RECORDS.)
STOP

END
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PROGRAM 20.19

SUBROUTINE SOLV
COMMON DIS(720,2),5T(€0,80).Q(80.2).P(80,2),PST(2),BN(2),BV(2)
COMMON NDF,NBAND.NSIZ,NDF1,NP,NELEM,NCOLN,NDATA

c NCOLN = NUMBER OF LOADING COLUMNS
c NR =1-—NODES WITH BOUNDARY CONDITIONS
c BN 1=FIXED, 0 =FREE
c BV SPECIFIED DISPLACEMENTS
c NBAND = SEMI-BAND WiDTH
c NDF =NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM
c NDF1=NDF +1, NSIZ=NBAND - NDF
c
DO 111 JJ=1,NDF
c TEST FOR BOUNDARY CONDITIONS
IF(NR.NE. 1) GO TO 568
IF (ABS(BN(JJ)) .LT. .00001) GO TO 58
ST11=0
DO 5 J=1,NCOLN
5 PST(J) =BV(JJ)
DO 8 J=1,NCOLN
8 P(1J)= —BV(JJ) +P(1,J)/ST(1,1)
DO 4 1=2,NBAND:
4 ST(1.H)=8T(11)/ST(1,1}
ST(1.1)= —-§T(1,1)
GO TO 60
c EQUATION WITH NO BOUNDARY CONDITION
c
58 ST11=1,/8T(1.1)
DO 6 J=1,NCOLN
6 PST(J)=P(1,J)s8T11
ST(1.1) =ST11
60 CALL STORE (ST,P,NR,BN(JJ).BV(JJ))
DO 11 1=2,NBAND
DO 16 J=1,NCOLN
16 P(1,J) =P(1,J) - ST(1,1)+PST(J)
c MODIFIED LOAD MATRIX FORMED
c

DO 11 J=2,NBAND
11 ST(LJ) =ST(I.J) — ST(1,1)8T(1,J) ST
o4 MODIFIED STIFFNESS MATRIX FORMED

DO 14 1=2,NBAND
DO 15 J=1,NCOLN
P(=-1.4)=P(1J)

15 P(LJ)=0
DO 14 J=2,NBAND
ST(1=1,J—-1)=8T(l,J)
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Program 20-19 olqg dulszy

ST{1=1,J) =0
ST(lJ=1)=0
14 ST(1LJ)=0
c SHIFT TO STARTING POSITION
C
111 CONTINUE
RETURN
END

PROGRAM 20-20

SUBROUTINE BSUB
COMMON DIS(720,2),ST(60,60),Q(60,2),P(60,2),PST(2),BN(2),BV(2)
COMMON NDF,NBAND,NSIZ,NDF1,NP,NELEM,NCOLN,NDATA

[ - NP=NUMBER OF NODES
c
NP2=NDF«NP
DO 30 H=1,NP2
M=NP2-1{
CALL RDBK (ST,P,NR,BNJJ,BVJJ)
[ PERFORM BACK-SUBSTITUTION
c

D0 11 J=1,NCOLN
DO 11 1=2,NBAND
11 P(1,4) =P(1,J) —ST(LI)+P(LJ)
DO 2 J=1,NCOLN
P(1.J) =P(1,JST(1,1)
iF (NR .NE. 1) GO TO 88
IF (BNJJ) 90,88,90
90 LK=M/NDF+1
c WRITE NODAL NUMBER AND COMPUTED REACTION
c
WRITE (6,10) LK ,P(1,J)
10 FORMAT(14,E16.8)
DIS(M +1,J) =BVJJ
P(1,J) =BVJJ
GOTO2
88 DIS(M+1,J) =P(1,J)
2 CONTINUE
c SHIFT KNOWN DISPLACEMENT MATRIX

DO 4 1=2,NBAND

L=NBAND -1 +1

DO 4 J=1,NCOLN
4 PO 1D -PILN

430



Program 20-20 cigg dalezy

30 CONTINUE
WRITE (8,15)
16 FORMAT(16H X-DISPLACEMENT ,18H Y-DISPLACEMENT)
34 WRITE (8,7) ((DIS(I,J),I-1,NP2).J-1.NCOLN)
7 FORMAT(2E16.8)
RETURN
END
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Algebra macierzy

Waké! algebry macierzy wytworzyla sie specyficzna atmosfera, spowodowanu
prawdopodobnie ukladem istniejacych podrecznikéw # tego przedmiotu, ktdro
wymagajg od uczacego sig, aby za jednym zamachem ,,przetkngl zbyt duzo”,
PokaZemy, Ze dla ledzenia wywodéw w ninicjszej keigice i wykonywania adpo-
wicdnich rachunkéw wystarczy, doprawdy, znajomoéé niewiclkicj liczby operacii
i kilku podstawowych definicji.

Definicja macierzy
Liniowy zwigzek pomigdzy zbiorem zmiennych « i b

@y %y 1203138341404 = b,

21022 X2~ Ba3 X3 F- Q244 = b, (A1)
Q31 X103, %2033 %3] @3054 = by
mozna w skrécony sposéb zapisaé jako
[A]{x} = {b} (A1-10)
gdzic
a3 G2 G5 414
[A] = |as; a2y @23 a2a (A12)
@31 @3z d33 Qaa
X1 b1
W=7 @) =1b
X3
by
X4

Powylaze oznaczenin zawicrajy w sobic zaréwno definicje macierzy, jak tes
definicj¢ procesu ich mnosenin. Macierse definiuje sig jako sbiory liezh typu
pokazanego w (A.1-2), Szcsogélny rodznj tego sbioru w postaci jednej kolumny
¢ugato nazyws wig wektorom wlbo muciersy kolumnowy, MnoZenio macierzy praoy

a41




woktor kolumnowy jest sdefinivwane prror réwnowaznoéé réwnard wyrazonych
poprzez lewe strony wyrased (A.1-1) | (A.1-1a).
Jedli istnieje inna zaleznodé, wyrazonu przez te same stale, lecz wigzaca inne
zbiory x i b, i jedli mozna jg zapisaé jako
@11 %1 @12 X5+ 813 05+ 10 % = b
@31 51+ Apa X3+ Ay 03 A2a s = b (A.1-3)
@31 %15y %5+ a3 3 %3008 = b3,

wéwcezas mozna zapisa¢ to ogélnie

[4[X] = [B], (A.1-4)
gdzie
o by b
Xi=|,> 2| BI=[% 8 (A.1-5)
3 X3 :
; b5 b3
Xa X4

0 oznacza, ze obie zaleinoéci (A.1-1) i (A.1-3) zachodza réwnoczeénie jako
Ay % Xt ., b, bi
Ay X+ oo @yt ., =1b, b (A.1-4a)
[ VF 7 S by b;

Przy okazji dostrzegamy, e macierze moga byé réwne tylko wéwezas, gdy ich
odpowiednie wyrazy s3 sobie réwne.

Mnozenie macierzy zdefiniowano powysej i jest oczywiste, ¢ ma ono sens
jedynie wéwezas, gdy liczba kolumn w [4] jest réwna liczbie wierszy w [X] przy
zwigzkach typu (A.1-4). Wiasnodcia, ktéra wyréznia mnozenie macierzy, jest
to, 2c ogblnie

LX) = [X][A],

czyli ze mnoZenie macierzy nie jest przemienne, jak to bylo: w zwyklej algebrze
liczh.

Dodawanie lub odejmowanie macierzy

Jesli dodamy do siebie stronami zwigzki (A.1-1) i (A.1-3), to otrzymamy

al,(x1+xi)—|—a12(x2+x5)+a13(x3+x§)+a14(x4+x1) = b;+b;
ay(%, +xi)+a22(xz+x:’z)+ﬂzs(x3+x§)+dz4(x4+xi) = b,+b;, (A.1-6)
a3 (¥ 21 ) @52 (%2 %2) 4233 (%3 1+ %3)+ @salatxs) = by +b3,

co wynika takze z
[Al{x}+-[Al{a'} = [d] {x+u'} = {B}--{b'} = {b+)),
442

jedli zdefintujemy dudawnnle maciorzy jako prowte dodawanie ich odpowlednlch
wyrazéw do sleblo, Ouzywiscie mozna to uczynié jezoll wyminry mmciorzy »y
takie same, & wige np,

i lbn» b2, blS] - [a“-l-b“ s @1a+biay agatbys

[au: By s
bays bazy bas Az1+bay s @324-bazs a234-bysy)

Q21 G225 Q23]

albo
[4]+[B] = [C] (A1)

oznacza, ze kazdy wyraz [C] jest réwny sumie odpowiadajacych wyrazéw [4] 1 [B].
Oczywiécie odejmowanie podlega takiej samej regule.

Transpozycja macierzy

Jest to po prostu okreslenie przestawienia liczb zbioru w nastgpujcy sposdh

- .

- 411 Q12 Qg3 iy d2q A3y

Gy Gzp Q23| =412 Q33 Q3 (A.1-8)
31 Q33 Q3 Q13 Gz3 d33

i jest oznaczone literg T u géry z prawej, jak pokazano powyiej.

Jej uzycie nie jest bezposrednio oczywiste; bedzie ono pokazane ponitej. Nu
razie mozna traktowaé transpozycje jako operacje zdefiniowana w podany wylej
sposéb.

Odwrocenie macierzy

Jezeli w zwigzku (A.1-1a) macierz [A] jest , kwadratowa”, tj przedstawin wapdl-
czynniki ukladu réwnad typu (A.1-1), w ktérym liczba niewiadomych {x} jost
réwna liczbie réwnaf, wéwcezas na ogél jest mozliwe uzyskanie rozwigzad dln
niewiadomych {x} wyrazonych poprzez wolne wyrazy {b}. Rozwigzanic to za-
piszemy jako

{x} = [417 {8}, (A.1-9)

gdzie macierz [A]' nazywa sig¢ ,,odwrotnodcig” kwadratowej macierzy [A].
Oczywiscie macierz [A]! jest tez kwadratowa i ma ten sam wymiar, co maciers
(4.
Mozemy otrzymaé (A.1-9) poprzez mnozenie obu stron (A.1-1a) przez [A4] ¥,
a zatem
[A]7[4] = [I] = [4][4] . (A1-10)

[Z] jest tutaj macierza jednostkows, majgca zera na wszystkich pozycjach poza
przekatng gldéwng i jedynki na przekgtnej gldwne;j.

Jedli ukiad jest osobliwy i nie ma rozwigzaf, wéwczas oczywidcie odwrotnodé
macierzy nie moze istnieé,
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Suma iloczynéw

W zagadnieniach mechaniki musimy czgsto okreslic pewnga liczbe wielkosdei takich
jak sily, ktére mozna zestawi¢ w postaci macierzy kolumnowej — ,,wektora”

F,
F.
{F} = :2 (A.1-11)
Fy
Te zad ze swej strony powiazane s3 z taka samg liczbg przemieszczed, danych
przez inny wektor, np.
A
0,
{8}=1. (A.1-12)
6:1
Jak wiadomo, prace oblicza si¢ jako sume iloczynéw sit przez odpowiadajace im
przemieszczenia

W =3 F,é,.

Oczywiscie bardzo przydatna jest tutaj transpozycia, gdyz korzystajac z pierw-
sz¢j reguly mnozenia macierzy mozemy zapisaé

8
W =[F,, F,, ... F,] ?2 = {F}™{6} = {8}*(F}. (A.1-13)
61:
7 powyiszego bedziemy czgsto korzystaé w niniejszej ksigsce.
Transpozycja iloczynu
Operacja, ktéra czasami jest potrzebna, to wykonanie transpozycji iloczynu
macierzy. Czytelnik Iatwo udowodni, wychodzge z podanych juz definicji, ze
([A)[B])" = [BI[4]". (A.1-14)

Macierze symetryczne

W zagadnieniach mechaniki budowli czesto wystepujg macierze symetryczne.
Jeieli wyrazy macierzy [4] sa okreslone jako ay, to dla macierzy symetrycznej
jest

Aij = Qji.
Latwo pokazaé, ze odwrotnosé macierzy symetrycznej jest tez symetryczna,
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Podzial maclersy na podmacierze — bloki

Latwo polkezaé, 2o lloczyn maciersy [A][B), gdzio dln praykludu

by by

4y G2 dy3idis dis bay baa

[4] = [ﬂ 422 G23024 Gz J [B) = b1 bsa
A3y A3z A33i034 d3s bay bay

bSl bSZ,

mozna otrzymaé poprzez podzial kazdej macierzy na podmacierze, jak pokizano
liniami kropkowanymi, i stosujac reguly mnozenia macierzy najpierw do kudej
z podmacierzy, jak gdyby to byly liczby skalarne, a nastepnie wykonujgc daluze
mnozenie w zwykly sposéb. Tak wiec, gdy napiszemy
All AIZ B1
w=[an 2] m- 2]
— [AuBl+AuBz]
WIP1= | 4,, 8,1 4.5,
latwo sprawdzi¢, Ze otrzymany wynik przedstawia poprawnie kompletny iloczyn
Szczegdlng whasciwoscia podziatu jest to, ze wymiar podmacicrzy musi byé
taki, aby uczyni¢ sensownym mnozenie 4,B;, tzn. liczba kolumn w A4, musi byé
réwna liczbie wierszy w B, itd. Jezeli powyzszy warunek jest spelniony, wowezan
wszystkie dalsze operacje mozna wykonywaé na podzielonych macierzach, trak-
tujgc kazdy blok jak gdyby byl on skalarem.
Zauwazmy jeszcze, ze kazda macierz mozna pomnozyé przez skalar (liczbg).

Oczywiscie tutaj nie obowigzuje juz koniecznosé réwnosci wicrszy i odpowinda-
jacych im kolumn. :

P Y
e Vag bay " 2,0 e“‘,‘l ,/1;.“
[V
Viat 7

0 Metoda slemeniow



Dodatek 2

PODSTAWOWE ROWNANIA Z ROZDZ. 2

[
21 {f} =IN]{8} = [Ny, N, N ...] f:fn

22 {e} = [BI{s}
23 {o} = [D]({e}— {eo})+{d0}
F

29 {Fy= l{r, = R0} +{F} 5+ {Fleo+{F};

{F}2, = — [ [BI"[D{eo} d(vol)
210 K] = {[BPD)[Bld(vo))  {F}s, = + {[BI {on} d(vol)
{F}; = — | INT" {p} d(vol)

2.15 {0} = [D1[B]{0}*—[D]{ec}
216 [T =[D]B]
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Dodatek 3

NIEKTORE WZORY CALKOWANIA DLA TROJKATA (rys. 4.1)

Niech dany bedzie tréjkat zdefiniowany w plaszezyZnie x—3y za pomocy
trzech punktéw (xs, ¥1), (%7, ¥ (%m> ¥m). Poczatek ukiadu niech lety w drodku

cigzkodei tréjkata

E e SN i ) 4 T
3 3 )

Wéwezas catkowanie po polu tréjkata A daje

Sxdxdy = Sydxdy =0

1.90( Y
1y g
1 % Ym

1

Jdsdy = = =4

Jatdvdy = £ (s +o+a3)
Y|
§yavdy = 15 01457 +9%)

4
§aydrdy = 5 (yt-a9,+2myn)

4“7



Dodatek 4

NIEKTORE WZORY CALKOWANIA DLA CZWOROSCIANU (rys. 6.1)

Niech bedzie dany czworoscian zdefiniowany w ukladzie (x, y, 2) przez cztery
punkty (&1, iy 25y (%5 Vs 25)y (Smy Yoy 2m)s (%> ¥p» 25) 0 $rodku ukladu w érodku
cigzkodci czworoscianu, tj

Xitx5-+xm 2, _ itYitymtyp _ Zit2tzetz,
= = =0.
7 7 P
Catkowanie po objetosci czworogcianu
o oy x|
1 i . .
dedydz: 1 ;:n ij ,jn Z = V = objetosé czworoscianu.
Lx v 2

Zakladajgc porzadek oznaczania wezléw jak na rys. 6.1 mamy
§wdvdyds = (yandyds = (zanaydz — 0
g
S w2dxdydy < 20 (of Lo +x2+52)
V N
{yandyas = 20 0 ontyy)
Sz’dxdydz = % (F 27 +22+22)
|4
Sxy dxdydz = 50 @Vit259 54 %wYmt-25,)

szdxdydz = %(x.-zi—l-szj—l—xmzm—{—x,zp)

14
§yzdudyds = 25 Pe830i 5+ ImEntp %)
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Dodatek 5

ALGEBRA WEKTOROW

Pewne wiadomosci i rozumienie zasad algebry wektoréw jest konieczne w pray-
padku, gdy mamy do czynienia ze skomplikowanymi elementami, réZnio zorien-
towanymi w przestrzeni, jak to np. wystepuje w przypadku powlok. Ponisef po-
dano peyne operacje z tej dziedziny.

W sensie geometrycznym wektor w przestrzeni tréjwyminrowej moge byé
opisany przez jego trzy skladowe w kierunkach osi x, y, 2. Pokazany wige na ryw,
A.5.1 wektor ¥, moze by¢ zapisany jako

Voo = Ty +iy + Kz, , (A5-1)

gdzieT, Z k sg wektorami jednostkowymi w kierunkach, odpowiednio, osi w, v, #.

Rys. A.5.1. Dodawanie wektoréw

Inaczej ten sam wektor mozna zapisaé jako

{Vo} =

Xy
0 (A5-2)

2y
‘l'eraz jest to wektor w sensie macierzowym. Jego skladowe rozréanianc s w zu-
leznodei od pozycji w kolumnie.
Dodawanie i odejmowanie wektoréw. Jest ono definiowane juko doduwanic
i odejmowanie skladowych. "I'ak wige np.

Voz" Vox - V':I i l(x, %) |/(J’z' YON! ".("2-31)- (A.5-3)

AAdy



T'en sam wynik otrzymamy 2z definl)l wektorn jako macierzy, czyli

Xy %y
{Vort—{Vor} = {Va1} = \32—21 (A.5-4)
23
Dlugoé¢ wektora. Dlugoscia wektora ¥,; w sensie geometrycznym jest
Ly =V (#—2:)+ (=P +m—2, P, (A.5-5)
zaé w postaci macierzy
by = ]/{V21}'”{V21}. (A.5-6)

Kosinusy kierunkowe. Kosinusy kierunkowe wektora, z definicjii rzutu
wektora na kierunek odpowiedniej skladowej, s3 réwne

x,—%,
COS Uy = Apg = —2—2

itd., (A5-7)

lZ 1

gdzie o, jest kgtem miedzy wektorem a osig x.

Iloczyn skalarny. Iloczyn skalarny dwéch wektoréw definiuje si¢ jako iloczyn
dlugodci jednego wektora przez rzut drugiego na klerunek pierwszego wektora.
Jezeli y jest katem miedzy dwoma wektorami 4 i B, ich dlugoéci zas wynoszg
lo 1 by, wtedy

A-B=Llcosy=B.4. (A.5-8)
Poniewaz
; A =, jayt Fa, N
B = b, b, +Fb., (4.5-9)
przeto .
A4-B = a.b+a,b,ta,b,. ] (A.5-10)
Zauwazmy, e
Ti=jj=Fk=1
ij=jEk=ki=0

7 definicji mnozenia skalarnego. W zapisie macierzowym mamy

ay b,
4y= [ay}, (B} = b,} (A.5-11)
a, b
zatem
= {4} (B} = {B}"{4}. (A5-12)

450

Ilocsyn wektorowy. Innym floczynemn dwdch woktoréw jost x definic)l wektor
gorientowany normalnle do plaszczyzny, w ktérej ledg wektory-mnozniki 1 ktérogo
dlugoéé réwna jest Hloczynowi ich dlugosci przez sinuw kqlu unwartego migdzy
nimi. Kierunek wcktum-xlouynu wynika z reguly prawej reki, ]llk pokazano na
rys. A.5.2. Jest wige
AxB=C. (A.5-13)
Sted wynika, Ze
AxE=—BxA. : (A.5-14)

Zauwazmy, ze modul (lub diugodc) iloczynu C jest réwna polu réwnolegloboku
pokazanego na rys. A.5.2.

5
b= / Ay sin &

Rys. A.5.2. Mnozeme wektoréw (iloczyn wektorowy) &\ \\\“\\m

Z definicji (A.5-9) wynika, Ze
IXT=Jxf=Fxk =0,

!
4

i=j
=% JxE=1; Exi=] (A.5-18)
Stgd mamy
. ik . .
AXB = det|a, ay az|= (@ybe—a.b,)it(@:bs—a:b, )+ (asby—a,bu)k.
be by byl

(A.5-16)

W algebrze macierzy nie ma prostego odpowiednika tego iloczynu, mozna jednak
uzyé powyiszego do zdefiniowania wektora C

oo ayb,—a;b
{C} = AXB = {a b—axb. (A.5-17)
a.by—ay by

Tloczyn wektorowy okazuje si¢ szczegélnie uzyteczny przy znajdywaniu prosto-
padiej do powierzchni (por. rozdz. 11).

Elementy pola i objeto§ci. Gdy & i % s3 pewnymi krzywoliniowymi wapéirzeds
nymi, wéwczas wektory

. dx

| dE . |

@& = & d¢, df= ljy—’dn, (A.5-18)
dE dn

okreslone ze zwigzkéw migdzy kartezjaiskimi a krzywoliniowymi wspéirzednyml,
sg wektorami skicrowanymi, odpowiednio, stycznie do & = const i # == const,
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l'n_nievgn.z dlugod¢ wypadkowoge wektora powstalego 2 iloczynu wektorowego
dx dy jest réwna polu elementurnego sdwnolegloboku, mozemy napisaé '

dx dv
a& dy

d(A) = det & & (A.5-19)
dé dy

zgodnie z (A.5-17).
Pod.obni?, ‘gdy mamy trzy wspélrzedne kezywoliniowe &, 4, { w przestrzeni
kartezjariskiej, elementarng objeto$é okresla si¢ jako

dx  dx  dx
dE @y dt

AV) = - (A x &) = det| D Y Y| geg e A.5-20
aE dy @ e (AS20)
4z dz  dx
d& Iy dt

Wynika to wprost z rozwazah geometrycznych. Iloczyn w nawiasach z definicji
jest wektorem, ktérego dlugosé jest réwna polu réwnolegloboku, wytworzonego
pracz elementarne dhugostki styczne do kierunkéw dwu wspélrzednych. Naste-
pujgce po nim mnozenie skalarne przez dlugosé i kosinus kata miedzy wektorem
obrazujacym pole réwnolegloboku a normalng do tego réwnolegloboku daje
w wyniku elementarng objeto$é.

Dodatek 6

TWIERDZENIE EULERA W RACHUNKU WARIACYJNYM

Przejécie od twierdzenia wariacyjnego do réwnowaznego réwnania rdiniczko-
wego opisujacego rozwazane zagadnienie jest wzglgdnie proste; bedzie ono poka-
zane ponizej. Odwrotny proces jednak jest bardziej skomplikowany i ogranivzn-
jacy mozliwoéci uogélnienia z tej prostej przyczyny, Ze czgstokroé nie moinu
ustali¢ odpowiedniej zasady wariacyjne;j.

Rozpatrzmy zagadnienie, w ktérym nalezy zminimalizowaé

1=\ 9,56, 62 6, 807+ § (q¢+a-d;—)ds. (A6-1)
14 <

Tutaj f jest dowolng funkcja, ¢x = % itd., wreszcie C jest cxghcig brzegi, nu

ktérej nie s3 zadane wartodci ¢. Na pozostalym brzegu ¢ @ ¢n.
Rozpatrzmy dowolna malg wariacje nieznanej funkeji i je¢j pochodnych., Mumy

by = §(%a¢+»a%{;a¢,+ & s+ fm)av e

{@oataptnyas.  (non
(o

Poniewaz
— %) 2 i
Sy = 6(%) = (0¢) itd,,
mozemy napisaé (A.6-2)

8y = S(%w{bf: L (o)t M),,V,l, §(W+

|- o bep)dS -, (A.6-3)



Powytej prayréwnaliémy dy do zera, ponfowss, minimum (albo punkt stacjonarny)
wariacji jest zerem,
Wprowadzajge teraz dV = dxdydy i eatkujge drugi wyraz powyzszego réwnania
przez czesci, jak w réwnaniu (3-25), z uwagi na ¥ mamy
F o _S of S 2 (o
5,——3 o (6¢)dV_s 55—d0lds— \ 2 (23047
gdzie I jest kosinusem kierunkowym normalnej do powierzchni zewnetrznej

a osig #. Dokonujgc podobnej operacji na pozostalych podobnych wyrazach réw-
nania (A.6-3), po podstawieniach otrzymamy ostatecznie

b= 5‘”’{%"%( )51 % )‘%(a%)}d”
+S&¢{q+a¢+l,—af——|—l, o +I,Lf}ds. (A6-4)
[»

OPx Iy ¢

Druga catka jest wzigta jedynie po czesci brzegu C, gdyZ na pozostalej czeéci
brzegu S mamy zadang warto$é ¢, zatem jest tam o = 0.
Z (A.6-4), ktére powinno byé stuszne dla kazdej dowolnej wariacji d¢, powin-

niémy mieé
Foala) () e (o)
3 o ( i) " oy \ag, ) " \ag) =0 (A6
wazgdzie w obszarze ¥ i na brzegu C, oraz
AT SRV} -
v ¢, Tk g Tatad =0. (A.6-5b)

Jedeli te dwa réwnania spelnione sg dla ¢, wéwezas minimalizujg y. Poniewaz
rozwigzanie jest jednoznaczne, zatem sformulowania (A.6-1) i (A.6-5) s3 réwno-
wazne. Powyisze réwnanie rézniczkowe znane jest jako ewlerowshie réwnanie
zagadnienia. :

Jeteli funkcjonat zalezy takze od wysszych pochodnych ¢, podobne postepo-
waniec moze doprowadzié¢ do odpowiedniego réwnania Eulera. Réwniez gdy g
jot funkcjonalem kilku niezaleznych funkeji, np. ¢, v, itd. i ich pochodnych,
podobne postepowanie wariacyjne doprowadzi do szeregu réwnan Eulerq, okre-
#lajgcych kilka réwnad rézniczkowych zagadnienia.
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Reaktory — patrz nnczynin ciénieniowe

Ritza sposdh 34, 43

Rozklad sit residunlnych 327

Rozmiesuczenio podobszaréw 54

— punktowe 54

Rozwigzywanie réwnnd  ollininacly  Cruna
395

~ — frontulne 400, 427

— — iterncjy  CGlaussa-Seidela 398, IR,
423

Réwnanin calkowo 245

Réwnanie biharmoniczne 61

~~ Eulera rachunku warincyfnego 268

— Poissona 56, 271

— quasi~harmoniczne 264, 288

Sitownia podziemna 81, 341
Sily masowe 37, 70, 71, 92
— residualne 327
Sklepienie 210, 261
Skrecanic 242, 263, 271, 272
Smarowanic 263, 280
Spekanin betonu i shal 341
— w zaporze betonows] 79
Sposéb postaci snormalizowanych (w pro-
cesach przojdciowych) 316
Statecznodé poczytkowa 363

Tamy botonowe 76
—, ciénienia wody w poruch 76
—j drganin 314, 318

AR



Tamy grawltacyjno 81

— lukowe 153, 204, 208, 262

=—, naprgenin termiczne 81

—, przeplyw wody w podlozu 273

Thamienia macierz 287, 289

Transformacja wspélrzednych 26, 131, 135,
138, 201, 252

Tréjwymiarowa analiza napresen 99, 105,
147

‘Tunel, naprezenia w stanie plastycznym 340

Utrata statecznodci postaci 369

Wartodci poczatkowych zagadnienia 297
— wlasne, rozwiazanie iteracyjne 418, 420
— —, uproszczone metody 304, 311

~— — w zagadnieniach drgan 309

— — — — statecznosci 369

‘Wazona metoda residualna 54, 57

Wezly wewngtrzne 115, 116

Wieza chlodni 210, 262

Wiezie energetyczne 42

Wplyw trzesienia ziemi 319

Wepéhzedne krzywoliniowe 131, 223, 248
= objetodciowe 125

Wapdlizedne powierzchniows 119

Wyhoczenie plyt 370

Wykresy 414

Zngadnienia nieustalone 285

Zasade d’Alemberta 287

Zapory — patrz tamy

Zbieranie macierzy elementéw 25,28

Zbieznosé, kryteria uogdlnione 51

—, kryteria w metodzie Przemieszczen 44

~— monotoniczna 52

— w elementach catkowanych numerycznie
149

— — powlokach grubo$ciennych 258

— ~— — z plaskich elementéw 215

Zbiorniki ciénieni —- patrz naczynia ci-
$énieniowe

Zginanie plyt, duse odksztalcenia 364

— ~—, elementy prostokatne 167, 191

—- —, — réwnolegloboczne i czworoboczne
173, 189

— — — tréjkatne 174, 180, 186

— —, ogdlnie 161

— =, zachowanie si¢ po wyboczeniu 370

Zmienne bezwezlowe 115, 116, 225

Zwigzki rekurencyjne 297
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i atrong tytutowy
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