5. Podstawy metody elementéw skonczonych

5.1. Wprowadzenie

Symulacje komputerowe wymagagtosowania metod numerycznych do roz-
wigzywania uktadow cwstkowych rowna rézniczkowych okrélonych na
obszarach o skomplikowanych geometriach. Na brtegath obszaréw zde-
finiowane @ odpowiednie warunki brzegowe, a w przypadku zagmdna-
leznych od czasu w rozwianym obszarze — rowri@varunki pocatkowe. Co
prawda rénie wydajnd¢ obliczeniowa stosowanych komputeréw, ale jedno-
czesnie modeluje si i rozwiazuje coraz bardziej skomplikowane zagadnienia.
Wymaga to rozwoju nie tylko spgtu, ale réwnie oprogramowania, co waie

sie miedzy innymi z opracowywaniem efektywniejszych meitatjorytmaow.
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Z matematycznego punktu widzenimetody objetosci skonczonej
[Hym1992], roznic skoaczonych [Hil1968], elementéw brzegowych
[Ban1994, Burl995, Kanl1994,], czyztenetoda elementéw skfczonych
[Hin1979, Zie2000a, Zie2000b, Zie2000¢] ze soh blisko powhzane i trud-
no jest zdecydowga ktéra z nich ma zdecydow@aprzewag nad pozostatymi.

Podstawow zalet, tych metod jest midiwos¢ uzyskania rozwizaa dla
skomplikowanych ksztaltow, dla ktérych nieflioe jest przeprowadzenie
obliczen analitycznych.

Kazda z metod oparta na dyskretyzacji przestrzennejar@avno swoje za-
lety, jak i wady. Podobnie jest z doskonalonymi statnim czasie metodami
bezsiatkowymi [Fas2007, Liu2003].
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Wymieniapgc metody rozwizywania rowna rozniczkowych czstkowych,
wspomni€ naley rowniez o metodzie kollokacji brzegowej nalezacej do
grupy metod brzegowych. Metoda tazmdy¢ rozpatrywana jako jeden z wa-
riantdw metody Trefftza, w ktorej réwnaniezniczkowe radzace zjawiskiem
jest spetnionécisle (przez przyjta post& funkcji probnych), a warunki brze-
gowe g spetnione w sposéb przykdiny [Tre1926]. Jednym ze sposobéw uzy-
skania przyblionego spetnienia jest metoda kollokacji brzegowej.pracy
[Kol2001] zaprezentowano przadl prac dotyczcych zastosowania metody
kollokacji brzegowej do rozwzywania probleméw mechaniki stosowane;.
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Obecnie metoda elementéw skmzonych (MES) jest szeroko stosowa-
na w rozwigzywaniu zadaa wynikajacych z praktycznych probleméw
przemystowych [Hual999]. W tym rozdziale zawarte jest krétkieronpa-
dzenie do metody elementéw gkaonych. Przedstawione sbwniez sposo-
by badania oraz kontroli stabilfg) rozwiazah humerycznych z wykorzysta-
niem MES. Sposoby te moa wykorzysta rowniez w innych metodach siat-
kowych.



61
Podstawy metody elementéw skoriczonych

W latach pi¢dziesatych XX wieku zacgto do rozwizywania zagadnie
technicznych wykorzystywa metog réznic skaczonych. W péniejszych
latach réwnie skutecznie stosowano metelgmentow skicczonych. Szczego-
towa teoria metody elementow skzonych zostata opisana w licznej literatu-
rze, np. [Huel975, Tayl981, Zie2000a, Zie2000b2@0@c]. W ksizkach
Zienkiewicza wypunktowano jej zalety.

Jedna z cech decydujcych o przewadze metody elementow skozo-
nych nad metod réznic skonczonych jest wzgtdna tatwosé¢ uwzglednia-
nia w obliczeniach warunkéw brzegowych rozwjzywanych zagadnié
[Burl985]. Wiele rzeczywistych problemdéw charakimije sé warunkami
brzegowymi wyraonymi za pomog wyznaczanych wielki@i oraz nieregu-
larnymi i skomplikowanymi ksztattami brzegéw obsraPowoduje toze
aplikacja warunkéw brzegowych w metodzieni@ skaiczonych jest dosy
klopotliwa. Wymaga bowiem aproksymaciji tych waruwkida weztach siatki.
Algorytmy oparte na metodzie elementow skicczonych @ uniezaleznione
od postaci szczeg6towych warunkéw brzegowych.
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5.2. Metoda residué6w wazonych

Jedna z metod pozwalagcych rozwiaza¢ czastkowe réwnanie raniczko-
we z okre&lonymi warunkami brzegowymi i pocztkowymi jest metoda
residuéw wazonych (MRW). Jest to metoda numeryczna, ktérazedye
uzyta do rozwazania pojedynczego réwnania lub uktadu rowmézniczko-
wych czstkowych okrélonego na obszarz@ z brzegiemd@ = /-, a doktadne
rozwiazanie reprezentuje jedzmienry lub wektor kolumnowy zmiennych.

Zastosowanie tej metody skfada giz dwoch krokow.

W pierwszym zaklada si ze pewna funkcja w przyldeniu (aproksyma-
cyjnie) spetnia dane réwnaniezréczkowe oraz warunki brzegowe. Po pod-
stawieniu tej funkcji aproksymagej do réwnania riniczkowego i warunkow
brzegowych mena okréli¢ blad spetnienia (doktadré aproksymaciji) nazy-
wany residuum. Wymagane jest, by residuum ,znikglay jego wart&
byla réwna zero lub bliska zeru) na rozaaaym obszarze. Innymi stowy, im
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mniejsza jest wartd residuum, tym lepsza jest funkcja aproksysoajroz-
wigzanie.

W drugim kroku rozwizuje s¢ dane réwnanie (lub réwnania) z warunka-
mi brzegowymi wynikajce z pierwszego kroku i tym samym ma uzyska
rozwiazanie.

Rozwazmy stacjonarne (niezaléne od czasu) cxstkowe rownanie ré&-
niczkowe
(5.1

)
zdefiniowane w obszarz® wraz z warunkami brzegowymi oktenymi na
brzegu/. L(u) okresla operator réniczkowy, w ktérym znajduj sie pochod-

ne funkcji u do drugiego radu wihcznie.

L(u)=f,
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W metodzie residuéw wanych rozwizanie u jest aproksymowane przez
wyrazenie U postaci

U=30+iujsj, (5.2
= )
gdzie S; s funkcjami probnymi, aS, musi spetnia wszystkie okrélone
warunki brzegowe zagadnieni&g =0, jezeli wszystkie warunki @ jedno-
rodne) i S musi spetnia nastpujace warunki:
* S; powinna by taka, abyL(Sj) byla dobrze zdefiniowana i niezerowa, to

znaczy, aby istnialty wymagane jej pochodne;

* S; musi spetnia przynajmniej warunek brzegowy Dirichleta rozaaego
zagadnienia;

» dla dowolnego N zbior funkcji prébnych{Sj,j =12,...,N} musi by
liniowo niezaleny.
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Wprowadrmy pogcie bkdu lub residuumR,, aproksymacji (przez zast
pienie w réwnaniu szukanej funkcji jej przydniem u), ktére definiujemy
jako

_ 5.3
Ry = L(@)- t, |

gdzie u zawiera funkcje prébne oraz spetnia warunek brzggbirichleta
postaci U =u, na fragmencie brzegu”, 0 7". Im warté¢ residuum jest
mniejsza, tym aproksymacja roamania jest lepsza. Zauwray, ze residuum
R, jest funkcy wspotrzdnych punktu w obszarz€. Zminimalizujmy w
miare mazliwosci wartas¢ residuum do zera. & wartas¢ caitki

[TiR,de =0, (5.4

2 )
gdzieT;,i=1, 2,..., M jest zbiorem dowolnych funkcji oralgl — o, to ma-
na powiedzié, ze residuumR, zanika (réwna sizero). W tym wypadKuT;
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sa hazywane funkcjami wagowymi. W ogélnym przypadke musa one by
takie same jak funkcje probn&. Po rozwingciu powyzszego rownania

otrzymujemy
[T(L@)- flde=o0. )(5.5

Funkcjau, spetniagca powysze rownanie dla kdej funkcji T, w obsza-

rze Q, jest rozwizaniem stabym (angveak solution) réwnania raniczkowe-
go. Mocne rozwjzanie (angstrong solution) U spetnia rownanie thiczko-

we w kazdym punkcie obszar®.
Kiedy operatorL jest liniowy, rownanie (5.5) mma zapisaw postaci

2(ITL dQ)J =J7(1 -us (5'?

]

lub w postaci macierzowe]
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ZN:AJ'UJ‘ = fi, (5';
j=1
gdzie
A :£Ti L(s; Jae (5.8)
oraz
fi = [T (f - (s ))de. (5.9
) )

Zauwamy, ze W 0golnym przypadku macier® nie jest symetryczna, czyli
A A
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MRW (dla przypadku, kiedyl;, # S;) jest czasami nazywana rowniee-
toda Petrova-Galerkina. Funkcjonuje ona pod zdymi nazwami w zatano-
sci od zastosowanych funkcji wagowydh. Ponkej przedstawiono w zarysie
wybrane z nich.

Dla T; =S MRW znana jest jako metoda Galerkina. Kiedy operéat jest

liniowy parzystego radu, metoda Galerkina redukuje sio metody Ritza. W
tym przypadku macierA jest symetryczna.
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Metoda najmniejszych kwadratow polega na poszukiwaniu rozyania

N
postaci wyraeniau =S, + Zuij , gdzie wspotczynnikiu; otrzymuje s,
j=1
minimalizujac catke z kwadratu residuum
oR,
ou;

_ (5.10-
R,d2=0 17)

g _
TwiR‘ng—OMbi

Poréwnanie rowna(5.11) i (5.4) pozwala stwierdzize T, = ZRQ Jezeli

U
operatorL jest liniowy, rownanie (5.5) przybiera posta

3 Juis)ls e s = L)t -Lls)as, (5.1

€O oznhacza symetryczny uktad rovin@acierz A jest symetryczna), a row-
nanie wymaga tego samegeda r@niczkowania co operator.
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Metoda kollokacji poszukuje si przyblizonego rozwizania U przez
przyréwnanie residuunR, =R, (x,u) do zera wN wybranych punktach
(kollokacyjnych)x;, i=12,...,N w obszarze?:

R, (x;,u;)=0. (5.13)

Wybor punktowx; ma kluczowe znaczenie w uzyskaniu dobrze uwarun-

kowanego uktadu réwmaliniowych oraz doktadnego rozwdania zagadnie-
nia. Metoda kollokacyjna nie by traktowana jako specjalny przypadek

réwnania (5.4):J‘Ti R,d2=0 dla T, =d(x - x,;), gdzie &(x) jest funkcy
Q

delta Diraca

if&b&—fhﬁ=f@) (5.14)



71
Podstawy metody elementéw skoriczonych

Metoda Couranta jest pohczeniem metody Ritza oraz metody najmniej-
szych kwadratéw (dla operatora liniowego). Z jgyaiem poszukuje siprzy-
blizenia rozwazaniall przez minimalizowanie funkcjonatu kwadratowego

1, (@)= (U)+%||L(U)— 7, (5.15)

gdzie I(u) jest funkcjonatem kwadratowym zwanym z L(u)= f , kiedy

operatorL jest liniowy, aa jest predefiniowanym parametrem. Stosowanie tej
metody jest ograniczone dla operatoréw, ktore dogmeg sformutowanie
funkcyjne.
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5.3. Wspélczynnikowa forma ré6wnan

Srodowisko COMSOL Multiphysics jest interaktywnympiogramowalnym
pakietem obliczeniowym do rozgdywania zagadnieinzynierskich i nauko-
wych zdefiniowanych przez ggtkowe réwnania tiiczkowe. Srodowisko
wsparte jest wtasnymnezykiem programowania (COMSOL Script) opartym na
jezyku programowania MATLAB. Obé&rodowiska umaliwiaja wspotdziata-
nie.



73
Podstawy metody elementéw skoriczonych

Niestacjonarne zagadnienie opisane uktadegstkawych rowna roz-
niczkowych w formie wspétczynnikowej wykorzystywamesrodowisku pa-
kietu COMSOL mana przedstawiw postaci

0%u ou _
eaat—2+daE—D[(cDu+au—y)+[3D]]u+au-F (5.16)
z warunkami brzegowymi
ni{cOu+au-vy)+qu=g-hTp (5.17)
oraz
hu=r. (5.18)

Réwnanie (5.16) spetnione jest weytna rozwaanego obszaru, a warunki
brzegowe, okrdone réwnaniem (5.17), nazywanym uogolnionym wareimk
Neumanna, oraz réwnaniem (5.18), nazywanym warumkdarichleta, spel-
niane § na odpowiednich fragmentach brzegu obszaru. W awamych w
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pracy zagadnieniach pierwszy wspoéiczynnik réwnaf@id 6) jest zerowy,
e, =0.

Wspéitczynnikie,, d,, ¢, @, B, v, a, F, g, q, h, p orazr s skala-
rami, wektorami, macierzami lub tensorami w zadci od rozwaanego
problemu. Ich komponenty mady¢ funkcjami potaenia, czasu oraz rozayvi
zaniau. W tym wypadkup s3 mnaznikami Lagrange’a. Przgjo zwyczajo-
we nazwy poszczegolnych wspotczynnikoey jest wspotczynnikiem masy
(ang.mass coefficient), d, jest wspoétczynnikiem ttumienia lub masg, jest
wspotczynnikiem dyfuzji,a jest wspoétczynnikiem strumienia konwekcyjnego
(ang. conservative flux convection coefficient), B jest wspoétczynnikiem kon-
wekcji, a jest wspotczynnikiem absorpcjy jest czitonem strumieniaddia
(ang. conservative flux source term), F jest czynnikienzrodiowym, q jest
brzegowym wspotczynnikiem absorpcji, @ jest brzegowym czynnikiem
zrodia.
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Jezeli u jest wektorem zmiennych zalech, to wspoétczynnik mase,
jest maciera. Nazwa tego wspotczynnika uksztattowalarsa skutek tegae
w wielu zagadnieniach pojawiagsiv nim gstas¢ masy. Wspotczynnikd,
reprezentuje ttumienie w rownaniu falowym. Jedmakereli e, =0, to d,
jest rownie nazywane wspotczynnikiem masy. Daoiime ustawienia, czyli
e, =0 oraz d, =1, reprezentw rownanie niestacjonarnego przeptywu cie-
pta. Przy zateeniu,ze e, =1, a d, =0, mamy do czynienia z rbwnaniem
falowym bez ttumienia.
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5.4. Dyskretyzacja probleméw niestacjonarnych

Przy rozwazywaniu zagadnieniestacjonarnych (nieustalonych, zaigch od
czasu) zaktada gize szukane wspdtczynniki; s3 funkcjami czasu, a funk-

cje prébneS; s zaleine tylko od wspotrgdnych potdenia. Takie zatzenia

prowada do dwukrokowego algorytmu rozazywania zagadnienia. Przy
rozwiazywaniu zagadnienia niestacjonarnego najpierw reawst prze-
strzenma aproksymagj rébwnania, a nagpnie aproksymagjw czasie. Taka
strategia nazywana jest potdyskegtmproksymacj w przestrzeni. Aproksy-
macja ta prowadzi do uktadu rownadzniczkowych zwyczajnych zataych
od czasu. Istnieje wiele sposobow przeprowadzeys&rdtyzacji wzgidem
czasu.

W metodzie elementéw skozonych dyskretyzacja w przestrzeni niesta-
cjonarnych zagadniedrugiego rzdu prowadzi do réwna

L(U,0,0.)-N(Ut) A =0, (5.19)
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M(U,t)=0, (5.20)

ktore okrélaja metod nazywan w jezyku angielskimmethod of lines. W celu
rozwiagzania powyszego uktadu réwnarézniczkowych lub uktadu réowne
rézniczkowo-algebraicznych COMSOL Multiphysics wykosiyje metod
rozwiazywania uktadu réwnardzniczkowo-algebraicznych DASPK zapropo-
nowara w pracy [Bro1994] przez LirdPetzold. Metoda DASPK oparta jest
na starszej metodzie DASSL [Bre1989]. Jest to nejad/na, oparta na for-
mule wstecznego #diczkowania (angbackward differentiation formulas,
BDF). Tym samym w kadym jej kroku konieczne jest rozazianie nielinio-
wego uktadu réwna z wykorzystaniem metody Newtona, a rpsie linio-
wego uktadu réwna Linearyzacja w metodzie Newtona prowadzi do rGwna
0 postaci:

EV +DV +KV =L -NTA, (5.21)
NV =M, (5.22)
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gdzieK = —Z—b jest macierz sztywndgci, D = —Z—b jest macierz ttumienia,

aE-= —% jest macierz masy. GdyE =0, wéwczasD jest czsto nazywa-

ne maciera masy.

Ze wzgkdu na doktadn@ obliczer niezlzdne jest ustalenie maksymalnego
wzglednego i bezwzghnego b¢du realizacji algorytmu rozwzujacego zagad-
nienie niestacjonarne. Wykorzystaj wartgci bledow wzgkdnego i bez-
wzglednego, mana kontrolowd blad wykonania algorytmu po kdym kroku
catkowania. Zadowalagy bexdzie stan obliczg w ktérym wartdci bigdow
wzglednego i bezwzghinego nie &da wieksze od ustalonych odpowiednio ich
wartasci maksymalnych.

Jezeli zalay sig, ze U jest rozwazaniem (wektorem wyznaczanych wiel-
kosci) w pewnym kroku catkowania, & jest ustaloa wartascia biedu, to ak-
ceptowalny jest krok catkowania, dla ktérego spmiaijest nierowrig
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\/%Z{ALLR”UJZ <1, (5.23)

gdzie A jest bezwzgldng tolerancy dlai-tej zmiennej ittego stopnia swobo-
dy), Rjest wzgkdnym bkdem, aN jest liczly stopni swobody (liczbwyzna-
czanych wartéci). Zakumulowany kid (globalny) mae by wigkszy od su-
my bledow lokalnych we wszystkich krokach catkowania.nsdzdarza gito
w szczegolnych przypadkach. Najéziej mamy do czynienia z dldem lokal-
nym tego samego ¢du co bid globalny.

Modelowanie wymiany masy, czyZeiepta z wykorzystaniem metody
elementéw skaczonych dla zieonych (skomplikowanych) obszaréw wyma-
ga podziatu obszaru na elementy i dyskretyzacjinabwDyskretyzacja row-
nan wymiany, w ktorych dominagy jest czynnik konwekcyjny, nie prowa-
dzi¢ do niestabilnéci rozwiazan. Mozna je wykry jako oscylacje rozvwzania
zagadnienia w rozwanym obszarze. Wygiuja one w tych punktach obsza-
ru, gdzie pojawiaj sie duze skoki gradientéw szukanych wieficd. Oscylacje
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mog by¢ tak due, ze uniemdliwiaja proces zbignosci stosowanego algo-
rytmu.

Pewne ogdlne informacje na temat rozeinia mana uzyské, analizujc
liczby bezwymiarowe, ktére opisuwzgledny wptyw r&nych czionéw row-
nania na rozwzanie. Liczba PecletaPe, jest liczty bezwymiarow, ktéra
opisuje zwizek pomedzy cztonami réwnania — konwekcyjnym i dyfuzyjnym.
W zagadnieniach z zakresu mechaniki ptynéw w cgomiyfuzyjnym
uwzgkdniona jest lepk&. Podobne informacje zawartgw liczbie Reynold-
sa, Re.

Definicje obu tych liczb zawierajcharakterystyczny wymiar diugd. Za-
réwno liczke Pecleta, jak i Reynoldsa tra obliczy zaréwno globalnie, dla
calego rozwzanego obszaru, jak i lokalnie, dla jego fragmemaleznie od
przyjetego wymiaru charakterystycznego di&go Tym samym za pomac
globalnych liczb Pecleta i Reynoldsa ina analizowéa wptyw wybranych
wielkosci fizycznych na globalne rozedanie zagadnienia oraz na jego stabil-
nos¢. Lokalne odpowiedniki tych liczb pozwadaginalizowa lokalne wigci-
wosci rozwigzania. Lokalna liczba Pecleta ofiena jest przez iloczyn wy-
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miaru charakterystycznego diugo elementu siatkih oraz dtugéci wektora
predkasci konwekceyjnej 8, podzielony przez wspotczynnik dyfuzji termicz-

nej K , CoO mana zapis&w postaciPe,, = h|,8|//(. Lokalna liczba Reynoldsa
okreéla stosunek bezwladso do lepkdci pomnaony przez lokalny wymiar

siatki: Regy=hpvi/77.

Jak nadmieniono wczeiej, liczby te § miar relacji mgdzy konwekcy a
dyfuzja. Oscylacje w rozwizaniu mog si¢ pojawi, kiedy liczba Pecleta lub
liczba Reynoldsa przekracza wa&d@. Problem ten wynika ze stabej (nieod-
powiedniej) dyskretyzacji obszaru, a tym samym tigzywanych rowna. W
ogo6lnym przypadku staba dyskretyzacja rownaniawyaika z jego wiéci-
wosci. Dopdki w problemie wyspuje zjawisko dyfuzji, dopéty istnieje —
przynajmniej w teorii — podziat obszaru na elememtyktorym rozwizanie
zagadnienia jest stabilne. Wakszdici przypadkow rozmiar elementow siatki
ograniczony jest wielkiia pameci dostpna w komputerze, na ktérym roz-
wiazywane jest numerycznie zagadnienie. Wynikacwad, ze dla danego
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podziatu (dla danej siatki elementéw) nie zawszemagozwhzat poprawnie
zagadnienie, w ktorym wygtuja efekty matej skali.
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