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Wstep.

Celem przeprowadzonego projektu byla analiza z uzyciem Metody Elementéw Skonczonych
trzech zagadnien z zakresu mechaniki.

Pierwszy z nich to statyczna proba zginania stalowej belki wykonanej z profilu prostokatnego
pod obciazeniem ciggtym, gdzie obciazenie zadawane jest na jedng z ptaszczyzn belki.

Kolejnym zagadnieniem jest analiza przeptywu ciepta poprzez miedziane elementy o
jednakowej objetosci i tej samej temperaturze, ktora na nie oddziatywuje. Celem bylo ukazanie rdznic
w przeptywie ciepla w zalezno$ci od geometrii czg$ci.

Ostatnia analiza dotyczyla wyznaczania czgstotliwosci drgan wiasnych kamertonu, ktory jest
projektowany wlasnie z mys$lg o generowaniu wibracji o okreslonej czgstotliwosci, a wigc proba MES
w tym przypadku mozna uzna¢ za probe weryfikacji zalozen konstrukcyjnych.

Programy komputerowe uzyte do przeprowadzenia symulacji to COMSOL Multiphysics oraz
SolidWorks 2014 (modut Simulation).

,»Metoda Elementéw Skonczonych (w skrocie MES, ang. finite element method, w skrécie FEM) jest
to zaawansowana metoda rozwigzywania ukladow réwnan rézniczkowych, opierajaca si¢ na podziale
badanego zagadnienia na skonczone elementy, dla ktorych rozwigzanie jest przyblizane przez
konkretne funkcje, i przeprowadzaniu faktycznych obliczen tylko dla weziow tego podziatu.”




1. Analiza ugiecia stalowego profilu i wplyw otwordow odciazajacych na rozktad naprezen.

1.1. Przedmiot analizy.

Przedmiotem analizy bedzie profil stalowy o dtugosci 1m i przekroju 40x30x2 [mm]

Rys. 1 - przekroj profilu stalowego, gdzie: a=4mm, b=30mm, s=2mm, R=5mm
Analizie zostana poddane trzy profile:

I} profil pelny

2) profil z pigcioma otworami odcigzajacymi (rozstaw otwordéw 211 mm)
3) profil z o§mioma otworami odcigzajacymi (rozstaw otworow 120mm)

Rys. 2 - model profilu 1



Rys. 3 - model profilu 2

Rys. 4 - model profilu 3
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Rys. 5 -wymiary otworow odcigzajgcych

1.2. Objetosciowy wykaz profili.

Tabela 1. Wykaz parametrow masowych profili.

Numer profilu Liczba otwordw | Rozstaw [mm] | Objetosé [mm’] Masa [kg]
Profil 1 0 0 257132 1,85
Profil 2 5 211 241478 1,80
Profil 3 8 120 232085 1,67




1.3. Analiza.

Obliczenia MES:
Profile poddane analizie sg konstrukcjami cienko$ciennymi poniewaz grubos$¢ $cianek jest

znaczaco mniejsza od wymiarow gabarytowych. Do tego typu analizy stosujemy ponizsze
rozniczkowe roOwnanie czastkowe

0%u

pﬁ—V*cVu=F

Spos6b zamocowania:
Profil zostal utwierdzony obustronnie:

<
Fixed Geometry. | |

Rys. 6 -utwierdzenie profilu (utwierdzenie odbierajqgce 3 stopnie swobody)
Rozklad sil:
Sity zostaty roztozone po catej wierzchniej powierzchni profilu. Element zostat obcigzony sita
8000N

Force Value (N1

Rys. 7 - sposob obcigzenia (sity roztozone na catej powierzchni F = 8000N)



Material:
Na element zostaty nadane ponizsze dane materiatowe:

Tabela 2. Dane materiatlowe dla stali uzytej do konstrukeji belki.

Property Value Units
Elastic Modulus 21e+011 | Nfm"2
Poissons Ratio 023 {18
Shear Medulus T9e+010 | Nfm"2
Density 7700 kgim"3
Tensile Strength 723325600 | N/m"2
Comprezsive Strength in X Wi 2
ield Strength 620422000 | N/fm"2
Thermal Expangion Coefficient | 1.3e-005 M
Thermal Conductivity S0 Wilm-K}

Podzial na elementy skonczone:

Rys. 8 - podziat na elementy skonczone

Rys. 9 - Podzial na elementy skonczone



Wyniki:

Rys. 10 - podzial na elementy skonczone (rozktad w poblizu otworow)

Rys. 11 -podziat na elementy skornczone

Analiza wykazata pozytywny wplyw otworéow odcigzajacych na konstrukcje profilu.
Przemieszczenia maksymalne w profilach odchudzonych sa mniejsze niz w przypadku
petnego profilu. Na krancach otworow pojawiaja si¢ drobne spietrzenia naprezen.

Tabela 3. Wyniki analizy MES

Numer profilu Liczba otworow | Maksymalne Maksymalne naprezenia Masa [kg]
ugiecie [mm] Von Mises'a [N/m’]

Profil 1 0 2,88 316,89 1,85

Profil 2 5 2,06 369,43 1,80

Profil 3 8 2,17 366,58 1,67




Tabela 4. Korelacja zysku masy wraz z ugieciem

Numer profilu | Liczba Maksymalne Masa [kg] Utrata masy [%] | Ugiecie
otworéw | ugiecie [mm] mniejsze o [%]

Profil 1 0 2,88 1,85 Pkt. odniesienia | Pkt. odniesienia

Profil 2 5 2,06 1,80 2,7 28,47

Profil 3 8 2,17 1,67 9,73 24,65

Powyzsza tabela pokazuje zyski z wykonywania otworow odcigzajacych. Najlepszym rozwigzaniem
okazat si¢ profil nr. 3, poniewaz pokazuje najlepszy stosunek utraconej masy do ugigcia.

Analiza przemieszczen:

URES (mm)
2,887e+000
l 2.54Ge4000
L 2.406e+000
. 2.16524000
. 1.9252000

. 1.654+000

L 7217001

45118001
2.406e-001
1.0002-030

Rys. 12 -analiza przemieszczen profilu 1, maksymalne ugiecie: 2,88 [mm]

URES (mm)
2062¢+000

1 8508+000

. 1.T18e+000

. 1547e+000

. 137584000

. 1.203e+000
1.031e+000

! 8.5026.001
. 6874e-001

. 5155-001

3437e-001
1.716e-001
1000e-030

Rys. 13 -analiza przemieszczen profilu 2, maksymalne ugiecie: 2,06 [mm]




LRES (mm)
2.169e+000
l o
| 1.807e-000
. 15276000
. 1.446e+000
| 126524000
1.0848+000
9.037e-001
| 7.229¢.001

| 54226001

3615-001
1.807e-001

1.000e-030

Rys. 14- analiza przemieszczen profilu 3, maksymalne ugiecie: 2,17 [mm]

Analiza odksztalcen:

o Mises (Nim"2)
316,589,024.0
200,542,496.0

| 264,135384.0
. 2378494560
_ 211,5029280

. 185,156,400.0

156,608,872.0
132,463,352.0
. 106,1165240

. 787702960

534237720
27077 2480
730,188

— Vield strengfi 620,422 0000

Rys. 15 -analiza naprezen profilu 1, maksymalne naprezenie von Mises'a: 316,89 [N/m’]

wan Mises (Nim*2)
369,427 1680
I 338,752,480.0
| 308,077,7920

. 2T AD3A40
. 487284320
. 2180537440
185,379,050
1547043680

L 1240286860

| 933550080
62,680,3240
32,005 £36.0
13308503

—+ Vield strenpth: £20,422,000 0

Rys. 16 - analiza naprezer profilu 2, maksymalne naprezenie von Mises'a: 369,43[N/m’]
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von Misss (Mhn"2)
369,427,168.0
l 338,752,480
L 306077,792.0
. 2T AD3A040

487284320

2160537440

185 3790560
154,7D4,368.0
1240295960
| 833550080
626003240
320055380
1,330,850.3

—# Vield strength £20422,000.0

Rys. 17 -rozktad naprezen w okoto skrajnego otworu profilu 2

ven Mises (N°2)
366,564672.0

336177.7920

l 3057708120
- 2753640320
. 248357,136.0
| 2148502560
184,143.376.0
153,735,498
123,329,508.0
229227280
625155440

32,1088620
17020794

b el strengi §20,422,000.0

Rys. 18 -analiza naprezen profilu 3, maksymalne naprezenie von Mises'a: 366,58 [N/m’]

wan Mises (Nin*2)
366,584 6720
l 336,177,7920
L 3057020
. 275364,0320
. 2849571380
214,550,256.0
1841433760
153,736,496 0
123,329,608.0
92,922, 1280
625158440
32,108,962.0
1,702079.4

— ield strength: 620,422,000.0

Rys. 19- rozktad naprezen w okoto skrajnego otworu profilu 3
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won Mises (Nin*2)

FHESLAET20

I 336,177,7920
L F057709120

— Visld strength 620,422,0000

Rys. 20 - rozklad naprezen w srodkowej czesci profilu
1.4. Whioski.

Podczas projektowania konstrukcji ztozonych z profili cienkosciennych warto wzig¢ pod
uwage zastosowanie otwordw odciazajacych, poniewaz pozwalaja one na zmniejszenie masy
konstrukcji ale rowniez zmieniajg rozklad napr¢zen. W przedmiotach poddanych analizie
wykazano lokalne spietrzenia naprgzen w okolicy otworow, jednak ich wartosci byly
akceptowalne. Niestety stosowanie tego typu rozwigzan zwicksza koszty przygotowania
elementéw np. do spawania. Kolejng korzyscia z stosowania otwordéw jest mozliwos¢ pod
montazu elementéw na ramach nosnych konstrukc;ji.
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2. Analiza przeplywu ciepla poprzez miedziane elementy.

2.1. Przedmiot analizy.

Analizie MES zostaly poddane dwa elementy o jednakowych objetosciach jednak réznym
przekroju poprzecznym.

Pierwszy przedmiot to pr¢t o przekroju kotowym i $rednicy 10mm. Pr¢t ma analogiczny
ksztalt jak grzalki elektryczne.

Rys. 1 - model preta (srednica D=10mm)

Drugi przedmiot to profil pelny o przekroju 40mm x 30mm.

Rys. 2 -model profilu prostopadtosciennego (40mm x30mm)
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2.2. Analiza.

Obliczenia MES:
Przewodzenie ciepla to proces wymiany energii miedzy cialami o réznych temperaturach.

Proces ten prowadzi do wyrowania temperatury migdzy ciatami i wystepuje tylko wtedy gdy
jest obecny grandient temperatur (r6znica). Réwnaniem rézniczkowym czastkowym ktore
opisuje przewodzenie ciepla jest rownanie Fouriera:

2
A J VTdS
at )

W przypadku jednorodnych materialtéw mozemy przeksztalci¢ wzor na:

=—-AA—
¢ dx
gdzie:Q - natezenie przeptywu ciepta
A - wspotczynnik przewodzenia ciepta
A - powierzchnia wymiany ciepta
T -temperatura

Dokonujgc analizy wazng rzeczg jest wyznaczenie przewodnosci cieplnej ktorej definicja
mowi ze:

"Dla ciala o ksztalcie prostopadtoscianu przewodzacego cieplo w warunkach stanu
stabilnego (ustalonego), ktore stanowi przegrode dla przeptywu ciepta, iloS¢ przekazanej
energii jest zalezna od substancji, proporcjonalna do powierzchni przekroju poprzecznego
przegrody, réznicy temperatur oraz czasu przeplywu ciepta i odwrotnie proporcjonalna do
grubosci przegrody"

Z czego wynika uproszczony wzér:
A @_d
-t SAT

Do obliczenia przewodnictwa cieplnego uzyto réwnania:
aT
6t,apCp a =V« (kVT) = Q

gdzie:p - gestosc
C, - pojemnos¢ cieplna
k - tensor przewodnosci cieplnej
Q - zrédlo analizy

Podczas analizy czynnikiem odbierajacym cieplo bylo powietrze, wspolczynnik przewodzenia

ciepta tego osrodka zostat przyjety na 20 v

m2K’

14



Material:

Do analizy przyj¢to ten sam materiat dla obu przypadkow. Stop miedzi UNS C 10100

Equation

8,,pC,3T/3t - V(kVT) = Q,

Subdomain selection

EO

Group:
[ ] Select by group

dctive in this domain

T= temperature

Physics | Init | Element

Thermal properties and heat sources/sinks
Library material: |UNS CLO100 Load...
Quantity Value/Expression Unit Description

B, 1 1 Time-scaling coefficient

i®) k (isotropic) k_solid_residual | WIm-K) Thermal conduckivity

(7 k (anisotropic) 4000004000004 WM} Thermal conductivity

P rho(T[1/K)[ka/m jgjm?®  Density
G C_solid_1(T[1/x]) I/{ka-K) Heat capacity at constant pressure
] Wjm?  Heat source

Rys.3 -dane materiatowe

Dla elementéw nadano temperaturg poczatkowa 293K

Equation

B PC ATj3t - V(kVT)=Q, T

2 | Groups

Subdomain selection

FR

Group:
[ ] Select by group
Active in this domain

= temperature

Physics Init | Element

Initial value

(k) [293 | K Temperature

Rys.4 -temperatura poczgtkowa (293K)

Warunki poczatkowe:
Dwie krancowe S$cianki elementu zostaty zasilone temperaturg 900K, pozostate Scianki
zostaly umieszczone w powietrzu przy temperaturze 293K.
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Equation

T=T,

Boundaries | Groups

Coefficients | Color

Boundary selection

Group

Select by group

] tnterior boundaries

Boundary seurczs and canstraints
Boundary condion:

Quantity Value/Expression Unit
% C—

5 X
— Externaltemperature
O wjtw?® Problem-dependent constant

T K Ambient temperature

T B0 K

Description
Inward heat fux
Heat transfer cosfficient

Temperature

| e e |

Equation

{KTT) = Gy + (T

Rys. 5 - temperatura koncowych scianek 900K

-T) + Const(T_p* - T

Boundaries | Groups

Coefficients | Color

Boundary selection

[] Interior boundaries

Boundary sources and constraints

S e

Quantity Value/Expression Unit  Description

% 0 Jwin?  Inwadheatfux

h Wiy et iy
Tk i3 External temperature
Const [0 wimPc4) Problem-dependent constant
Tamb b ]« Anbient temperature

T |

Temperature

Rys. 6 -Scianki osadzone w powietrzu
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Analogicznie do pretu zostaly ustawione warunki w profilu zamknigtym.

| ]

Equation
'r=Tu
Boundaries | Groups Coefficients | oo
Boundary selection Boundsary sources and constraints
: A | sy enation
3 Quantity it Unit il
: % I

b [ T
; DK oot e

i Const 0| wjtm*kY Problem-dependent constant
Gop [ Ty [T b et

Select by group Ty 900 K

[] Interior boundaries

.01

o | [[concel |[ meoty |[ nep |

Rys. 7 -temperatura koncowych scianek 900K

[ ]
Equation
N{kTT) = gy + h{T, - T) + Const(T, _,*-T%)
Boundaries | Groups Cosfficients | Color
Boundary selection Boundary sources and constraints
A | sy
2
Quantity / ion  Unit ipti
% o lwpe? Iowwdhestfix
5 h w(m? ) Heat transfer coeficient
Tk G External temperature
¥ Const 0 wmPeh) Problem-dependent constant 01
Group: v T 1k Ambient tmperature
[#] select by group Ty || ¢
[_] interior baundaries
[Lok |[ concd [[ oy [[ teb |

.01

Rys. 8 - Scianki osadzone w powietrzu



Podzial na elementy skonczone:
Element zostat podzielony na elementy skonczone a ich liczba wyniosta 9024.

Rys. 9 - podziat na elementy skonczone

W przypadku profilu pelnego otrzymalismy 2071 elementow skoniczonych

Rys. 10 -podziat na elementy skorniczone

18



Wiyniki:
Podczas analizy preta wykazano Ze najnizsza temperatura do jakiej w stanie  jesteSmy
nagrza¢ element oscyluje w granicach 329K , taka temperaturg udato si¢ uzyskac po 1800s.

Time=2500 Subdomain: Temperature [K] Max: 900
500

Min: 329,519

Rys. 11 -wyniki analizy preta, Tuax = 900K, Ty = 329,52K, t = 1800s

Podczas nagrzewania profilu o tej samej objetosci wykazano ze najnizsza temperatura
do jakiej jestesmy w stanie nagrzac¢ element o 894K. W poréwnaniu do badanego prgta temperatura
jest wieksza o 2,72x.

857

sssssssss

Rys. 12 -wyniki analizy profilu, T = 900K, T = 894,63K, t = 1800s

19



2.3. Whnioski:

Analiza przedmiotow wykazata, ze dwa elementy o jednakowych objetosciach wykonanych z
identycznych materialow potrafig si¢ inaczej nagrzewaé w przypadku odmiennego
uksztattowania.

Badany pret uzyskal nizsza temperatur¢ poniewaz powierzchnia ktéra oddawata ciepto do
otoczenia byla znacznie wigksza niz w badanym profilu zamknigtym. Wykazano takze, ze
w przypadku przykladania temperatury 900K na koncach nie przekroczymy granicy 400K
w $rodku elementu. Profil zamkniety nagrzal si¢ prawie do temperatury zrédla poniewaz
powietrze nie zdgzyto odebra¢ od niego wystarczajacej ilosci ciepla.

20



3. Analiza czestotliwos$ci drgan wiasnych modelu CAD kamertonu widetkowego za pomoca
Metody Elementow Skonczonych.

3.1. Wstep.

Przeprowadzana symulacja ma na celu wyznaczenie wartosci czgstotliwosci drgan wilasnych
kamertonu. Kamerton jest to urzadzenie stluzace migdzy innymi do strojenia instrumentéw
muzycznych. Najczegsciej w postaci jednotonowego instrumentu, nastrojonego na state na
dzwick a' w stroju wiedenskim = 440Hz. W przypadku naszego modelu, jego podstawowa
czgstotliwos¢ strojenia jest dwa razy nizsza i wynosi 220Hz. Widetki kamertonu wykonane ze
stali nichartowanej wprawia si¢ w drgania uderzajac w nie specjalnie do tego przeznaczonym
mioteczkiem.

Rys. 1 - model kamertonu poddany badaniu

21



Teoria:
W przypadku wyznaczania czestotliwosci drgan wlasnych stosowane jest rOwnanie
rozwigzywane niezaleznie od czasu, ktore opiera si¢ na rownaniu falowym:

% u
Ot2

= —uu

Po przeksztalceniach uzyskujemy:
9 2 .
—pwu =puV-u+ (A+p)VV - .

gdzie: p, 1, A - stale materiatowe
o - predkos¢ katowa
u - funkcja falowa

Dla czestotliwosci wlasnych rownanie redukuje sie do postaci macierzowej
reprezentowanej przez réwnanie:

M) U]+ (K] ju} =0

gdzie: [M] - macierz masy
[K] - macierz sztywnosci.

Dzi¢ki tym zabiegom problem zostaje rozwiazany metoda dyskretna (numeryczna).



3.2. Konfiguracja elementu, przeprowadzenie analizy.

Pierwszym etapem do realizacji w przeprowadzanym procesie analizy jest nadanie materiatu
na czes¢, ktora chcemy zbada¢. Widetki kamertonu, ktore emitujg drgania w postaci fali
styszalnej wykonywane sa ze stali nichartowanej, jednak dokladnego stopu wykorzystywanej
stali nie znamy, dobrym przyblizeniem begdzie nadanie jako materialu na modelu stali
stopowej, ktorej specyfikacja przedstawiona jest na widoku ponize;j:

Property Value Units

Rys. 3 - okno wyboru i nadania materiatu wraz z wlasnosciami

Wartosci takie jak madul Young’a, wspolczynnik Poisson’a, gestos¢, itp. przypisane sg
do materiatu.
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Kolejnym krokiem jest nadanie warunkéw brzegowych w postaci unieruchomienia
geometrii, ktéra w czasie symulacji ma byé pozbawiona przemieszczenia. W przypadku
kamertonu jest to podstawa widetek znajdujaca si¢ w uchwycie. Plaszczyzna unieruchomiona
oznaczona jest zielonymi strzatkami na obraz ponizej:

Rys. 4 - nadanie wigzan, warunkow brzegowych czesci
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W metodzie elementow skonczonych badany element tréjwymiarowy dzieli si¢ na
skonczona ilos¢ czworo$cianéw, a obliczenia wykonywane sa numerycznie dla kazdego z
wezlow w wygenerowanej siatce. Siatka w zaleznoSci od geometrii elementu rézni si¢
gestoScig 1 przyblizeniem stworzonych czworoscianéw do idealnych czworo$cianow
foremnych. Jej gestoscig mozna takze sterowa¢ w interfejsie programu.

Rys. 5 - wygenerowana siatka elementow skonczonych

25



Ostatnim krokiem jest przeprowadzenie obliczen, po ktérych nastepuje wyznaczenie
zadanych wielko$ci, w naszym przypadku byly to wartosci czestotliwosci drgan
wlasnych:

LRES {rmm)
9 4B0e+003 |
857184003

| 7 B83e+003 |
. 7 095e+003 |
. 6.307e+003 |
5 518e+003 |
| 4730e+003 |
| 3.942e+003 |
. 3153e+003 |

. 2.365+003

1.577e+003 |
T B83e+002 |
0.000e+000

Rys. 6 - wyniki dla f;

Uzyskane wyniki czestotliwoSci:

fi = 220,27 [Hz]
f, = 307,04 [Hz]
fs = 318,52 [Hz]
fi = 419,61 [Hz]
fs = 1438,3 [Hz]

Na ekranie ukazuje si¢ takze model, na ktorym mapowana jest za pomocag koloréw wartos¢
maksymalnego odksztalcenia elementu w trakcie drgan o okre$lonej czestotliwosci (skala
widoczna obok).
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Dla poréwnania - odksztalecenia dla drugiej wyznaczonej czestotliwosci prezentuja sie
nastepujaco:

LURES (mm)
1 [0 Be+004
l 09.336e+003
| 4s7e+003

. 7 E35e+003

. B.7O0e+003

. 5941e+003

| 5032e+003

L 4 24de+003

| 3395e+003

| 254Fe+003

1 B97e+003

& 487 e+002

0.000e+000

Rys. 7 - wyniki dla f>

Oczywiscie realne odksztatcenia sg znacznie mniejsze niz te widoczne na modelu ze wzgledu
na ich skalowanie (w rzeczywisto$ci widetki nie przenikngtyby sig, a nawet nie zblizytyby sie¢
do siebie na widoczng gotym okiem odlegtos¢). Skalowanie stosowane jest, aby w sposob
jednoznaczny i czytelny ukaza¢ odksztalcenia.
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3.3. Whnioski.

Wartoscig, jaka spodziewali§my si¢ uzyska¢C w wyniku kalkulacji metoda elementow
skonczonych bylo 220Hz, uzyskany wynik to 220,27Hz.

Blad bezwzgledny:
Af = fo — f1 = 220,27Hz — 220,00Hz = 0,27Hz

Blad wzgledny:
sp 2 oo = ©27HZ
= fo °~ 220Hz

*100% = 0,12%

Jak wykazano powyzej btedy analizy w poréwnaniu do wynikow oczekiwanych i zgodnych z
zatozeniami konstrukcyjnymi kamertonu sg bardzo male i wlasciwie nieznaczace. Bledy te
wynikaja z przyblizen jakie stosuje si¢ w metodzie elementow skonczonych polegajacych
miedzy innymi na obliczaniu wielko$ci badanych jedynie w weztach siatki czworo$cianow, a
takze z przyblizenia jakim niewatpliwie bylo nadanie materiatu réznigcego si¢, cho¢ w
niewielkim stopniu od rzeczywistej stali stosowanej w elemencie.

Podsumowujac - metoda elementéow skonczonych dla wyznaczania czestotliwos$ci drgan
wilasnych konstrukeji jest dobrym narzedziem stosowanym w szybkiej analizie konstrukeji, co
pozwala na $wiadome konstruowanie, szczeg6lnie czg¢sci narazonych na drgania w trakcie
eksploatacji, ktore moga spowodowac rezonans drgan i prowadzi¢ do powaznych awarii.

28



