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1. Metoda elementow skonczonych

Metoda Elementow Skonczonych (MES, ang. FEM — Finite Element Method) jest
metoda przyblizong rozwigzywania réwnan roézniczkowych stosowang do dyskretyzacji
uktadéw geometrycznych ciggtych, czyli podziatu kontinuum na skonczong liczbe
podobszaréw. Idea metody zaktada modelowanie nawet bardzo ztozonych konstrukcji
poprzez ich reprezentacje za pomocg mozliwie prostych geometrycznie elementéw
sktadowych tzw. Elementdw skoriczonych np. tréjkatéw, prostokatdw, czworobokdw, nawet
z uwzglednieniem nieciggtosci i wielofazowosci materiatowych. Element skorczony jest
prostg figurg geometryczng (ptaskg lub przestrzenng), dla ktérej okreslone zostaty
wyrdéznione punkty zwane weztami, oraz pewne funkcje interpolacyjne stuzgce do opisu
rozktadu analizowanej wielkosci w jego wnetrzu i na jego bokach. Funkcje te nazywa sie
funkcjami weztowymi, badz funkcjami ksztattu. Wezty znajdujg sie w wierzchotkach
elementu skonczonego, ale mogga by¢ rdwniez umieszczone na jego bokach i w jego wnetrzu.
Jezeli wezly znajdujg sie tylko w wierzchotkach, to element skoriczony jest nazywany
elementem liniowym (poniewaz funkcje interpolacyjne s3 wtedy liniowe). W pozostatych
przypadkach mamy do czynienia z elementami wyzszych rzedéw. Rzad elementu jest zawsze
rowny rzedowi funkcji interpolacyjnych (funkcji ksztattu). Liczba funkcji ksztattu
w pojedynczym elemencie skonczonym jest rowna liczbie jego weztdw. Funkcje ksztattu sg
zawsze tak zbudowane, aby w weztach ktérych dotyczg ich wartosci wynosity jeden,
a pozostatych weztach przyjmowaty wartos¢ zero. ,, Efektem dyskretyzacji jest transformacja
uktadu o nieskonczonej liczbie stopni swobody (zdolnosci do zmiany wartosci okreslonej

wspotrzednej) do postaci uktadu o skonczonej liczbie stopni swobody.

Konstrukcje S mozemy dyskretyzowac¢ za pomocg n liczby elementéw skoriczonych, przy

czym im wieksze n, tym lepiej odwzorowana zostanie konstrukcja.
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Rysunek 1- Od lewej: model geometryczny ciggty, model dyskretny idealny, model dyskretny obliczeniowy

\element  wezet

Mozna przyjgé, ze n = oo, lecz w praktyce jest to trudne do zrealizowania.

Podczas analizy MES dyskretyzacji ulegaja rowniez wszelkie inne wielkosci fizyczne,
reprezentowane w ukfadzie za pomoca funkcji ciggtych np. obcigzenia, utwierdzenia,
przemieszczenia, naprezenia itd. Podczas dyskretyzacji danej wielkosci dazy sie do jak

najlepszej jej aproksymaciji.

Dyskretyzacja moze by¢ prowadzona w przestrzeni 2D lub 3D. W pierwszym przypadku
mozemy rozwazac np. przekroje konstrukcji, wynikajg jednak pewne ograniczenia wynikajace
z rozwigzywanych problemoéw np. podczas analizowania przeptywéw. Podczas analizy 3D
dyskretyzacja zazwyczaj polega na podziale uktadu na czworosciany. Modelowanie to jest
pozbawione ograniczen, ale za to jest znacznie bardziej wymagajgce pod wzgledem mocy

obliczeniowej hardware’u.

Za pomocg tej metody rozwaza sie zagadnienia zaréwno statyczne jak i dynamiczne.
Bada sie miedzy innymi wytrzymatos¢ konstrukcji, symuluje sie odksztatcenia, naprezenia,
przemieszczenia, przeptywy cieczy, przeptywy ciepta, a takze oddziatywania elektrostatyczne,

magnetostatyczne jak i elektromagnetyczne.

Z praktycznego punktu widzenia, przed dyskretyzacjg modelu CAD nalezy go poddac
odpowiedniemu uproszczeniu, podczas ktdrego nalezy usungé elementy nieistotne z punktu
widzenia analizowanego zjawiska np. promienie, fazy, otwory, pochylenia, itd. Podczas
dyskretyzacji modelu przydatne moze okazac sie zageszczenie siatki elementéw, w obszarach
szczegblnie obcigzonych warunkami brzegowymi. Nalezy jednak pamietaé, ze tzw.

,zageszczanie siatki w nieskoniczonosc¢”, tj. doprowadzenie do wygenerowania bardzo



matych elementow skonczonych w danych rejonach moze wrecz zawyzac znieksztatcenie

wartosci poszukiwanych niewiadomych.

MES podobnie jak kazda metoda numerycznej aproksymacji wprowadza pewne btedy

rozwigzania. Sg to miedzy innymi:

- btad modelowania (zastosowany model matematyczny nie odzwierciedla doktadnie
rzeczywistosci, zastosowane uproszczenia modelu dla zminimalizowania czasu trwania

obliczen i zapotrzebowania na moc obliczeniowg)

- btad wartosci wspdtczynnikdéw (przyjete wartosci wspoétczynnikdw réwnan rézniczkowych
czastkowych i warunkéw brzegowych, czyli np. dane materiatowe, dane o interakcji obiektu

ze Swiatem zewnetrznym obarczone sg btedem)

- btad odwzorowania obszaru (obszar obliczeniowy nie odpowiada dokfadnie rzeczywistemu

obszarowi zajmowanemu przez analizowany obiekt)

- btad numeryczny (btad dyskretyzacji, zastosowana metoda aproksymacji wprowadza btad

w stosunku do rozwigzania doktadnego problemu wyjsciowego)

- btad zaokraglen (ze wzgledu na zastosowanie ograniczonej doktadnosci reprezentacji liczb
w komputerze, rozwigzanie uzyskane programem komputerowym nie odpowiada

rozwigzaniu przyblizonemu, ktére zostatoby otrzymane przy doktadnej reprezentacji liczb)

Podstawowg zaleta MES jest mozliwos$¢ uzyskania wynikéow dla skomplikowanych
ksztattow, dla ktérych niemozliwe jest przeprowadzenie obliczen analitycznych. Oznacza to,
ze dane zagadnienie moze by¢ symulowane w pamieci komputera, bez koniecznosci
budowania prototypu, co znacznie utatwia proces projektowania. Podziat obszaru na coraz
mniejsze elementy skutkuje zazwyczaj dokfadniejszymi wynikami obliczen, ale jest to
okupione zwiekszonym zapotrzebowaniem na moc obliczeniowg komputera. Dodatkowo
nalezy liczy¢ sie z naktadajgcymi sie btedami obliczen wynikajgcymi z wielokrotnych
przyblized przetwarzanych wartosci. W wyjgtkowych sytuacjach kumulujgce sie btedy
obliczeniowe mogg okaza¢ sie na tyle znaczgce, ze nie pozwolg na poprawng analize

problemu.



2. Comsol Multiphysics

Comsol Multiphysics to przyktad oprogramowania wykorzystujgcy metody numeryczne
MES do symulacji réoznych problemoéw fizycznych. Jest to narzedzie ogdlnego przeznaczenia
do badania zagadnien elektrycznych, mechanicznych, przeptywu cieczy i ciepta a takze
zastosowan chemicznych. W sktad pakietu oprogramowania wchodzi okoto 30 modutéw,

co oznacza, ze mozemy dzieki niemu rozwazac praktycznie kazdy problem.

Comsol pozwala nam na modelowanie uktadéw lub zaimportowanie gotowego modelu

utworzonego wczes$niej w innym programie CAD.

Ze wzgledu na analizowanie naszego przypadku jako uktad stacjonarny, czyli taki, gdzie
parametry obcigzenia nie zmieniajg sie, skorzystamy z jednego z interfejsow modutu
mechaniki konstrukcji. Modut ten stuzy do ogdlnej analizy strukturalnej w 3D i 2D. Analiza
uktadéw opiera sie na rozwigzywaniu réwnania Naviera, ktdorych wynikiem s3g
przemieszczenia, naprezenia i odksztatcenia. Wybrany przez nas interfejs mechaniki ciat
statych definiuje wielkosci i funkcje dla analizy naprezen liniowych lub nieliniowych dla ciat
statych oraz symuluje przemieszczenia i odksztatcenia w uktadach. W bibliotece znajduje sie
wiele modeli materiatowych od liniowo sprezystych, po sprezysto-lepkie. Sprezysty model
materiatowy moze byc¢ rozszerzony o takie wielkosSci jak rozszerzalnosé cieplna, ttumienie
i poczatkowe warunki naprezen i odksztatcen. Odksztatcenia sprezyste mogg by¢ tatwo
okreslone poprzez wpisanie odpowiednich funkcji sktadowych, ktére mogg byé nawet
funkcjami z innych dziedzin fizyki, od tych elektromagnetycznych po przeptywy ptynow.
Modut zawiera izotropowe, ortotropowe i w petni anizotropowe materiaty, z ktérych
mozemy skorzysta¢ podczas symulacji. Kazdy wspodtczynnik materiatowy moze byé opisany
przez statg, zmienng lub macierzy i wyrazen, ktére mogg sie zmieniac nieliniowo w czasie i

przestrzeni.



3. Zagadnienie biomedyczne - cisnienie wewnatrzgatkowe

Gatka oczna wypetniona jest cieczg wodnistg (ptynem srédocznym), ktéra zapewnia jej
prawidtowe napiecie i odpowiednie uwodnienie osrodkéw optycznych tj. rogéwki i soczewki,
co wptywa na ich przejrzystos¢ iregularnos¢ krzywizny. Ptyn ten wywiera na
Sciane twardowki i rogéwki pewne cisnienie zwane wewnatrzgatkowym. Ciecz wodnistg
wytwarza nabtonek ciata rzeskowego i wydziela do tylnej komory oka. Nastepnie przez otwor
Zreniczny ciecz ta przedostaje sie do komory przedniej, skad przez beleczkowanie w kacie
rogdwkowo-teczowkowym (nazywanym katem przesgczania) odptywa do zatoki zylnej
twardowki (nazywanej kanatem Schlemma), przedostaje sie do znajdujgcych sie w rgbku
rogéwki zyt wodnych, a nastepnie do splotu naczyn zylnych. Przez beleczkowanie tzw. drogg
konwencjonalng odptywa okoto 90% cieczy wodnistej. Pozostate 10% odptywa droga
naczynidwkowo-twardéwkowq przez teczéwke oraz przez ciato rzeskowe do przestrzeni
nadtwardéwkowej. Odptyw cieczy wodnistej uwarunkowany jest oporem w drogach
odptywu i cisnieniem w zytach nadtwardéwkowych. Cisnienie wewnatrzgatkowe zalezy od
stopnia rdwnowagi miedzy produkcjg cieczy wodnistej ajej odptywem z gatki oczne;.
U zdrowych osdéb za wartosci prawidtowe cisnienia wewnatrzgatkowego powszechnie uznaje
sie zakres 10—21 mm Hg. Ci$nienie wewnatrzgatkowe waha sie w ciggu dnia (najwyzsze jest

w godzinach porannych). Jego srednie dobowe wahania nie przekraczajg 5 mm Hg.

Jego badanie (tonometria) odbywa sie za pomocg tak zwanego tonometru. Podstawowym
badaniem jest tonometria aplanacyjna (Goldmanna) . Jej zasada opiera sie na regule Imberta
i Ficka, zgodnie z ktérg ci$nienie panujgce we wnetrzu kuli jest rowne sile potrzebnej do jej
sptaszczenia, podzielonej przez wielkos¢ powierzchni sptaszczenia. W badaniu wykorzystuje
sie tonometr Goldmanna, aparat wyposazony w podwdjny pryzmat o $rednicy 3,06 mm. Przy
jego pomocy sptaszcza sie powierzchnie znieczulonej rogowki, ktérej obraz jest dobrze

widoczny w lampie szczelinowej.

Tonometria stanowi czes$¢ rutynowego badania okulistycznego. Jest jednak szczegdlnie
wskazana w przypadku jaskry, nadcisnienia ocznego (lub ich podejrzenia), a takze w trakcie

kontroli po zabiegach na gatce ocznej.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Tward%C3%B3wka_(oko)
http://pl.wikipedia.org/wiki/Rog%C3%B3wka
http://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Tonometria&action=edit&redlink=1
http://pl.wikipedia.org/wiki/Tonometr

4. Cel projektu

Celem przeprowadzonej przez nas symulacji ma by¢ okreslenie wptywu cisnienia

wewnatrzgatkowego na naprezenia i odksztatcenia w strukturach oka.
5. Symulacja

Dla uproszczenia przyjmujemy, ze elementy oka tworzg ciato state, a cisnienie
napierajgce na jego struktury jest state w czasie — uktad jest stacjonarny. Ze wzgledu na
ograniczone mozliwosci obliczeniowe zwigzane z mocg obliczeniowg komputera, zmuszeni
byliSmy do znacznego uproszczenia modelu oka. Pierwotny model przedstawiajg ponizsze

ilustracje:




Uproszczenia polegajg na wygtadzeniu krawedzi, a takze potgczenie twarddéwki, siatkdwki
i naczyniowki w jedng warstwe, dla ktérej przyjeto modut sprezystosci, wspdtczynnik
Poissona oraz gesto$¢ odpowiednig dla twardéwki. Model po uproszczeniu wyglada

nastepujaco:

State materiatowe jakie przyjeliSmy dla elementéw oka podane zostaty w ponizszej tabeli:

Struktura oka Modut Younga [kPa] Wspoétczynnik Gestosé [kg/m3]

Poissona
Soczewka
Rogowka

Twardowka

Teczowka




Analiza zostanie dokonana na podstawie ponizszych réwnan:
Wypadkowa sit w kierunkach osi x,y i z powoduje odpowiednie naprezenia: —Vs = F,,
Naprezenia dziatajace na obiekt: s = s¢ + C: (€ — €9 — Ejnetl)
Odksztatcenie powstate w wyniku dziatania naprezenia: € = %(Vu + (Vvu)’)

1) Dziatanie sity osiowej o wartosci 2800N/m2, co odpowiada ci$nieniu dla oka osoby

zdrowej z podejrzeniem jaskry (21mmHg)

Surface: von Mises stress (N/m?) Contour: Total displacement (m)
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Surface: von Mises stress (N/m?) Contour: Total displacement (m)

0.01 5 A571x107 A 2210

-0.01 %107 x10°
] 5.71
y — e 5.41
Xroa = Vi 5.12 2

/ 0.5 4.83

/ 4.54
b 4.24
0 3.95 1.5
‘ 3.66
3.37
0.5 3.07
( 2.78
2.49
2.19
1.9
A 1.61
0.5 1.32 82
‘ 1.02
0 0.73
0.44
0.15 0
) v 1.46x10° WO

x1072%

A5.71x107 A 2310
x107 x10°
5,71

5.41
512
4.83
4.54
4,24
3.95
3.66
{337
{307
2.78
{ 2.49 11
{219
1.9
1.61
1.32 0.5
1.02

0.73

0.44

0.15 0

¥ 1.46x10° wo

1.5

%1072

Widoczne sg naprezenia na siatkdwce, gtownie w okolicy plamki zéttej oraz nerwu
wzrokowego, gdzie warstwa siatkdwki jest najciensza. W tej czesci analizy nie byta brana

pod uwage przednia komora oka.

Jako element obcigzony przyjeto wewnetrzng strukture oka - potowe wewnetrznej
Sciany siatkdwki (w uproszczeniu jest to twardéwka). Sita skierowana zostata wzdtuz osi
X, czyli w kierunku bocznym. Utwierdzona byta natomiast zewnetrzna przeciwlegta

Scianka twardowki.



Warunki brzegowe:
- utwierdzenie
- obcigzenie
Fy
Siatka:
- min/max wielko$¢ elementu:
- ilo$¢ domen (domain elements)
- ilo$¢ elementéw granicznych:

- ilos¢ elementéw brzegowych:
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2) Dziatanie sity osiowej o wartosci 3733,03N/m2, co odpowiada ci$nieniu w oku

osoby chorej na jaskre (28mmHg)

Surface; von Mises stress (N/m?) Contour: Total displacement (m)
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Surface: von Mises stress (N/m?) Contour: Total displacement (m)
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Przy zwiekszonej sile dziatajacej na siatkdwke wyraznie widaé zwiekszenie wartosci
odksztatcen oraz naprezen. Odksztatcenia powstate w tym przypadku sg o rzad wieksze niz

przy poprzednich parametrach. Rdwniez naprezania sg wieksze, mniej wiecej dwukrotnie.

Z cata pewnoscig moze to mie¢ negatywny wptyw na strukture oka. Powoduje to
wiekszy ucisk na nerw wzrokowy i moze prowadzi¢ do zaburzen widzenia, a takze odklejania

sie siatkéwki.

Warunki brzegowe:

- utwierdzenie u=20

- obcigzenie on=F, gdzie o- naprezenia
Fa=—3733,03N/_, (08 %)

Siatka:

- min/max wielkos¢ elementu: 0, 12mm/2,56mm

- ilos¢ domen (domain elements) 203979

- ilos¢ elementéw granicznych: 44977

- ilos¢ elementéw brzegowych: 3977



3) Dziatanie cisnienia w wewnetrznej strukturze oka odpowiedniego dla zdrowego

cztowieka z podejrzeniem jaskry (21mmHg)

Surface: von Mises stress (Nlmzjo(;:ﬁntour: Total disglacemert (m) L
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Contour: Total displacement (m) a
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Z otrzymanych wynikéw widac¢ odksztatcenie teczowki spowodowane napierajgcym
medium z wnetrza gatki ocznej. Prawidtowe cisnienie zapewnia odpowiednie napiecie
struktur oka, w tym teczéwki, ktéra moze wykonywaé poprawnie skurcze zmieniajgc tym

samym rozmiar zrenicy i doptyw swiatta do oka.

Jako elementy obcigzone przyjeto wszystkie struktury wewnetrzne oka - obcigzeniem
byto ci$nienie dziatajgce jednakowo w kazdym kierunku. Utwierdzona byta natomiast

zewnetrzna powierzchnia twarddowki.

Warunki brzegowe:

- utwierdzenie u=20

- obcigzenie o-n=F, gdzie o- naprezenia,
F, = —pn, gdzie p - cisnienie
p = 2800Pa

Siatka:

- min/max wielkos¢ elementu: 0, 121mm/2,56mm

- ilos¢ domen (domain elements) 202559
- ilos¢ elementéw granicznych: 44772

- ilos¢ elementéw brzegowych: 3961



4) Dziatanie ci$nienia w wewnetrznej strukturze oka odpowiedniego dla osoby chorej
na jaskre (28mmHg)

Surface: von Mises stress (N/m?) Contour: Total displacemert (m) a
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Zwiekszone ci$nienie napierajagce na komore przednig oka moze prowadzi¢ do
nieprawidtowego funkcjonowania skurczéw teczéwki odpowiadajgcych za przestone oka, a
tym samym zaburza prawidtowg prace ukfadu optycznego oka. Odksztatcenia wzrosty o rzad

wielkosci, natomiast naprezenia sg okoto dwukrotnie wieksze.

Warunki brzegowe:

- utwierdzenie u=20
- obcigzenie on=F,
Fy = —pn
p = 3733,03Pa
Siatka:
- min/max wielko$¢ elementu: 0, 121mm/2,56mm

- ilos¢ domen (domain elements) 202559
- ilo$¢ elementdw granicznych: 44772

- ilos¢ elementéw brzegowych: 3961



6. Podsumowanie

Analiza MES pozwolita nam na zbadanie wptywu dziatania poprawnego oraz
zwiekszonego cisnienia wewnatrzgatkowego na struktury oka. Udato sie zbadaé twarddwke
oraz teczOowke. Niestety ze wzgledu na ograniczong moc obliczeniowg i ztozono$é modelu nie

udato sie zrealizowac analizy dla rogéwki i soczewki.

Z poréwnania obu przypadkdéw, z cisnieniem wewngatrzgatkowym réwnym goérnej
wartosci przedziatu dla zdrowego cztowieka (21mmHg) oraz cisnieniem zwiekszonym do

28mmHg (co odpowiada cisnieniu w oku osoby chorej na jaskre) mozemy wywnioskowaé, ze:

- najbardziej narazonym miejscem w tylnej komorze oka jest okolica plamki zéttej i okolica
nerwu wzrokowego, czyli elementy odpowiedzialne za proces prawidtowego widzenia i

translacji obrazu na impulsy nerwowe,

- nawet niewielki wzrost ci$nienia powoduje duzg zmiane wartosci odksztatcen i naprezen

(w badanym przykfadzie nawet o rzad wielkosci),

- w przedniej komorze oka najbardziej podatnym na zmiany warunkéw elementem jest
teczowka, ktorej odksztatcenia mogg prowadzi¢ do zaburzen w dostarczaniu odpowiedniej

ilosci swiatta do struktur wewnetrznych oka,

Niestety nie udato sie dokona¢ analizy soczewki z powodu bteddéw wystepujacych
podczas obliczen. Jest ona najstabszg strukturg oka pod wzgledem wytrzymatosciowym, co
potwierdzajg jej funkcje w procesie widzenia np. zdolno$é akomodacji. W zwigzku z tym
mozna przypusci¢, ze zmiana ci$nienia wywotuje u niej jeszcze wieksze zmiany niz w

pozostatych strukturach.

Model, ktdry zostat zastosowany w naszym badaniu nie zostat przystosowany do

analizy rogéwki.
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