Politechnika Poznanska

Wydziat Budowy Maszyn 1 Zarzadzania

Instytut Mechaniki Stosowanej
Zaktad Mechaniki Techniczne;j

Eligiusz Idczak

Optymalizacja topologiczna dwufazowych

metamateriatow auksetycznych

Rozprawa doktorska

Promotor pracy: dr hab. Tomasz Strek, prof. nadzw.

Poznan, 2019



Spis tresci
S =Sy 0721 11 RSSO 4
N 015 1 =T RSSO UR U TRPRRI 5
R L 1+ TP P ST PPP 6
11 VVPFOWAAZEINIE ...ttt bbbt b bbb bbb nb et bbb 6
1.2 Optymalizacja topOIOGICZNG ......cc.civiiiiiicieieiee e re e 7
1.3 MOtywacja, CEl 1 TEZA PFACY ....vivveeeieiesiesese ettt ettt e e a et e e seesresneeneas 10
131 IMIOTYWACTA .ottt et b bbbt b e bbbt b et b b nnes 10
1,32 Gl PrACY .ot b ettt bttt n e 11
T R =74 W o] 103 YA PSP P PRSP UPPRPPPIN 11
14 UKIAd PracCy......ooociiiiiiii 11
2 Przedmiot OPLYMAIZACT .. ccuvcviiie ettt et e et et et re e re e 14
21 Metamaterialy aukSetyCzne .............cccoooviiiiiiiiii i 14
2.2 ZastoSOWANIA AUKSELYKOW .......coovviiiiiiiiiie ettt st n et neeraene e 18
2.3 Podzial struktur o ujemnym wspoélczynniku Poissona................ccocoiiiiiiniis 21

24 Zastosowanie optymalizacji topologicznej w celu projektowania metamaterialow

I KOIMPOZYTOW ...ttt bbb bbb bbbt bbb bbb bbbt b et 28

Zastosowane metody i algorytmy obliCZENIOWE ..., 30
3.1 ZWiIazZeK KONSEYTULYWILY .......ooiiiiiiiiiiiieiieic ettt sne e 30
3.2 ROWNANIE FUCHU NAVIEIE .....c.eiiiiiiiiiiiii bbb 30
3.3 Metoda Elementow SKONCZONYCH .........ccocoiiiiiiiiiiiicc e 31
34 Schematy interpolacyjne SIMP i RAMP .......c.ooiiiiie et 35
35 Zastosowanie SIMP przy minimalizacji odksztalcenia ..., 38
3.6 Definicja efektywnego wspolczynnika Poissona ...............ccccoceiiniiiiiiiiicc e 41
3.7 Algorytm obliczen MIMA ...........ccoiiiiiiiiii e 42

Optymalizacja topologiczna warstwy wewnetrznej KOmpozytu ..............cccoooveviiiiiieniiieneennnn. 44
4.1 Model oraz warunki Drzegowe ... 44
4.2 Wyniki numeryczne 0bliCZeNn. ...............ccoviiiiiiiiiii s 45

4.2.1 Minimalizacja efektywnego wspolczynnika Poissona warstwy wewnetrznej kompozytu 45
4.2.2 Maksymalizacja efektywnego wspolczynnika Poissona warstwy Srodkowej kompozytu 49
4.2.3 Wplyw siatki elementow skonczonych na wyniki optymalizacji..............c..ccccoevevrnnnnn. 51

Optymalizacja topologiczna dwufazowych struktur plastra miodu ...........cccceevevervieiivnininenn, 55

5.1 Model oraz warunki Drzegowe ... 55



52 Wyniki numeryczne 0bHiCZen.............c.ocooiiiiiiiiiii i 57

5.2.1 Minimalizacja efektywnego wspélczynnika Poissona w konwencjonalnym plastrze

miodu 57
5.2.2 Minimalizacja efektywnego wspélczynnika Poissona w plastrze miodu re-entrant......... 62

5.2.3 Maksymalizacja efektywnego wspélczynnika Poissona w strukturze heksagonalnej re-

L= 01 = | PSP R PPP 65
5.2.4 Optymalizacja topologiczna za pomoca metody RAMP...........ccoocoovvvniiiiinninicnenens 70

5.2.5 Optymalizacja z r6wnymi wspélczynnikami Poissona materialéw wypekniajacych.... 72

5.2.6 Optymalizacja z wprowadzonym parametrem regularyzacji.........c.ccceccvvenecninnnnenn. 73

6  Optymalizacja topologiczna dwufazowych struktur chiralnych............ccocooviiiiiiniiiince, 76
6.1 Model oraz warunki DIrZEJOWE ............oiiiiiei e 76
6.2 Wyniki numeryczne optymalizacji dwufazowej struktury anty-tetra-chiralnej .............. 78

6.2.1 Minimalizacja efektywnego wspolczynnika Poissona przy grubosci struktury g = 0.025

Dl 78

7 Wplyw parametru penalizacji na wyniki optymalizacji topologicznej...................cccoooevirninine 85
7.1 Cel optymalizacji ze zmiennym wspolczynnikiem P.............ccoooeeviiiiiiiiinieee 85
7.2 Wyniki optymalizacji topologicznej (minimalizacja efektywnego wspolczynnika Poissona)
dla réznych wartosci parametru kary p dla réznych domen obliczeniowych. .............................. 86
7.2.1  Wyniki minimalizacji przy réznym p dla kwadratu 0 boku 0.1 M .......ccccoceiiiininnnnn. 86
7.2.2  Wyniki minimalizacji przy réznym p dla struktury anty-tetra-chiralnej..................... 91

7.2.3  Wyniki minimalizacji przy réznym p dla komorki heksagonalnego konwencjonalnego

PIASTIA MIOTU ...ttt b bbbt b e bbbttt b et ebe b e ebe e 95

8  Badania dynamiczne zoptymalizowanych StrUKLUL ............ccooeiiiiniiiinenneee e 100
8.1 Wyniki badan czestosci wlasnych dla kwadratu ................ccocoooiniiiiii, 100
8.2 Wyniki badan czestosci wlasnych dla heksagonalnego plastra miodu ............................ 102
8.3 Wyniki badan czesto$ci wlasnych dla struktury anty-tetra-chiralnej .........c.cccocoeenen. 104

O WWNIOSKI o 107

[IRY (T =1 (UL AT 109



Streszczenie

Niniejsza praca poswiecona jest zastosowaniu metod optymalizacji do uzyskania
struktur o minimalnym i maksymalnym wspoétczynniku Poissona. W poczatkowej czesci
pracy opisano definicj¢ optymalizacji, rodzaje metamaterialow auksetycznych, przyktady
ich zastosowania oraz wystepowania w naturze. Wykonano przeglad literatury dotyczacy
historii auksetykOw oraz uzycia metod optymalizacji topologicznej w dziedzinie
projektowania struktur. Proces optymalizacyjny w niniejszej pracy nastepuje poprzez
wypelnienie danego obszaru dwoma materiatami o realnych wilasciwosciach (modut
Younga, wspéiczynnik Poissona). Obszarami optymalizacyjnymi byly: warstwa
wewnetrzna kompozytu o ksztalcie kwadratu, struktury konwencjonalnego oraz
odwrotnego (re-entrant) plastra miodu oraz struktura o ksztalcie anty-tetra-chiralnym.
Optymalizacje przeprowadzono z zadaniem minimalizacji oraz maksymalizacji
wspotczynnika Poissona W celu uzyskania odpowiednich przemieszczen w ptaszczyznie
poprzecznej. Uzyskanie ujemnego wspolczynnika Poissona prowadzi do uzyskania
wlasciwosci charakterystycznych dla metamaterialow auksetycznych. W pracy do
uzyskania koncowych wynikoéw uzyto: Metody Elementow Skonczonych, schematu
interpolacji SIMP oraz RAMP prowadzacych do wyznaczenia koncowych efektywnych
wlasciwo$ci materiatow, a takze algorytmu MMA do poszukiwania optymalnej wartosci
funkcji celu. Wszystkie symulacje zostaty przeprowadzone za pomocg oprogramowania
COMSOL Multiphysics. Optymalizacje w obszarach obliczeniowych przeprowadzano
dla r6znych warto$ci wspotczynnika Poissona oraz modutu Younga dwoch materiatow
wypetniajacych, przy ré6znym procentowym udziatlom materialu o wigkszym module
Younga w catej geometrii oraz r6znych parametrach geometrycznych optymalizowanego
obszaru. Porownano réwniez wyniki optymalizacji z r6znym rodzajami i ggstoSciami
siatki elementow skonczonych, na ktore podzielony zostaje obszar optymalizacji. W
pracy nastepuje rowniez przedstawienie wynikéw uzyskanych za pomoca schematow
interpolacji SIMP i RAMP. W koncowych rozdziatach pracy dokonano poréwnania

wynikow dla réznych wartosci wymienionych parametréw.



Abstract

This work is devoted to the use of optimization methods to obtain structures
characterized by a minimal and maximal Poisson ratio. The initial part of the work
describes the definition of optimization, types of auxetic metamaterials, examples of their
applications and occurrence in nature. A literature review concerning the history of
auxetics and the using of topology optimization methods in the field of structure design
was made. The optimization process in this work is carried out by filling a domain with
two materials with real materials’ properties (Young's modulus, Poisson's ratio). The
optimization areas were: the core layer of the square-shaped composite, the hexagonal
and re-entrant structure of the honeycomb, and the anti-tetra-chiral structure. The
optimization was made with the goal of minimizing and maximizing the Poisson ratio to
obtain appropriate displacements in the transverse direction. Obtaining a Poisson's
negative coefficient leads to characteristic properties of auxetic metamaterials. In the
work, the final results were calculated based on: Finite Element Methods, SIMP and
RAMP interpolation schemes leading to the computing of the final effective material
properties, as well as the MMA algorithm to search for the optimal value of the objective
function. All simulations were carried out using the COMSOL Multiphysics software.
Optimizations in the domains were made for different values of Poisson's ratios and
Young's modulus of two filling materials, with different percentages of material with a
higher Young's modulus in the whole geometry and different geometrical parameters of
the optimized domain. The optimization results were also compared with different types
and densities of mesh in the Finite Element Methods. The work also presents the results
of optimizations using the SIMP and RAMP interpolation schemes. In the final chapters
of the work, the results were compared with different values of the above mentioned

parameters.
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1.1 Wprowadzenie

Optymalizacja wg definicji stownika jezyka polskiego to poszukiwanie
najlepszego mozliwego do osiaggnig¢cia przebiegu pewnego procesu lub rozwigzania
pewnego zadania czy zagadnienia. Zawsze odbywa si¢ ono za pomocg okreslonych metod
oraz posiada zdefiniowane kryteria badz kryterium oceny. Optymalizacja najczescie]
przebiega w okreslonych warunkach, stad na rozwigzanie narzucane sg pewne
ograniczenia zwigzane z warunkami zewngtrznymi.

Optymalizacja pelni wazng rolg w wielu dziedzinach zycia: w kazdym z jego
aspektow powinno si¢ dazy¢ do cigglego doskonalenia proceséw, osigganych wynikow
i prawidlowosci rozwigzan. W dziatalno$ci gospodarczej i technicznej czgsto przektada
si¢ na osiggany zysk, aw technicznej na uzyskiwanie najlepszych wlasciwosci
projektowanych elementéw budowlanych czy mechanicznych. Aby zaoszczedzi¢ zasoby:
naktady pracy, materiatu czy $rodki pieniezne optymalizacja konstrukcji odbywa sie¢ juz
na etapie projektowania konstrukcji.

W pracach [Kirsch1981, Brandt1978] dotyczacych projektowania konstrukcji
mechanicznych i budowlanych optymalizacja ma na celu wyznaczenie takich ksztattow
lub dobranie takiego materiatu konstrukcji, aby spetniat wczesniej zatozone kryteria.
Wyznaczenie rozwigzania nastgpuje za pomoca metod matematycznych. Po ustaleniu
kryteriow  optymalizacji, celu optymalizacji oraz zewngtrznych  warunkow
ograniczajacych optymalizacja staje si¢ problemem matematycznym, gdzie poszukuje si¢
ekstremum (minimum lub maksimum) funkcji lub funkcjonatu. Konieczna jest tutaj
rowniez odpowiednia dyskretyzacja konstrukcji.

W  zagadnieniach mechanicznych najczgéciej uzywanymi  Kryteriami
optymalizacji s3: osiaggniecie najwiekszej sztywnosci konstrukcji — poprzez
minimalizacje¢ potencjatlu sprezystego, wyrdwnanie wytezenia materiatu oraz osiggnigcie
minimalnej objetosci elementow. Czesto jako metody optymalizacji opisuje sie:
programowanie liniowe, programowanie nieliniowe, algorytmy heurystyczne (np.
metoda Monte Carlo lub algorytmy genetyczne), metody kryteriow optymalnosci, np.
fully stressed design oraz optymalizacja topologiczna.

Podejscie do procesu optymalizacji konstrukcji mechanicznych moze by¢

dwojakie: w pierwszym poszukiwany jest rozktad materialu w okreslonym wcze$niej



obszarze — wtedy podejscie takie nazywane jest materiatowym; w drugim natomiast
takiego okreslonego obszaru nie ma — i wtedy takie podejscie nazywa si¢ geometrycznym
[Bendsoe2003, Kutytlowski2004].

Wymienione wyzej] metody ze wzgledu na trudno$¢ jednoczesnego
sformutowania funkcji celu przy jednoczesnym speknieniu przyjetych ograniczen dzieli
si¢ na metody bezposrednie oraz posrednie. Metody bezposrednie, ktore korzystaja w
trakcie obliczen, jedynie z funkcji celu, to m.in. programowanie liniowe i nieliniowe,
algorytmy genetyczne, algorytm symulowanego wyzarzania, przeszukiwanie tabu.
Skupiaja si¢ one na bezposrednim poszukiwaniu funkcji celu w przestrzeni zmiennych
decyzyjnych. Metody posrednie (nazywane gradientowymi), do ktérych zalicza sig
metody kryteriow optymalnosci (ang. optimality criteria method), poszukujg minimum
funkcji celu, jednoczes$nie badajac warunki, jakie ona spetnia osiggajac swoje ekstremum.

Poczatkowo zastosowanie metod kryteriow optymalnosci w projektowaniu
konstrukcji mechanicznych bylo ograniczone. Czgsto stosowanym kryterium byla
minimalizacja masy i w tym podejsciu czesto stosowana byta optymalizacja wymiaréw
przekroju, gdzie poszukiwanie najlepszego rozwigzania ograniczalo si¢ jedynie do
znalezienia minimalnych wymiaréw zewnetrznych przekroju. Jesli poszukiwane byty
inne optymalne wymiary poza zewngtrznymi wtedy optymalizacj¢ taka mozna nazwac
optymalizacjg ksztaltu. Caty czas jednak projektowany obszar ma narzucone spore
ograniczenia w przestrzeni zmiennych decyzyjnych. Og6lny ksztalt jest narzucony, a
optymalizacji podlega wigcej wymiardw niz tylko zewnetrzne.

Optymalizacja topologiczna natomiast rozwigzuje problem najkorzystniejszego
wymiaru zewnetrznego, jak i wewngtrznego utozenia struktury, ilosci otwordw i ich
wymiarow, jednoczesnie bez narzucania jakichkolwiek parametrow geometrycznych czy
poczatkowych ksztaltow. Ten wiasnie rodzaj optymalizacji bedzie zastosowany do

rozwigzania problemu sformutowanego w niniejszej pracy.

1.2 Optymalizacja topologiczna

W poprzednim rozdziale opisano zagadnienie, jakim zajmuje si¢ optymalizacja
topologiczna. Optymalizacja taka musi posiada¢ funkcje celu oraz metode jej
poszukiwania. Wyro6znia si¢ kilka rodzajéw optymalizacji topologicznej rdznigcych si¢

przede wszystkim sposobem formutowania funkcji celu i metodami prowadzacymi do



uzyskania rozwigzania. Podzial na grupy zostal opisany szczegétowo w pracach
autorstwa Rozvany’ego [Rozvany1995, Rozvany2001a, Rozvany2001b].

Optymalizacj¢ topologiczng dzieli si¢ przede wszystkim na dwie zasadnicze
grupy: Layout Optimization (LO) oraz Generalized Shape Optimization (GSO).

W optymalizacjach typu LO [Lewinskil994a, Lewinski1994b] optymalizowane
sg struktury dyskretne — konstrukcje pretowe, gdzie optymalizacja polega na okresleniu,
ktore z poczatkowych elementéw sktadowych powinny pozostaé w optymalnym
rozkladzie, a ktore z nich powinny zosta¢ usunigte. Dodatkowo poszukuje si¢ najlepszego
potozenia weztow taczacych prety oraz przekroje poprzeczne pretow. Jednoczesnie wraz
z implementacjg okreslonej metody definiowane jest kryterium usuwania elementow
z bazowej struktury lub ich pozostawania.

Generalized Shape Optimization (GSO) to optymalizacja struktury ciaglej tzw.
kontinuum materialnego, ktore moze sktadac si¢ z jednego sktadnika (by¢ jednorodne)
lub sktadac¢ si¢ z kilku sktadnikow (jest kompozytem). Do osrodkéw cigglych zalicza si¢
rowniez ciatla porowate. Rozwigzywanym problemem w ramach optymalizacji jest
wypelienie materiatem oraz pustymi obszarami pewnego zadanego obszaru. W
procedurze poszukiwania najlepszego rozwigzania w sposob ciaggly zmieniajg si¢ granice
pomigdzy tymi obszarami. Metody GSO stosuje si¢ zazwyczaj, jesli istnieje duza ilos¢
materiatu wypetniajacego (podczas, gdy metody LO, gdy jest go niewiele) oraz materiat
jest ciggly (inna nazwa: optymalizacja kontinuum materialnego). Wewnetrznie GSO
mozna podzieli¢ na optymalizacj¢ topologiczng cial izotropowych, (ang. Isotropic-
Solid/Empty — ISE), cial anizotropowych (ang. Anisotropic-Solid/Empty — ASE) oraz
porowatych ciat izotropowych (ang. Isotropic-Solid/Empty/Porous — ISEP).

Jedna z metod optymalizacji topologicznej cial izotropowych jest metoda SIMP
(ang. Solid Isotropic Microstructure with Penalization). Podczas tego procesu powstaje
pewien sztuczny, fikcyjny materiat, ktdrego gestos¢ przyjmuje warto$ci z zakresu migdzy
zerem a warto$cig poczatkows. Metoda wymaga zdefiniowania sposobu interpolacji
wlasciwo$ci materiatowych w odpowiednich weztach modelu oraz ustalenia progu
wartos$ci gestosci materiatu fikcyjnego stuzacej decyzji o wypehieniu lub niewypehieniu
obszaru materiatem. Rozwigzanie w metodzie zalezy od warto$ci potegi funkcji stuzacej
do interpolacji wartosci odpowiedniej whasciwosci materiatu fikcyjnego. Warto$¢ ta
nazywana jest parametrem kary lub penalizacji. Metoda ta jest czesto stosowana
w optymalizacji topologii. Po raz pierwszy metoda SIMP zostata zastosowana w 1989 r.

przez Bendsge [Bendsge 1989]. W kolejnych latach doskonalono sposob sformutowania



warto$ci wlasciwos$ci optymalizowanej struktury oraz wptyw wyktadnika potegi funkcji
aktualizacji. Wg pracy [Jacobsen1997] rosngcy wyktadnik wplywa pozytywnie na
zbiezno$¢ rozwigzania.

Jako jeden zrodzajow SIMP mozna okreslic ATO (ang. Adaptive Topology
Optimization). Polega ona na adaptowaniu siatki podziatu w trakcie procesu
I jednoczesnym wygtadzaniu ksztattow struktury [Maute1995].

Inng metodg interpolacji wtasciwos$ci materiatu podczas optymalizacji jest metoda
RAMP (ang. Rational Approximation of Material Properties) [Bendsge2003].. Jest to
aproksymacja wtasciwos$ci materiatu za pomoca funkcji wymiernych. Mozna ja podobnie
jak metode SIMP, zastosowa¢ do aproksymacji wlasciwosci materiatu.

Kolejnym rodzajem metod GSO jest OMP (ang. Optimal Microstructure with
Penalization). W metodzie tej optymalizuje si¢ mikrostrukturg i z tego powodu zwigksza
si¢ liczba niewiadomych niezaleznych parametréw (np. w 2D istniejg trzy niezalezne
parametry: dwie grubosci oraz kierunek zorientowania mikrostruktury [Olhoff1997].

Metoda NOM (ang. Near Optimal Microstructure) jest rodzajem optymalizacji
topologicznej, w ktorej w wiekszosci nie stosuje si¢ parametru penalizacji, ale z tego
powodu rozwigzanie moze nie by¢ zbiezne. W tym przypadku, aby tego unikngé
stosowane jest postepowanie zastgpujace zwykla penalizacje, tj. tzw. penalizacje o
ustalonym poziomie. Prowadzi to do zwigkszenia zbieznosci rozwigzania. Pozytywnym
aspektem metody jest implementacja z mniejsza liczbe niezaleznych parametréw dla
kazdego elementu niz w metodzie OMP [Bendsge1988].

Kolejnym rodzajem metod uzywanych w optymalizacji topologicznej sa
algorytmy genetyczne. Sposob dziatania algorytmow genetycznych oparty jest
biologicznym pojeciu replikacji fancuchow DNA. Podstawowe cechy algorytmow to:
prowadzenie poszukiwan rozwigzan w wielu punktach, parametry zadania optymalizacji
posiadajg posta¢ zakodowang, do wyboru i tworzenia nowych rozwigzan stosuje si¢
reguty ewolucyjno-probabilistyczne, wykorzystanie do poszukiwan latwo obliczalnej
wartosci funkcji celu, wolne s3 od ograniczen naktadanych na przestrzen poszukiwan (np.
ciaglos¢, istnienie pochodnych oraz unimodalno$¢ funkcji celu), uniwersalno$¢ 1 prostota
implementacyjna [Burczynskil999, Kital999].

Metoda ESO (ang. Evolutionary Structural Optimization), ktora funkcjonuje
réowniez pod nazwa SERA (ang. Sequential Element Rejections and Admissions) jest
kolejng metoda optymalizacji topologicznej. Jest to metoda oparta na prostej koncepcji

stopniowego usuwania nieefektywnego materiatu ze struktury w trakcie jej
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projektowania. Jej szczegdtowy opis mozna znalezé w pracy [Xiel999]. Przyktad
zastosowania metody SERA mozna znalezé w pracy Rozvany’ego i1 Querina
[Rozvany2001c]. Wyniki wykazuja, iz nie zawsze prowadzi ona do uzyskania
rozwigzania optymalnego. Tak wigc dotychczas SERA jest metoda raczej intuicyjng, dla
ktorej nie ma dowoddw istnienia rozwigzania optymalnego.

Metoda babelkowa - BM (ang. Bubble Method) polega na iteracyjnym
umieszczaniu otworow (bgbelkéw) w optymalizowanej geometrii. Funkcja celu polega
na okres$leniu najlepszego wektora okreslajgcego potozenie otworu. Jest to metoda bedaca
przyktadem tzw. geometrycznego opisu problemu optymalizacji topologii
[Eschenauer1993, Eschenauer1994, Eschenauer1995].

W kolejnych rozdzialach opisane beda wyniki implementacji metody SIMP oraz
RAMP dla zastosowania izotropowego ze zmieniajacym si¢ wspotczynnikiem
penalizacji. Celem optymalizacji topologii bedzie uzyskania dwufazowej optymalnej

struktury auksetycznej, tzn. posiadajacej minimalny mozliwy wspotczynnik Poissona.

1.3 Motywacja, cel i teza pracy

1.3.1 Motywacja

Jedna z mozliwych dziedzin dziatalnosci inzynierskiej, ktora moze by¢ Zzrodtem
innowacji, jest tworzenie materiatdw, wzglednie struktur materiatowych, ktdrych
zachowanie wyglada inaczej niz tych powszechnie stosowanych. Jedng z grup materiatow
0 nieintuicyjnych wtasciwosciach sa metamateriaty auksetyczne, wykazujace w pewnych
lub wszystkich kierunkach ujemny wspotczynnik Poissona. Implementacja metod
dwufazowej optymalizacji topologicznej pozwala na minimalizacje wartosci
efektywnego PR (ang. Poisson’s ratio — wspotczynnik Poissona) az do zakresu warto$ci
ujemnych. Prowadzi to do mozliwosci szerszego niz obecnie zastosowania auksetykow
w rdznych dziedzinach przemystu. Moze tez prowadzi¢ do poszerzenia i ulepszenia
efektu w obecnych zastosowaniach, np. ochrony przed wybuchami, zderzeniami,
ochronie budynkéw przed zewngtrznymi czynnikami (np. pokrywa $niezng, trz¢sieniami
Ziemi), polepszeniem ergonomii stanowisk pracy, zabezpieczeniem czgsci ciata

cztowieka podczas pracy lub jako elementy wspomagajace ludzkie organy.
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1.3.2 Cel pracy

1. Celem pracy jest uzyskanie w zadanych strukturach minimalnego mozliwego
wspotczynnika  Poissona  poprzez ~ wypelienie jej dwoma  materiatami
0 konwencjonalnych wtasciwosciach. Materialy uzyte w symulacjach w niniejszej pracy
sa jedynie przyktadowymi. Dla celow konkretnych zastosowan mozna uzy¢ innych
dostepnych materiatléw spetniajacych dane wymagania.

2. Celem jest réwniez pokazanie, iz pewne struktury niewykazujgce efektu
auksetycznego, bedac zbudowane z jednej fazy dowolnego materiatu, jesli zostang
zbudowane z optymalnie roztozonych dwoch faz, beda ten efekt wykazywac.

3. W pracy zostanie rowniez przedstawione porownanie wynikéw optymalizacji dla
réznych warto$ci wybranych parametrow (moduly Younga dwoch faz, stosunek
procentowy obu materiatow w catym obszarze obliczeniowym).

4, Poréwnanie wynikoéw optymalizacji z uzyciem réznych schematow interpolacji
(RAMP, SIMP), analiza wpltywu gegstoSci siatki oraz wprowadzenia parametru

regularyzacji w procesie optymalizacji.

1.3.3 Teza pracy

Mozliwe jest, w wyniku zastosowania metod optymalizacji topologicznej
potaczonej z metoda MES, uzyskanie dla modelu ztozonego z dwoch materiatow bardzo
niskiego wspotczynnika Poissona w jednym z kierunkow, nawet jesli model ztozony
Z jednego materialu nie wykazuje zachowania auksetycznego. Dodatkowo, jesli model
jednofazowy wykazuje takie wtasciwosci w pewnych kierunkach, to rozwigzanie zadania
optymalizacyjnego takie zachowanie poglebia (wspotczynnik Poissona jest jeszcze
mniejszy). Mozliwe jest rowniez, iz w wyniku optymalizacji dwufazowej, model, ktory
jednofazowo jest auksetyczny, przestaje nim by¢ i1 zaczyna wykazywa¢ dodatni

efektywny wspotczynnik Poissona.

1.4 Uklad pracy

Praca dotyczy zastosowania metod optymalizacji topologicznej do uzyskania

odpowiednich ~ wartosci  efektywnego  wspoélczynnika  Poissona.  Obliczenia
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przeprowadzono dla réznych ksztattéw obszaru obliczeniowego réznych geometrii.
Czeg$¢ znich, bedac zbudowana z jednego materialu wykazywata juz zachowanie
auksetyczne, inne za$ nie. Wyniki obliczen otrzymano dla réznych wiasciwos$ci
materiatow wypehiajacych, za pomoca roznych metod wyznaczania wilasciwosci
struktury wynikowej oraz dla roéznych gestosci siatki elementéw skonczonych w
geometrii. Wszystkie symulacje przeprowadzono w programie COMSOL Multiphysics.

W rozdziale drugim opisano przedmiot optymalizacji — metameteriaty
mechaniczne, a ws$rod nich grupe struktur nazywanych auksetykami. Podano ich
charakterystyczne zachowania pod wptywem obcigzenia oraz ich obecne zastosowania
w przemys$le i innych dziedzinach zycia. Opisane zostaly najbardziej powszechne
i charakterystyczne grupy materialdw o ujemnym wspotczynniku Poissona.

W rozdziale trzecim opisano metody i algorytmy obliczeniowe, ktore zostaty
uzyte w symulacjach komputerowych. Pierwsza z nich jest metoda elementow
skonczonych (MES), za pomoca ktoérej mozna zamodelowa¢ zachowanie ztozonych
struktur pod wptywem obciazenia. Osiagane jest to przy pomocy dyskretyzacji, czyli
podziatu struktury na skonczong ilo§¢ elementow. Zaprezentowano schematy interpolacji
SIMP oraz RAMP, ktére stuza do opisu efektywnych wtasciwosci struktury, takich jak
modul Younga i1 wspotczynnik Poissona. W rozdziale opisano réwniez sposob
definiowania efektywnego wspotczynnika Poissona, a takze algorytm poszukiwania
optymalnej wartosci funkcji celu: metode MMA — Metod¢ Ruchomych Asymptot.

W rozdziale czwartym pokazano pierwsze wyniki zoptymalizowanych struktur
W obszarze warstwy §rodkowej kompozytu. Przeprowadzono optymalizacj¢ dla réznych
warto$ci procentowego udzialu materialu o wigkszym module Younga, réznych
stosunkach modutow Younga wypetniajacych materialow oraz grubosci warstw
zewnetrznych kompozytu. Dokonano réwniez opisu warunkow brzegowych modelu,
wlasciwosci obu materiatow wypetiajacych obszar optymalizowany. Pokazano réwniez
mozliwo$¢ maksymalizacji liczby Poissona w modelu. W obszarze o ksztalcie kwadratu
zostaly zaprezentowane roznice w wynikach optymalizacji dla réznych gestosci siatki.
Przedstawiono rowniez rdéznice w wynikach, jesli materiaty wypelniajace maja takie
same lub r6zne wspotczynniki Poissona.

Rozdzial piaty opisuje optymalizacj¢ dwufazowa wspdlczynnika Poissona
W obszarze o ksztalcie tzw. ,,plastra miodu” konwencjonalnego oraz tzw. re-entrant,
powstatego przez utworzenie w sze$ciokatnym plastrze katow wklestych. Dokonano

optymalizacji dla réznych warto$ci procentowego udziatu materiatu o wigkszym module



13

Younga i réznych ich stosunkach mig¢dzy materiatami wypetniajagcymi. Pokazano, ze
w modelu, ktory bedac jednofazowy wykazuje dodatni wspdtczynnik Poissona (plaster
miodu konwencjonalny), po optymalizacji wykazuje ujemny wspotczynnik Poissona.
Rowniez plaster miodu re-entrant, bedgc zbudowany z jednego materiatu wykazuje
minimalng ujemng liczb¢ Poissona na poziomie -1.8, natomiast po optymalizacji
dwufazowej jest ona jeszcze mniejsza. Po rozwigzaniu odwrotnego zadania optymalizacji
w plastrze miodu re-entrant, zlozonym z dwoch faz, mozna uzyska¢ dodatni
wspoétczynnik Poissona. Dla obszaru optymalizowanego o ksztalcie konwencjonalnego
plastra miodu poréwnano wyniki optymalizacji z uzyciem schematu interpolacji SIMP
oraz RAMP. Zostal réwniez sprawdzony wplyw na wyniki wprowadzenia do
optymalizacji parametru regularyzacji o r6znych warto$ciach.

W rozdziale szoéstym pokazano wyniki optymalizacji dwufazowej w obszarze
struktury anty-tetra-chiralnej, dla roznych grubosci tacznikoéw i weztdéw w tym modelu
oraz dla roznych stosunkéw moduléw Younga i procentowego udziatu struktury
materiatu o wigkszym module Younga.

W rozdziale si6dmym opisano obliczenia, dla réznych warto$ci parametru
p w modelu interpolacyjnym SIMP. Badania przeprowadzono dla struktur: warstwy
srodkowej kompozytu, struktury o ksztalcie konwencjonalnego plastra miodu oraz
struktury anty-tetra-chiralnej.

Rozdzial 6smy opisuje badania dynamiczne juz zoptymalizowanych struktur
dwufazowych. Pokazano czestosci wiasne dla wybranych ksztaltéw juz po wykonaniu
procedury minimalizujacej wspotczynnik Poissona.

Rozdziat dziewigty zawiera podsumowania i wnioski.

Na koncu znajduje sig lista publikacji, z ktérych korzystano podczas powstawania

niniejszej rozprawy doktorskiej.
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2 Przedmiot optymalizacji

2.1 Metamaterialy auksetyczne

Metamateriat to rodzaj materiatu, ktérego wiasnosci zaleza od jego struktury
w skali wickszej niz czasteczkowa. Sa to zwykle ztozone materiaty kompozytowe, ktore
mozna  zaprojektowa¢ tak, aby wykazywaly odpowiednie = wlasciwosci
elektromagnetyczne, akustyczne lub mechaniczne [Banerjee2011]. Wsrdd tych
wlasciwosci moga wystepowaé tak niekonwencjonalne zachowania jak: ujemny
wspotczynnik zatamania $wiatta, ujemne wspotczynniki przenikalnosci magnetycznej
czy elektrycznej oraz ujemny modut S$cisliwosci ujawniajacy si¢ pod wplywem
odpowiednich wzbudzen. Mechanika metamateriatdéw i ich zachowanie, gdy zostang
poddane r6znym rodzajom odzialywan jest czgsto sprzeczna z intuicja. Z tego powodu
czesto sa poddawane krytyce, ale jednoczesnie sg bardzo ciekawym Zrdédtem dalszych
badan i posiadajg duze pole do uzycia w réoznych dziedzinach, oczywiscie w wypadku
wystgpienia duzej intensywnosci ,,ujemnych” wlasciwosci.

Jedng z grup nalezacych do metamaterialdw mechanicznych sa materiaty
0 uyjemnym wspotczynniku Poissona, ktdre nazywane sg auksetykami. Nazwa pochodzi
Z jezyka greckiego (,,auxetos”) i oznacza ,,ten, ktoéry ma tendencje do wzrostu”. W wielu
pozycjach naukowych po 1l wojnie §wiatowej wzmiankowano o mozliwo$ciach struktur
z ujemng liczba Poissona. W pracy Gibson [Gibson1982] opisano mozliwos¢ jego
wystgpienia w dwuwymiarowych strukturach komorkowych. W pracy Almgrena
[Almgren 1985] opisano izotropowa struktur¢ tréjwymiarowg ze wspotczynnikiem
Poissona rownym -1. Pierwsza publikacja, gdzie zaprezentowano wlasciwosci
wyprodukowanych syntetycznych materialow auksetycznych ukazata si¢ w 1987 r. pod
tytutem ,,Struktury piankowe z ujemnym wspotczynnikiem Poissona” autorstwa R.
Lakesa [Lakes1987]. Czgsto podawana jest ona jako rewolucyjna, po publikacji ktorej
zdecydowanie wzrosto zainteresowanie materiatami ,,ujemnymi”’. W powyzszej pracy nie
padio jednak okreslenie auksetyk. Zostalo ono uzyte po raz pierwszy przez K. Evansa z
Uniwersytetu Exeter w Wielkiej Brytanii, ktory wytworzyl mikroporowaty polietylen z
ujemnym wspoétczynnikiem Poissona [Evans1991a, Evans1991b]. Uzywano poczatkowo
rowniez innych nazw: ,anty-guma” (J. Glieck) oraz ang. ,dilational elastic

metamaterials” [Milton1992]. Do dzi§ prowadzone sg badania majgce na celu opisanie
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wlasciwos$ci istniejagcych materialdow z ujemnym wspotczynnikiem Poissona oraz
tworzenie catkiem nowych struktur. Kolejnym krokiem jest uzycie ich w zastosowaniach
przemystowych.

Wspotczynnik Poissona definiowany jest jako ujemny stosunek odksztatcen

poprzecznych do odksztatcen wzdtuznych:

v=-—% (2.1.1)

Znak minus we wzorze jest konsekwencja przyjecia znaku zaktadajacego, ze

wydtuzenie jest dodatnim odksztatceniem, a skrocenie ujemnym (Rys 2.2.1).

A B

v<O0

Rys. 2.1.1. A - przedstawienie odksztalcenia materialu o dodatnim wspdtczynniku
Poissona pod wplywem rozciggania, B - przedstawienie odksztalcenia materiatu

auksetycznego pod wptywem rozciggania

Wspotezynnik Poissona dla materialéw izotropowych osigga warto$¢ pomigdzy
- 1a 0.5 dla przestrzeni trojwymiarowej, natomiast dla dwuwymiarowej wartosci mi¢dzy
- 1a 1. Materialy i struktury anizotropowe nie posiadaja takich ograniczen i wspotczynnik
Poissona dla nich moze przyjmowa¢ dowolne wartosci W kazdym Kkierunku. Dla
najpowszechniej uzywanych materiatow konstrukcyjnych wspotczynnik Poissona osigga
wartosci 0.27 — 0.3 (stal), 0.2 (beton). Skrajne wartosci sg osiggane dla niektorych
tworzyw sztucznych, gdzie wartos¢ wynosi niemal 0.5 (guma); dla niektorych gatunkow

drewna warto$¢ wynosi ok. 0.
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Ujemna warto$¢ wspolczynnika Poissona zmienia zachowanie materiatu pod
wplywem odksztatcenia. Zmieniajg si¢ wartosci, jak réwniez ich wzajemna relacja,
modutow sprezystosci objetosciowej K (tzw. modut Helmholtza) oraz odksztatcalnosci
postaciowej G (tzw. modut Kirchhoffa). Zwigzki powyzszych modutow i wspotczynnika

Poissona podane sag we wzorach ponizej:

E

K = E 2.1.3
T 3(1-2v) (213)
G = £ 2.1.4

C2(14v) 214
K_1+v 915
G 1—v (2.1.5)
3K_1+v 216
26 1-2v (2.1.6)

Wz0r (2.1.2) obowigzuje dla modutu sprezystosci objetosciowej dla przypadku
dwuwymiarowego, natomiast (2.1.3) dla trojwymiarowego. Wzoér na modut Kirchhoffa
(2.1.4) obowigzuje dla obu przypadkow. Z wymienionych wzorow wynikaja
odpowiednie zaleznosci dla modelu 2D (2.1.5) oraz modelu 3D (2.1.6).

Radykalne zmniejszenie wspotczynnika Poissona powoduje zmniejszenie modutu
sprezystosci objetosciowej K oraz zwigkszenie modutu odksztatcalnosci postaciowej
G. Jednoczes$nie stosunek wielkosci K/G rowniez maleje, co mozna interpretowac jako
zmiang (zmniejszenie) podatnosci materialu na odksztalcenie postaciowe — poprzez
zwigkszenie warto$ci modutu Kirchhoffa. Natomiast materiat auksetyczny jest bardziej
podatny na odksztatcenie objetosciowe — staje si¢ bardziej $cisliwy. Zjawisko takie jest
opisane w literaturze dla auksetycznych pianek oraz struktur czgsteczkowych
0 wlasciwos$ciach auksetycznych [Lakes1987, Friis1988, Haeri1l992, Baughmanl1998,
Hall2008].
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Materiaty auksetyczne charakteryzuja si¢ rowniez lepsza ochrong przed
drganiami, powoduja zwigkszenie ochronnych wiasciwosci struktur [Webber2008,
Lakes1993, Chan1998] i zwickszenie mozliwosci absorpcji energii [Bezazi2007], niz
materiaty o dodatnim wspoétczynniku Poissona. Struktura wewngtrzna jest uksztaltowana
w taki sposob, aby odksztalcenie struktury nastgpowato w kierunku wewnetrznym,
powodujac zageszczenie materialu w odpowiednim obszarze. Skutkiem takiego
zachowania jest wzmocnienie wytrzymato$ci czgsto w miejscu naprezen. Jest to zwigzane
z tym, iz w materiale o ujemnym wspoétczynniku Poissona energia wewnetrzna zwigzana
z naprezeniem rozprowadzana jest po wigkszym obszarze, co skutkuje zmniejszeniem
koncentracji napr¢zen — zmniejszana jest podatno$¢ na uszkodzenie, zwigksza si¢
odpornos$¢ na pegkanie.

Praktycznymi przyktadami korzysci zwigzanych z matg wartoscig wspotczynnika
Poissona sg np. zdolno$¢ do formowania synklastycznej (ksztatt ,kopuly”) krzywizny
pod wplywem poza-ptaszczyznowego zginania [Burke1997], podczas gdy w wypadku
wigkszej wartosci liczby Poissona tworzy si¢ krzywizna antyklastyczna. W przypadku
prostego zginania okragtej ptyty sitg skupiong lub ciagta (Rys 2.1.2 — 2.1.3), wartos¢ jej
ugiecia zalezy od liczby Poissona i jesli jej warto$¢ jest mata — rowniez strzatka ugigcia f

dazy do 0. Przypadek ten ilustrujg ponizsze wzory (2.1.7, 2.1.8):

3(1 —v?) Pr?
3(1 —v?) gqrt
I="Tex ER® (21.8)

gdzie pierwszy opisuje sytuacje, w ktorej na okragla plyte dziata obcigzenie skupione, a

w drugim ciagte.

Rys. 2.1.2 Przekroj przez okragla ptyte obciazong sita skupiong P, r — promien, h —

grubos¢, f - ugigcie
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Rys. 2.1.3 Przekroj przez okragla ptyte obcigzong ciggle o intensywnosci (], I — promien,

h — grubosé¢, f - ugigcie
2.2 Zastosowania auksetykow

Auksetyki dzigki wyzej wymienionym korzystnym wiasciwosciom moga zostaé
uzyte w wielu obszarach przemystowych zastosowan, w ktorych ich zachowanie jest
szczegoOlnie istotne ze wzgledu na funkcjonalno$¢ i przydatnosé¢. W budownictwie
przyktadem zastosowania jest ochrona budynkéw przed nadmierng pokrywa $niezng
[Park2015] — nacisk pokrywy na dach z materiatu auksetycznego powoduje jego
odksztatcenie w taki sposéb, iz nadmiar $niegu spada z pokrywy dachowej (Rys. 2.2.1).
Struktura o ujemnym wspotczynniku Poissona moze zostaé uzyta réwniez jako
fundament budynkdéw o charakterze ochronnym przed trzgsieniami Ziemi — gdzie
ograniczony zostaje niszczacy wplyw trzesienia poprzez absorpcje energii przez materiat
auksetyczny. Dzigki zdolnosci absorpcji drgan elementy z ujemnym wspotczynnikiem
Poissona uzywane s3 do budowy membran filtrow o zmiennej przepuszczalnosci
[Alderson2000, Rasburn2001], materiatow z pamigcig ksztattu [Bianchi2010], thumikow
akustycznych [Howell1994, Scarpa2004].

pokrywa sniezna

/\

auksetyczny dach

Rys. 2.2.1 Tlustracja efektu odksztatcenia dachu powodujacego zsunigcie si¢ z niego

niebezpiecznej pokrywy $nieznej
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W motoryzacji i inzynierii wojskowej rowniez przydatny jest charakter
odksztalcenia struktur o ujemnym wspotczynniku Poissona. Elementy auksetyczne
stosowane sg jako ttumiki w budowie pojazdéw o ekstremalnie wysokiej odpornosci na
wybuchy oraz zderzenia. Odpowiednie odksztalcenie elementow zderzaka lub karoserii
auta moze doprowadzi¢ do zmniejszenia obrazen uczestnikow zderzen i kolizji ito
zarObwno osob podrozujagcych w pojezdzie, jak i osob na zewnatrz (Rys. 2.2.2)
[Imbalzano2017].

- IEDs

Rys. 2.2.2 Pojazd wzmocniony elementami auksetycznymi o zwigkszonej odpornosci na

wybuchy i eksplozje [Imbalzano2017]

Odpowiedni sposob odksztalcenia pod wptywem napre¢zenia czyni z auksetykow
materiat ochronny, ktory zastosowany moze by¢ w elementach chronigcych ludzi przed
kontuzjami czy skutkami uderzen. Tworzone s3 z nich ochronne kaski, obuwie, kamizelki
kuloodporne czy ochraniacze na kolana i golenie. Zastosowanie struktur o ujemnym
wspotczynniku Poissona moze mie¢ wymiar nie tylko zwigkszenia bezpieczenstwa, ale
I zwyktej poprawy ergonomii. Siedzenia (Rys. 2.2.3), odziez czy buty wykonane z
auksetykdéw bardzo tatwo dopasowujg si¢ do ksztaltu ciala czlowieka (Rys. 2.2.4)
poprawiajac ergonomi¢ i komfort osoby siedzacej na siedzeniu lub noszacej odziez czy
buty. Tworza roéwniez elementy zabezpieczajace transport wrazliwych materiatow
odpowiednio rozktadajac naprezenia spowodowane wstrzgsami czy innymi

niedogodnosciami zwigzanymi z przewozeniem tych materiatow.
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Rys. 2.2.3 Siedzenie wykonane z materiatu auksetycznego o zwigkszonej ergonomii

[Park2015]

Rys. 2.2.4 Odziez samo-dopasowujaca si¢ do ksztaltu rgki pozwala na zwigkszenie

komfortu noszacego [www1]

Materialy o ujemnym wspoélczynniku Poissona stosowane sg réwniez w naukach
biomedycznych. Zbudowane z nich sa bandaze, ktére skutecznie uciskajg rang
doprowadzajac do szybszego wyleczenia (Rys. 2.2.5), a takze tzw. stenty, ktore prowadza
do zwigkszenia przekroju, przez ktory przeptywa krew tworzac pewien rodzaj sztucznych
naczyn krwionosnych odpornych na niebezpieczne przewgzenie przekroju naczynia
(Rys. 2.2.6).

Wiasciwosci auksetyczne posiadajg niektore struktury, ktdre istniejg w przyrodzie
1 ich auksetyczno$¢ jest naturalna. Sg to niektére Sciggna 1 tkanki w ciatach ludzi
| zwierzat, jak skora niektorych zwierzat, kosci ggbezaste [Williams 1982], skoéra krow
[Lees1991], sciegna Achillesa [Gatt2015], jak rowniez naturalnie wystgpujace mineraty
0 nazwie augit, krystobalit [Yeganeh-Haeri1992, Burke1997]. Takze niektore zwigzki

chemiczne jak siarczek zelaza [Lovel944]; pierwiastki: arsen, bizmut [Gunton1972] oraz
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kadm [Li1976]. W specyficznym krystalograficznym kierunku wtasciwosci auksetyczne
wykazuja otrzymane w sposob laboratoryjny pierwiastki gazéw szlachetnych w stanie
statym. Tworza one sie¢ regularng ptasko centrowang [Baughman1998]. Wspotczynnik
Poissona w okolicy zera lub minimalnie ujemng posiadajg takze niektdre rodzaje drewna
(dab korkowy) [Stavroulakis2005].

Rys. 2.2.5 Sciegno Achillesa w niektorych kierunkach wykazuje ujemny wspotczynnik
Poissona [Gatt2015]

Artery

\

i

i i

-
i
b
o

Auxetic PTFE
flexible sheath

Rys. 2.2.6 Auksetyczny PTFE (poli-tetra-fluoro-etylen) wprowadzony do naczynia

krwiono$nego [www2]

2.3 Podzial struktur o ujemnym wspoélczynniku Poissona

Od czasu zaproponowania pierwszej struktury —auksetycznej zostato
zaprojektowanych wiele modeli struktur, aby uzyskaé efekt wystgpowania ujemnego
wspotczynnika Poissona. Sa to modele struktur, ktore wystgpowaly zaréwno w skali

makro, skali mikro, jak i w skali czasteczkowej. W skali makro efekt auksetycznosci
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pojawia si¢ w wyniku dziatania prostych mechanizméw w strukturach ztozonych z
powtarzajacych si¢ identycznych komoérek (struktury periodyczne).

Materiaty auksetyczne w makroskali mozna podzieli¢ na struktury nastepujacych
typow: plastrow miodu re-entrant, chiralne i antychiralne, obracajacych sie¢ figur,
gwiazdowe, ,,missing rib”, ,,double arrowhead” lub plastrow kagome. W skalach mikro-
I czasteczkowej mozna wyrozni¢ auksetyczne pianki, mikroporowate polimery oraz
polimery ciektych krysztatow.

Jednym z najwcze$niej opracowanych modeli struktur z ujemnym
wspotczynnikiem Poissona sg struktury plastrow miodu ,,re-entrant”. Przymiotnik ,,re-
entrant” oznacza, iz ksztalt posiada W swojej budowie kat wigkszy niz 180° skierowany
do wewnatrz. Po raz pierwszy ksztalt re-entrant w formie powtarzajacych si¢ komoérek
zostat opublikowany w pracy [Gibson1982]. Ponizej zostat przedstawiony najbardziej
podstawowy model heksagonalnej komorki re-entrant (Rys. 2.3.1). Liczba Poissona
takiej pojedynczej komorki [Gibson1982] jest okreslana zgodnie z wzorem (2.3.1):

sin (% + sin8)
= 2.3.1
v cos? 6 ( )

gdzie: h, I, 8 sa parametrami geometrycznymi komorki re-entrant.

W trakcie wielu lat badan zostalo opracowanych wiele bardziej
skomplikowanych modeli o ujemnym wspotczynniku Poissona m.in. [Gibson1997,
Evans1994, Choi1995a, Choi1995b, Master1996, Chan1997, Blumenfeld2005].

h

Rys. 2.3.1 Podstawowa heksagonalna komérka struktury plastrow miodu re-entrant

Kolejnym modelem struktury auksetycznej w skali makro sg tzw. struktury

chiralne, po raz pierwszy zaprezentowane w kontek$cie ujemnego wspdiczynnika
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Poissona przez Pralla i Lakesa w pracy [Prall1996]. Stowo chiralne oznacza fizyczng
wlasciwo§¢ zdolnosci do obrotu. Pojedyncza auksetyczna struktura sklada sie¢
Z centralnych weztow, ktorymi sg okregi, prostokaty lub inna geometria oraz tgcznikow
(ang. ligaments). Struktura chiralna powstaje poprzez potaczenie wiclu pojedynczych
komorek. Efekt auksetyczny uzyskiwany jest poprzez zawijanie i odwijanie tacznikow
wokot weztow w reakceji na zadang site. W przeprowadzonych w pracy Pralla i Lakesa
[Prall1996] teoretycznych i eksperymentalnych badaniach warto$¢ liczby Poissona dla
podstawowej struktury chiralnej okreslono na ok. -1. Przyktad pojedynczej komorki oraz
struktury zostat przedstawiony na Rys. 2.3.2. Liczb¢ Poissona dla struktury opisuje si¢
wzorem [Prall1996]:
- 4(t/L)?
(t/L)*cos? B+ 1 —cos? B + 3(t/L)?

+1 (2.3.2)

gdzie: t — grubo$¢ tacznikow, L, f — wielko$ci geometryczne opisane na Rys. 2.3.2.

N

Rys. 2.3.2 Przyktad struktury heksa-chiralnej: pojedyncza komorka oraz struktura

chiralna powstata ze ztozenia pojedynczych komorek

Struktury chiralne mozna podzieli¢ ze wzgledu na dwa kryteria: ilo§¢ tacznikow,
ktore taczg si¢ w jednym wezle oraz SposOb potagczenia pomigdzy pojedynczymi
komorkami. Liczba tgcznikow wychodzacego z jednego wezta struktury chiralnej to
najczesciej trzy, cztery lub sze$¢ i wtedy odpowiednio nazywa je sig tri-, tetra- lub heksa-
chiralnymi. Pojedyncze komorki moga by¢ taczone miedzy soba poprzez ich zwykla
multiplikacje lub poprzez taczenie ze sobg komorki i jej lustrzanego odbicia, a nastepnie

multiplikacje tej pary. W pierwszym przypadku struktury nazywa si¢ po prostu
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chiralnymi, natomiast w drugim dodaje si¢ przyrostek anty-. W pracy [Ruzzene2011]
zostaly zbadane kolejne modele struktur chiralnych m.in. poprzez wprowadzenie
elastycznosci weztow. Statyczne i dynamiczne zachowanie takiej struktury byto badane
w pracach [Liu2012, Bacigalupo2014]. Rysunki 2.3.3 — 2.3.6 przedstawiaja struktury
chiralne i anty-chiralne przy roéznej ilosci tacznikow dochodzacych do wezta.
Najmniejszy wspotczynnik Poissona uzyskano dla struktury anty-tetra-chiralnej —
wynoszacy -1.839 [Prall1996].

o

Rys. 2.3.3 Struktura tri-chiralna oraz tetra-chiralna

O ‘zéz‘,‘g. 0790~ @,

EEE
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Rys. 2.3.5 Struktura anti-tri-chiralna oraz anti-tetra-chiralna
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Rys. 2.3.6 Struktura anti-heksa-chiralna

Innym modelem struktur, ktére moga posiada¢ wilasciwosci auksetyczne sg
struktury sktadajace si¢ z tzw. sztywnych lub pétsztywnych obracajacych si¢ jednostek
(np. Rys. 2.3.7 — 2.3.8). Tymi jednostkami sg trojkaty, prostokaty lub kwadraty, ktore
tworzac potaczong strukture obracaja si¢ pod wptywem obcigzenia, prowadzac do efektu
auksetycznego. Poczatkowo struktura ta byta uzywana tylko do uzyskania ujemnego
wspotczynnika Poissona w skali mikro, ale zostaly opracowane modele, ktore sg uzywane
w skali makro w zakresie liniowej i nieliniowej teorii sprezystosci. Modele struktur z
obracajacymi si¢ jednostkami byly rozwijane przez Grima [Grima2005a, Grima2005b,
Grima2008a, Grima2008b]. Struktury potaczonych ze soba trojkatow, ktore sa
auksetyczne nazywa si¢ rowniez plastrami Kagome (ang. Kagome lattice) [Gaspar2005].

PRITTLH P

Rys. 2.3.7 Struktura obracajacych si¢ trojkatow rownobocznych: 5 etapdw nastepujacych

po sobie w wyniku dziatania silty

Rys. 2.3.8 Struktura obracajacych si¢ trojkatow: przedstawienie wymiaréw 1 katow

w trdjkacie
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Liczba Poissona dla struktury obracajacych si¢ trojkatow obliczana jest zgodnie
ze wzorem (2.3.3) [Grima2005a]:

b cos(a + %) +a cos(g)

v= (2.3.3)

tan(2a + %)b sin(a + %) +a sin(g)
gdzie: a, b, o, f — wielko$ci geometryczne struktury, jak na Rys. 2.3.8.

Kolejnymi strukturami sktadajgcymi si¢ z pojedynczych komorek, ktore moga
wykazywac wlasciwosci auksetyczne sg struktury gwiazdowe (ang. star-like) [Theocaris
1997] (Rys. 2.3.9), struktury double-arrowhead (Rys. 2.3.10) i struktury ,,missing rib”
[Ali2014] (Rys. 2.3.11).

Rys. 2.3.9 Przyktad potaczonych ze soba komorek struktury gwiazdowe;j

oy
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Rys. 2.3.10 Przyktad potaczonych ze sobg komorek struktury ,,double arrowhead”
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Rys. 2.3.11 Przyktad potaczonych ze sobg komorek struktury ,,missing rib”

Whasciwosci auksetyczne generowane w mikroskali wystepuja
w mikroporowatych polimerowych i anizotropowych witoknowych kompozytach.
Pierwszy mikroporowaty material polimerowy zostal przedstawiony w pracy
[Caddock1989]. Byt nim zmodyfikowany PTFE  (poli-tetra-fluoro-etylen)
0 whasciwosciach ~ skrajnie  anizotropowych, ktéry w jednym z kierunkow
charakteryzowat si¢ liczbg Poissona ok. -12. Efekt ujemnej warto$ci wspotczynnika
Poissona jest uzyskiwany dzigki wewnetrznej budowie sktadajacej si¢ ze zgrubien
potaczonych wtoknami. Pod wplywem obcigzenia nastgpuje obrot zgrubien dookota
wiokien prowadzacy do wystgpienia wlasciwosci auksetycznych. Model dwuwymiarowy
takiej struktury przedstawia Rys. 2.3.12.

Whasciwosci auksetyczne wykazujg rowniez anizotropowe wiokniste kompozyty.
Moga one w niektorych kierunkach osigga¢ ujemne wartosci wspdiczynnika Poissona,
poprzez odpowiednie ulozenie warstw w kompozycie. Materiat taki ma wysoki stopien
anizotropii, a auksetyczno$¢ ujawnia si¢ tylko w waskim przedziale kata pomiedzy
kierunkiem utozenia wtokien a kierunkiem sity obcigzajace;.

A

- == =
e e A e
° - ﬂ == ==  —
|
L=

I 1y -

Rys. 2.3.12 Tlustracja efektu wystgpowania ujemnego wspotczynnika Poissona w

-«

strukturze mikroporowatego polimeru: A - struktura poczatkowa, B - widok struktury po

dziataniu sity rozciagajacej [Chan1997]
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Duze zainteresowanie naukowcOw w ostatnim czasie wzbudzajg struktury,
ktorych wielko$¢ odksztatcenia, a przez to takze i wspotczynnik Poissona zaleza od
warunkow panujacych w zmieniajacym s$rodowisku zewnetrznym oraz od obcigzen,
dziatajacych na materiat; np. temperatura, pole magnetyczne, dziatajaca sita lub
przemieszczenie. W wielu pracach [Shadrivov2015, Lakes2007, Lakes2017, Grima2013,
Li2016a, Li2016b, Ha2016] pokazano, ze za pomoca powyzszych czynnikow mozna
sterowa¢ wartoscig liczby Poissona tak, aby struktura w pewnych znanych i ustawialnych

warunkach wykazywata zachowanie auksetyczne, a w innych warunkach nie.

2.4 Zastosowanie  optymalizacji  topologicznej w  celu  projektowania

metamaterialow i kompozytow

W ostatnich latach nastgpito znaczne zwigkszenie liczby publikacji dotyczacych
zastosowania metod optymalizacji topologicznej w celu projektowania struktur
0 korzystnych witasciwosciach mechanicznych. W wigkszosci byty to prace dotyczace
prob powickszenia korzysci ptynacych ze strukturalnej budowy metamateriatow
i kompozytow. Metody oraz przyktady zastosowan metod optymalizacji topologicznej z
roznymi funkcjami celu do rozktadu jednego lub kilku materialow zostaty opisane
w fundamentalnych monograficznych pracach Bendsge [Bendsge 1999, Bendsge2003].
Weczesniej Thomsen [Thomsenl992] opisal uzycie optymalizacji topologicznej do
projektowania struktur warstwowych ztozonych zjednego lub dwoch materiatow.
W pracy Larsen i inni [Larsen1997] opisano sposéb projektowania mikromechanizmow
I struktur  mechanicznych z ujemnym wspoétczynnikiem Poissona.  Sigmund
[Sigmund2000] — zaprezentowatl klase izotropowych kompozytow charakteryzujacych
si¢ ekstremalnie duzym wspoélczynnikiem rozszerzalno$ci objetosciowej. W opisanej
klasie mechanicznych metamateriatow dwuwymiarowych przy niewielkich objetosciach
sg pretowymi strukturami przypominajacymi auksetyczne komodrki nazywane plastrami
miodu. Gibiansky [Gibiansky2000] opisat analitycznie i numerycznie izotropowe
kompozyty sktadajace si¢ z trzech lub wigcej faz, projektowane przy pomocy
optymalizacji topologicznej. Schwerdtfeger [Schwerdtfeger2011] zaprezentowal proces
projektowania auksetycznych struktur zbudowanych z metalu, pracujacych jako elementy
mechanizméw o rozmiarach rzedu milimetréw. Kaminakis i inni w pracach

[Kaminakis2012, Kaminakis2015) uzyli metody optymalizacji topologicznej do
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zaprojektowania auksetycznej mikrostruktury. Sposob optymalizacji polegat na
potaczeniu Metody Elementow Skonczonych z ewolucyjno-hybrydowym algorytmem.
Lukasiak [Lukasiak2014] przedstawil nowy numeryczny algorytm odwrocone]
homogenizacji dla kompozytow z uzyciem komoérek heksagonalnych. W pracach
Czarneckiego i wspotautorow [Czarnecki2015a, Czarnecki2015b, Czarnecki2017] zostat
przytozony nacisk na problem mozliwo$ci wytworzenia elementéw wykonanych z dwoch
rodzajéw niehomogenicznych materialdéw: izotropowego 1 posiadajacego siec
krystaliczng o uktadzie regularnym o minimalnej odksztalcalno$ci. W procesie
izotropowego projektowania materiatdéw (IMD — Isotropic Material Design) pojawiajg si¢
podobszary, w ktéorych wspolczynnik Poissona jest ujemny i jest mozliwos¢ jego
uzyskania w catym izotropowym zakresie od 0 do -1. Andreassen [Andreassen2014]
zaprezentowal metode projektowania mozliwych do wytworzenia ekstremalnie
elastycznych materialow, wykazujacych nieintuicyjne wiasciwosci, jak ujemny
wspotczynnik Poissona.

Tematyka podobna do prezentowanej w niniejszej pracy poruszana byta w pracy
[Strek2016], gdzie za pomocg schematu interpolacji efektywnych wiasciwosci SIMP oraz
algorytmu obliczeniowego optymalizacji MMA (ang. Method of Moving Asymptotes —
Metoda Ruchomych Asymptot) minimalizowano efektywny wspoétczynnik Poissona
rdzenia kompozytu w Kkierunku poprzecznym poprzez wypetnienie go dwoma
materiatami izotropowymi o dodatniej liczbie Poissona.

W pracy [Strek2017] minimalizowano wspotczynnik Poissona w obszarze
0 ksztalcie anty-tetra-chiralnym. Material migkki wzmocniono materialem o wigkszej
twardo$ci wplywajac na wilasciwosci mechaniczne struktury. Zastosowana metoda
interpolacji wynikowych witasciwosci to rdwniez SIMP oraz algorytm optymalizacji
MMA. W wyniku optymalizacji otrzymano struktur¢ o efektywnym wspotczynniku
Poissona kilkukrotnie mniejszym anizeli struktura homogeniczna o identycznym
ksztalcie.

Podobnie w pracy [Strek2017a], gdzie optymalizowanym obszarem byly
struktury o ksztalcie heksagonalnego plastra miodu w formie konwencjonalnej oraz

re- entrant.
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3 Zastosowane metody i algorytmy obliczeniowe

3.1  Zwiazek konstytutywny

Zwiazek konstytutywny to zwigzek opisujacy zalezno$¢ pomiedzy naprezeniami

1 odksztatlceniami. Rozwazane materiaty znajduja si¢ w zakresie liniowej sprezystosci.
Uogolnione prawo Hooke’a dla takiego materialu ma posta¢ [Ameen2005]:

o = D¢ (3.1.1)

gdzie: o to tensor odksztalcen, D — jest to macierz sprezystosci lub inaczej tensor

konstytutywny, € — to tensor matych odksztatcen:

£=2(Vu+(VwT), (3.1.2)

2
a u to wektor przemieszczenia.
Macierz sprezystosci (konstytutywna) dla izotropowego materiatu zapisuje si¢ za pomocg

statych Lamego (1 oraz ).

A+2n 4 A0 0 0
A A+ 2u y) 0 0 0
| 4 A A+20 0 0 0
D=1 0 0 w0 0 (3.13)
0 0 0 0 p O
0 0 0 0 0 pl
a state Lamego opisywane sg nast¢pujgcymi wzorami:
E-v E
A= a—amamy’ M7 G= 2(1+v) (3.1.4)

gdzie: E to modut Younga, v to wspotczynnik Poissona, G to modut Kirchhoffa.
3.2 Roéwnanie ruchu Naviera

Roéwnanie ruchu (rownanie Naviera) dla materiatu liniowo sprezystego zgodnie

z l1-ga zasada mechaniki Newtona ma posta¢ [Lautrup2005]:
d
p——V-0=F (3.2.1)
gdzie: p to gestosé, t — czas, F — sita masowa, ktorej wartos¢ zwykle si¢ pomija: F = 0.

Uwzgledniajac liniowy zwigzek konstytutywny (rownania z rozdzialu 3.1)

otrzymujemy réwnanie (3.2.2) w postaci:



31

2
= uVu+ (A+ WV u (3.2.2)

Dla zagadnienia harmonicznego przemieszczenie jest definiowane poprzez rdwnanie, jak

nizej:

Pu_ 2y (3.2.3)

dt?

gdzie: o to czestos¢. Wektor przemieszczenia ma forme zespolong i jest definiowany

jako:
u(x) = uy(x) + iuy,(x) (3.2.4)
gdzie harmoniczne przemieszczenie jest czescig rzeczywistg liczby zespolone;:
u(x,t) = Re[u(x)]e 't (3.2.5)
Korzystajac z wyzej wymienionych rownan réwnanie harmoniczne ruchu mozna zapisac¢

jako:
—pw?u — (uVu+ (A + Vv -u) = 0. (3.2.6)

2
W zagadnieniach stacjonarnych (371;:0), W wigkszo$ci rozwazanych w niniejszej pracy,

rownanie (3.2.1) ma postac:
-V-0=0 (3.2.7)
3.3  Metoda Elementow Skonczonych

Metoda elementéw skonczonych (MES) w metodach optymalizacji topologiczne;
jest uzywana do okreSlenia sposobu odksztalcenia geometrii w kolejnych krokach
procedury optymalizacji. Podczas procesu znajdywania optymalnego wspotczynnika
Poissona nast¢puje zmiana macierzy sztywnos$ci struktury w kazdym kroku

optymalizaciji.
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MES nalezy do metod rozwigzywania zagadnien brzegowo-poczatkowych i jest
metoda najpowszechniej stosowang w analizie numerycznej. Szczegdétowy opis metody,
jak 1 zastosowania zostal podany w pracach zagranicznych i polskich naukowcow
[Zienkiewicz1991, Rusinski2000, Kleiber1985]. Podstawowymi pojeciami metody sa
element skonczony — czyli wydzielony fragment struktury oraz wezet — miejsce taczenia
elementow skonczonych. Gtéwnym celem metody jest umozliwienie analizy ztozonych
konstrukcji poprzez dyskretyzacj¢ obiektu — sprawienie, ze bedzie sktadal si¢ on z wielu
elementow skonczonych. Dalsza analiza wielko$ci fizycznych nastepuje wewnatrz
konkretnego elementu skonczonego. Dla kazdego wezta zostajg zapisane réwnania
przemieszczeniowe tworzac tym samym dyskretny model catej struktury. Znalezienie
odksztalcen w strukturze ztozonej pod okreslonym obciazeniem i w konkretnych

warunkach podparcia opiera si¢ na rozwigzaniu rownania:
K-8§=F (3.3.1)

gdzie: K to macierz sztywnosci, 8 — wektor przemieszczen, F - wektor sit.
Macierz sztywnosci dla modeli dwuwymiarowych w plaskim stanie napr¢zenia jest
definiowana poprzez ponizszy wzor:

K = BTDBcA (3.3.2)
gdzie: D to macierz sprezystosci, C — grubos¢ elementu (jesli jest stata), A — pole elementu
skofczonego, B jest to macierz wystgpujaca w ponizszym wzorze, zaleznosci pomiedzy
przemieszczeniami w dowolnym punkcie elementu skonczonego a odksztalceniami
wezlow w postaci macierzowe;:

e=B§; (3.3.3)
gdzie: & ; to wektor przemieszczen weztow elementu skonczonego, ktory gdy element
jest trojkatny (w niniejszej pracy struktury beda dzielone w wigkszosci na trojkatne
elementy skonczone) , a wezly oznaczone literami d, e, f zapisuje si¢ jako:

Uy
84 Z‘:
§;= [661 = v, | (3.3.4)
8¢ up

| Uy |
Za pomocg powyzszego wektora definiuje si¢ wektor przemieszczen w dowolnym

punkcie elementu skonczonego:
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] = ns, (3.35)
gdzie: N to wektor funkcji ksztattu zalezny od rodzaju elementu skonczonego. Dla
elementu o ksztalcie trojkata o weztach oznaczonych d, e, f mamy:

N=[Ng N N¢]. (3.3.6)
Poniewaz wektor odksztalcen definiuje si¢ dla przypadku plaskiego stanu naprezenia (&,

— odksztatcenie w osi X, &, — odksztalcenie w osi Y, ¥y, — odksztalcenie postaciowe W

plaszczyznie x-y) jako:

-
8=[5y]=| Z—;
|

ou

ou v

|
I
I

|

(3.3.7)

Po wstawieniu réwnania (3.3.5) do powyzszego rownania otrzymujemy zaleznosc¢:

ONg

0

|3x
e=|

ON,
dx

0

0
6Nd
ay

aNf
ox
0

0
AN,
ay

0
6Nf
y

5]

Uy
Vg
ue
ve

(3.3.8)

ONg ONg ONe 0N, ONg 6NfJ Ur
dy dx dy ox ady ox | vy |

Powyzsza macierz w petni definiuje macierz B z wzoru (3.3.2).
Do zdefiniowania macierzy K potrzebna jest rOwniez macierz sprezystosci D, ktora w
przypadku ptaskiego stanu naprezenia ma postac:
1 v 0
D=— [v 1 0 ]

o 0 (1-v)2

(3.3.9)

Za pomocg rownania (3.3.1) znajdowane sg przemieszczenia konstrukcji,
nastepnie zgodnie z rownaniem (3.3.8) wyliczane sg odksztatcenia, a ostatecznie poprzez
rownanie uogélnionego prawa Hooke’a (3.1.1) napr¢zen z réwnania Naviera dla
zagadnienia stacjonarnego (3.2.7).

Metoda Elementow Skonczonych jest zwykle zaimplementowana w systemie
CAD (ang. Computer Aided Design) i pozwala na bardzo szybka analize przemieszczen
konstrukcji ztozonych juz na etapie projektowania. Jak wspomniano jest takze uzywana
w optymalizacji topologii, jesli optymalizacja ta dotyczy przemieszczen.

Metoda MES podczas dyskretyzacji zaklada pewne uproszczenie modelu,
usuwajac z niego elementy nieistotne, natomiast w obszarach, gdzie potrzebna jest
siatka elementow

wyjatkowo duza doktadnosc skonczonych powinna zostaé

zageszczona.
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Czesto element skonczony upraszcza model konstrukcji poniewaz moga nim by¢
obiekty jednowymiarowe (np. belka), dwuwymiarowe (np. tarcza i membrana) oraz
trojwymiarowe (np. bryly). Dla celow dyskretyzacji modelu uzyte mogg by¢ rézne
rodzaje elementow skonczonych, ktérych kryteriami podziatu sg: liczba wymiardw,
jakimi mozna opisa¢ element, ksztalt geometryczny, typ i stopien wielomianu zatozonej
funkcji ksztattu elementu skonczonego, liczbe weztdow w elemencie, rodzaje wigzow
ogolnych, nalozonych na element skonczony.

W przypadku modeli uzytych w niniejszej pracy zostajg one podzielone na
elementy nalezace do grupy powierzchniowych. W celu podziatu struktury na elementy
skonczone stosuje si¢ algorytmy generacji siatki, ktorych rodzajow jest bardzo duzo .
Najpowszechniej stosowanymi algorytmami generacji siatki sa:

a) automatyczny czyli algorytm Delaunay’a — jest to najbardziej ogdlny algorytm.
Tworzy elementy trojkatne na zdefiniowanych powierzchniach i elementy czworo$cienne

w zdefiniowanych objetosciach (Rys. 3.3.1),
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Rys 3.3.1 llustracja siatki tworzonej algorytmem automatycznym

b) siatka topologiczna — mapowana - pozwala na wykonanie siatki na powierzchniach
prostokatnych elementami prostokatnymi (lub czworokatnymi) oraz w objetosciach

rownoleglosciennych elementami sze$cio$ciennymi (,,cegtami) (Rys. 3.3.2),
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Rys 3.3.2 llustracja siatki topologicznej (mapowanej)

c) siatka “kopiowana” czyli dotgczona (linked) - generator pozwala natozy¢ tg samg
siatk¢ na powierzchnie dotaczone przez geometryczng transformacje. Moze by¢ uzyty

tylko do powierzchni (Rys. 3.3.3),

Rys 3.3.3 Ilustracja siatki kopiowanej (dotaczanej)

d) siatki mieszane - jest to kombinacja poprzednich generatoréw stosowang w obiektach,

ktoére mogg by¢ podzielone na subdomeny o prostych ksztattach.

3.4 Schematy interpolacyjne SIMP i RAMP

Wymieniona w poprzednich rozdziatach, jedna z metod interpolacji rozktadu
materiatu lub materiatbw — SIMP z racji szerokiego zastosowania w niniejszej pracy
zostanie szerzej omoéwiona. Metoda ta jest stosowana w optymalizacjach

przeprowadzanych numerycznie, na przyklad z uzyciem metody elementéw
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skonczonych. Na poczatku procedury definiuje si¢ obszar obliczeniowy, ktory obejmuje
wszystkie miejsca, w ktorych moze zosta¢ umieszczony material. Obszar ten z powodu
koniecznosci analizy numerycznej zostaje w kolejnym etapie zdyskretyzowany.
Nastepnie wyznaczana jest zmienna projektowa, ktorg jest gestos¢ materiatu fikcyjnego.

Analiza efektywnych wiasciwosci dwufazowej domeny za pomoca metody SIMP
opiera si¢ na obliczeniu warto$ci ogélnych wiasciwosci, tj. modut Younga, wspotczynnik
Poissona 1 gestos¢. Podstawa schematu SIMP opiera si¢ na funkcji interpolacyjnej, ktora
reprezentuje rozne wielkosci fizyczne jako funkcja cigglej zmiennej r. Dowolna wielkos¢

fizyczna J w schemacie SIMP dla dwufazowej optymalizacji spetnia rownanie:

J@)=h+Uz—J)-7P (3.4.1)
gdzie: r = r(X) to zmienna kontrolna spetniajaca warunek 0 < r < 1; p jest to parametr
kary, J1 i J2 to wlasciwos¢ materialow obu faz ze spetnieniem warunku: Ji < Jo.

Na Rys. 3.4.1 narysowano przyktadowy rozktad warto$ci dowolnej wielkosci J(r)
w zalezno$ci od I przy r6znym parametrze penalizacji p.

Wykresy J(r) w zaleznosci od zmiennej kontrolnej
r, przy réznych p

J2
™ p=1
= —pe3
— =5
—p:7
J1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

;
Rys. 3.4.1. Rozktad wartosci dowolnej wielkosci J(r) w zalezno$ci od r przy réznym

parametrze penalizacji pdlaj(r) =J; + (J, — J1) - rP, przy J2 >J1

W niniejszej pracy uzyskany za pomocg procedury SIMP modutl Younga jest
uzyty do obliczenia efektywnego wspotczynnika Poissona.

Dla wickszosci rodzajow optymalizacji konieczne jest przyjecie kryterium
zatrzymania optymalizacji i uznania jej wyniku za satysfakcjonujace. Mozliwym

kryterium zakonczenia poszukiwania najlepszego rozwigzania jest wykonanie zatozonej
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wczesniej liczby iteracji, po ktorych wykonaniu rozwigzanie uznawane jest za zbiezne.
Innym kryterium zatrzymania optymalizacji topologicznej jest spadek zmiany wartosci
funkcji celu ponizej zatozonej wezesniej wartosci, w kolejnych przyblizeniach. Oznacza,
to iz jesli po pewnym czasie optymalizowana warto$¢ osigga juz konkretng wartos$¢ i nie
zmienia si¢ znaczaco, uzyskane rozwigzanie uznaje si¢ za ostateczne. W przypadku
metody SIMP kryterium moze by¢ wypeknienie catej domeny elementami skonczonymi
wypetionych materiatem, ktérych gestos¢ jest bliska 0 lub 1 [Nowak2017].

Optymalizacja topologiczna z obliczaniem efektywnych wiasciwo$ci materiatu
wg metody SIMP ma wiele zalet, ale posiada rowniez wady. Wadami sg: mozliwos¢
nieosiggni¢cia jednoznacznie interpretowalnego rozktadu gestosci fikcyjnego materiatu,
jesli nie osigga ona wartosci 0 lub 1 w niektérych elementach, powstaja bardzo mate
obszary o gestosci 0 lub 1, ktore utozone sg naprzemiennie. Kolejnym problemem moze
by¢ zalezno$¢ rozwigzania od siatki elementow skonczonych. Wada jest rowniez
konieczno$¢ zatozenia statej objetosci fikcyjnego materiatu w catej domenie
obliczeniowej [Nowak2017].

Oprécz metody interpolacji SIMP uzyty w obliczeniach w dalszej czg$ci rozprawy
zostat schemat interpolacji RAMP (ang. Rational Approximation of Material Properties).
Jest to metoda aproksymacji wtasciwosci materiatu z uzyciem funkcji wymiernych. Moze
by¢ ona wuzyta w celu obliczenia warto$ci rdéznych wlasciwosci materiatow
[Bendsge2003].

Dowolna wielkos¢ fizyczna charakteryzujagca materiat J w tej metodzie, jest

wyrazany zgodnie z wzorem:

1 1 1 1
](—r)—Z-FT' <E_Z) (342)

Przeksztatcajac powyzsze rownanie, tak aby uzyskac¢ bezposredni wzor opisujacy

E(r) otrzymujemy:
J) =1+ == U2 = ) (3.4.3)

1+q(1-1)

gdzie: g — jest to wartosc¢, ktorej maksymalna wartos¢ jest zgodna z ponizszym wzorem:

g =224 (3.4.4)
J1

Postgpowanie optymalizacyjne rozpoczyna si¢ natomiast od zdefiniowania, iz
warto$¢ =0, a nastgpnie wzrasta ona do wartosci zdefiniowanej wzorem (3.4.4). Metoda
ta zaklada wigc istnienie optymalnego rozwigzania, dla q definiowanego wzorem
(3.4.4) [Bendsge2003].
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Na Rys. 3.4.3 zaprezentowano przykladowy rozklad wartosci dowolnej wielkosci

J(r) w zaleznosci od zmiennej kontrolnej r.

Wykresy J(r) w zaleznosci od zmiennej kontrolnej
r

Jz

J1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
r

Rys. 3.4.2. rozktad wartosci dowolnej wielkosci J(r) w zaleznosci od r dla J(r) = J; +

Uz —J1), przy J2 2

T
1+q(1-1)

Dalsza definicja wspotczynnika Poissona w zalezno$ci od zmiennej kontrolnej
r = r(X) nastgpuje w taki sam sposob, jak omoéwiono jg dla schematu interpolacji SIMP.
W niniejszej pracy uzyskany za pomocg procedury RAMP modut Younga jest

uzyty do obliczenia efektywnego wspolczynnika Poissona.

3.5  Zastosowanie SIMP przy minimalizacji odksztalcenia

Najczesciej stosowanym celem, dla ktorego uzywa si¢ schematu interpolacyjnego
SIMP jest maksymalizacja sztywnoS$ci poprzez osiggniecie najmniejszej mozliwej energii
odksztalcenia. W ten sposob zostanie tu przedstawione jej dziatanie, a nast¢pnie
implementacja do zadania poszukiwania najmniejszego wspotczynnika Poissona
struktury dwufazowej.

Dla uzyskania maksymalnej sztywnos$ci konstrukcji z zastosowaniem metody

SIMP minimalizuje si¢ energi¢ odksztatcenia C(x) [Nowak2017]:

min C(x) = 8TKé& (3.5.1)
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gdzie: x jest wektorem zmiennych decyzyjnych, § to wektor przemieszczen, K to
globalna macierz sztywnosci.

Dziatanie optymalizacyjne przebiega przy stalym stosunku faktycznej objetosci
struktury w konkretnym kroku obliczeniowym V(x) do objetosci calego

optymalizowanego obszaru Vo:

46

= const . (3.5.2)

Zastosowanie metody  elementdw  skoficzonych  powoduje, iz
wektor x zdyskretyzowanych elementow struktury staje si¢ wektorem rozktadu gestosci
fikcyjnego materiatu, przypisanych do kazdego elementu.

Gestos¢ fikcyjnego materialu uzywa si¢ do opisu modut Younga wedtug
zalezno$ci:

E(xe) = Er + (x)P - (Er — Eo) (35.3)

gdzie: E(xe) — modut Younga wyznaczany dla elementu skonczonego, Eo — rzeczywista
warto$¢ modutu Younga dla materialu uzywanego do optymalizacji, Er — niewielka
warto$¢, ktora zapobiega pojawieniu si¢ osobliwe] macierzy sztywnosci, ktoéra
spowodowataby przerwanie obliczen, p — parametr kary (penalizacji).

W koncowym etapie optymalizacji musi zapa$¢ decyzja, ktore obszary
konstrukcji beda mialy gesto$¢ rowng 1, czyli beda utozsamiane z obecnoscia materiatu,
a ktorych gestos¢ bedzie rowna 0, czyli bedzie oznaczaé to brak materiatu. W celu
usprawnienia podjecia tej decyzji w metodzie SIMP stosuje si¢ tzw. wspotczynnik
penalizacji (inaczej wspolczynnik kary).

Zadanie minimalizacji energii odksztatcenia C(X) poprzez implementacj¢ metody
elementow skonczonych oraz dyskretyzacje obszaru obliczeniowego mozna zapisaé

w postaci [Nowak2017]:
min C(x) = ¥*_, E(x,) 6, k.8, (3.5.4)

gdzie: e to wektor przemieszczenia oraz ke to macierz sztywno$ci elementu

skonczonego.
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Dla powyzszej zalezno$ci wazny jest warunek statej objetosci materiatu dla
kazdego kroku obliczeniowego. Obliczenie minimalnej energii odksztatcenia nastgpuje
poprzez zminimalizowanie funkcji Lagrange’a L(X):

L(x)=C(x) +2,V(x) (3.5.5)
gdzie: V(X) — rzeczywista obj¢to$¢ struktury w danym kroku obliczeniowym, A1 — wektor
mnoznikow Lagrange’a.

Funkcja Lagrange’a jest minimalizowana poprzez gradient funkcji L(X):
VL(x) = VC(x) + 2,VV(x) (3.5.6)

Poprzez podstawienie rownania na gradient do dyskretnego réwnania
minimalizacji energii odksztalcenia i przyroéwnanie do zera, wynika ponizsza zalezno$¢

dla kazdego elementu skonczonego:

9 L4
0xe 1 0xe

~0 (3.5.7)

Przeksztalcajac powyzsze rownanie do postaci [Nowak2017]:

B, = -2 (3, 2)7 (3.5.8)

O0Xe 0x,

Warto$¢ A1 jest obliczana metoda bisekcji, w taki sposob, aby zostat zachowany
warunek stalej objetosci. Wyrazenie Be jest uzywane do zmiany warto$ci zmiennych
decyzyjnych w trakcie procedury optymalizacyjnej. Wrazliwo$¢ funkcji minimalizacji na
zmian¢ warto$ci danych poprzez przeksztalcenia powyzszych wzoréw mozna zapisac
jako:

ac —
o = PP (B — E)Be ke (3.5.9)

Dla elementow skonczonych w domenie zmiana warto$ci zmiennych
decyzyjnych Xe prowadzi do zmiany gestosci materiatu fikcyjnego w catym

optymalizowanym obszarze.
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W wyniku tej zmiany, dla przypadku minimalizacji energii odksztalcenia,
W obszarach o wzglednie wysokiej energii odksztalcenia nastgpuje wzrost gestosci

materiatu 1 odpowiednio w obszarach o nizszej energii nast¢puje zmniejszenie ggstosci.
3.6 Definicja efektywnego wspolczynnika Poissona

Wspotczynnik Poissona jest definiowany jako ujemny stosunek pomiedzy

srednimi odksztatceniami poprzecznymi a wzdluznymi, jak nizej:

Ver = —‘% (3.6.1)

gdzie: & jest to $rednie odksztalcenie w kierunku poprzecznym; a g jest to $rednie
odksztatcenie w kierunku wzdhuznym.

Wspotczynnik Poissona materialu wyznacza si¢ w zaleznos$ci od kierunku
dziatania sity obcigzajacej. W przypadku analizowanych modeli sita obcigzajaca dziata
wzdhuz osi y. Srednie odksztatcenie poprzeczne w takim przypadku jest réwne:

& = %—ii (3.6.2)
gdzie: Gy jest to krawedz prostopadta (x = Lx) do krawedzi z zadanym przemieszczeniem,
a Uz jest to przemieszczenie w 0si X.

Srednie odksztatcenie wzdhuzne jest definiowane jako:

u,dG
g = szfc—dc (3.6.3)
gdzie: G2 jest to krawedz (y = Ly) z zadanym przemieszczeniem, a Uz to przemieszczenie
W 0Si Y.

Z powodu uzycia schematu interpolacyjnego SIMP efektywny wspotczynnik
Poissona jest zalezny od zmiennej kontrolnej r. W tym przypadku rownanie (3.3.2) jako

funkcja celu optymalizacji i mozna zapisa¢ w postaci:

Veff(T) = 20 : (3.6.4)

g (m)

Funkcja zmiennej kontrolnej w schemacie SIMP jest ograniczona poprzez dwa
warunki: punktowej nieréwnosci oraz caltkowej nierownosci, ktore sg sformutowane
nastepujaco:

0<r(x)<1 dla x€S (3.6.5)
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0< [r(x)dS<5-4; (3.6.6)

gdzie: X to zdefiniowana wspotrzedna oraz Ar — jest to procentowy udziat drugiego
materialu  w calej domenie obliczeniowej S.Proces optymalizacji przebiega
w nastepujacej kolejnosci: najpierw wykonujemy dyskretyzacje modelu zgodnie z
Metoda Elementow Skonczonych, nastepnie redefiniujemy funkcje optymalizacji z
zalozonymi obcigzeniami jako standardowy skonczono-wymiarowy programowalny
problem nieliniowy. Warto$¢ zmiennej kontrolnej w kazdym wezle siatki oblicza si¢

zgodnie z wzorem:

r(x) = LiLimi - ¢i(x) (3.5.8)

gdzie: ¢i (X) to funkcje ksztattu, N to liczba weztéw w elemencie skonczonym. Po

dyskretyzacji warunek punktowej nieréwnosci jest wyrazony, jak nizej:
0<n<1 dla x=1,...M (3.5.9)

gdzie: M jest to ilo§¢ wszystkich weztow wszystkich elementéw siatki, w ktorych

obliczana jest warto$¢ zmiennej kontrolne;.
3.7 Algorytm obliczen MMA

Podczas poszukiwania optymalnego rozwigzania funkcji celu w czasie
optymalizacji wspolczynnika Poissona stosowany jest algorytm przyblizania MMA (ang.
Method of Moving Asymptotes). Ogolny opis algorytmu poszukiwania najlepszego
rozwigzania podczas optymalizacji strukturalnej w tej metodzie przedstawiony zostat w
pracy Svanberga [Svanberg1987]:

Zadanie zdefiniowane jest jako minimalizacja funkcji, zwykle ci¢zaru elementu:
fo(x), gdy x € R™. (3.7.1)

Kazda warto$¢ ponizszej funkcji podlega ograniczeniom zwigzanej z naprezeniem

lub odksztatceniami w konstrukcji (fi gr jest matematyczng interpretacjg tych ograniczen):
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fi() < figr dlai=1,..,m (3.7.2)

gdzie: x — jest to wektor zmiennych projektowych:

X =[x, 0, X5]7 (3.7.3)

Zmienne projektowe podlegaja tzw. technicznym ograniczeniom zwigzanym z

zatozeniami wstepnymi ograniczonego obszaru obliczen.

Xj min < Xj < Xj max dla] =1,..,n (374)

Metoda MMA opiera si¢ ogolnie na nastepujacym algorytmie postepowania:
a) krok 0 — Wybor punktu startowego Xo oraz nadanie indeksu iteracji k = 0.
b) krok 1 — nadanie punktu iteracji X, nastepnie obliczenie wartos$ci funkcji fi(X«)
oraz gradientu: V fi(x), dlai=1,...,m,
C) krok 2 - Wygenerowanie podproblemu obliczeniowego Px poprzez wymiang w P
o0golnej funkgji fi, poprzez aproksymacje, konkretnej funkc;ji fik, bazujacej na obliczeniach
z kroku 1-ego,
d) krok 3 — rozwiazanie podproblemu Py i przyjgcie jego optymalnego rozwigzania
jako kolejny punkt iteracji xk+1, a nastepnie przejscie na powrdt do kroku 1-ego.

Po wypehieniu kryteriow zbieznosci lub wypelnienie zadanych zalozen
rozwigzania proces optymalizacji zostaje zatrzymany.

Ze szczegdtowego punktu widzenia, metoda $cisle definiuje rowniez, w jaki
sposob powinno si¢ definiowa¢ funkcje fi(xk) oraz jak powinno si¢ rozwigzaé
»podproblem” Px przy wybranej funkcji fi(xx). Szczegdtowy opis metody zostat dokonany

w publikacji tworcy metody Kristera Svanberga [Svanberg1987, Svanberg2013].



44

4 Optymalizacja topologiczna warstwy wewnetrznej kompozytu

4.1  Model oraz warunki brzegowe

Opisany wyzej schemat obliczen — potaczenie Metody Elementow Skonczonych
z metodg interpolacji SIMP oraz algorytmem poszukiwania optymalnego rozwigzania
MMA zostal zastosowany do minimalizacji wspdiczynnika Poissona warstwy
wewnetrznej trojwarstwowego kompozytu. Wyglad modelu przedstawiony jest na Rys.
4.1.1. Parametr geometryczny L modelu wynosi 1 m, a wielko$¢ h to grubos¢ warstw

zewnetrznych kompozytu. Obliczenia przeprowadzano dla réznych wartosci h.

BRI
BEAREEEEEARINE

2L

Rys. 4.1.1 Kompozyt o wymiarach 2Lx(2L+2h) oraz grubosci warstwy zewngtrznej h

Optymalizacja polega na znalezieniu rozkladu w warstwie Srodkowej dwoch
materiatdéw o réznych modutach Younga i liczbach Poissona, w taki sposob, aby uzyskac,
jak najmniejszy wspoOtczynnik Poissona. Materiaty ze wzgledu na réznice w module
Younga nazwano ,,materiatem twardym” i ,,materialem mickkim”. Warstwy zewnetrzne
tréjwarstwowego kompozytu wykonane sg rowniez z ,,materiatu twardego”. WihasciwoSci
obu materiatow sa nastepujace:

a) ,material miekki”: modut Younga wynosi: E1 = 107 Pa, a wspotczynnik Poissona
wynosi vi = 0.1;
b) ,materiat twardy”: modul Younga wynosi: E» = 2-10' Pa, a wspdltczynnik

Poissona wynosi v2 = 0.33.
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Z powodu symetrii problemu optymalizacji poddano jedynie ¢wiartke catego
kompozytu (Rys. 4.1.2), a warunki brzegowe nadane modelowi sg nast¢pujace:
a) krawedz gorna: y = L + h i X € <0; L> - obcigzenie sitg Sciskajaca: 6 - n = F, gdzie
F = (0;-F), sita F wynosi 10 KN/m,
b) krawedz prawa: X =L iy € <0; L+h>; brak warunku brzegowego, kraw¢dZ wolna;
C) krawedz lewa: X = 0 i y € <0; L+h>; podpora przesuwna w osi y; warunek
brzegowy symetrii,
d) krawedz dolna: y =0 i X € <0; L>; podpora przesuwna w o0si X; warunek brzegowy

symetrii.

th

2L

2L

Rys. 4.1.2 Model obliczeniowy optymalizowanego kompozytu wraz z warunkami

brzegowymi

4.2  Wyniki numeryczne obliczen

4.2.1 Minimalizacja efektywnego wspolczynnika Poissona warstwy wewne¢trznej

kompozytu

Obliczenia przeprowadzono dla réznych grubosci warstw gornej i dolnej
kompozytu (h=0, h=0.02, h=0.05, h=0.07, h=0.1) oraz dla dwoch zatozonych
procentowych udzialow materiatu o wigkszym module Younga czyli 20% oraz 40%. Na
Rys.4.2.1.1A, B przedstawiono wyniki optymalizacji dla As = 20% oraz As= 40% przy
zerowej grubosci warstwy gornej i dolnej h = 0. We wszystkich obliczeniach parametr
penalizacji w metodzie SIMP wynosi p = 3. ,,Material twardy” we wszystkich rysunkach

z wynikami minimalizacji wspotczynnika Poissona dla warstwy $rodkowej kompozytu
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jest zaznaczony kolorem czarnym, a,material migkki” kolorem biatym. Przy braku
warstwy zewngtrznej i1 wewngtrzne] zoptymalizowane efektywne wspotczynniki
Poissona wynoszg -2.69 oraz -3.18. Liczba elementow skonczonych, na jakie zostat

podzielony model wynosi 40000. Uzyte elementy skonczone sg powierzchniowe,

a algorytm wypehienia siatki to siatka mapowana.

A B

20%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: vest = - 2.69, (B): Ar = 40%; uzyskany
efektywny wspotczynnik Poissona: vet = - 3.18 [Strek2016]
Na Rys.4.2.1.2A, B przedstawiono wyniki optymalizacji efektywnego wspotczynnika
Poissona przy grubosci warstw zewnetrznych h rownej h = 0.02 m. Uzyskane wartosci
wynosity: przy As =20%, vett=-2.87 oraz przy Ar =40%, vef=-3.72.

A B

Rys. 4.2.1.2 Wynik optymalizacji warstwy srodkowej kompozytu dla h=0,02 oraz (A): A
= 20%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: vert = - 2.87; (B): As=40%;
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: vet = - 3.72 [Strek2016]
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Na Rys. 4.2.1.3 przedstawiono kolejne wyniki przy grubosci warstw
zewnetrznych h=0.05 m. Przy As = 20% efektywny wspotczynnik Poissona wyniost:
veff = -3.17 oraz przy As = 40% wyniost on: ver=-3.82.

A B

Rys. 4.2.1.3 Wynik optymalizacji warstwy srodkowej kompozytu dla h = 0.05 oraz (A):
Ar =20%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: vet = - 3.17; (B): As=40%;
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: veff = - 3.82 [Strek2016]

A B

Rys. 4.2.1.4 Wynik optymalizacji warstwy srodkowej kompozytu dla h = 0.07 oraz (A):
At = 20%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: vert = - 3.48; (B): Ar = 40%);
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: veft = - 3.73 [Strek2016]
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Rys. 4.2.1.5 Wynik optymalizacji modelu srodkowej kompozytu dla h=0.1 oraz (A):
Ar =20%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: veif = - 2.75; (B): Ar = 40%;
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: veff = - 3.83 [Strek2016]

NaRys.4.2.1.4 oraz Rys.4.2.1.5 przedstawiono wyniki optymalizacji dla grubosci
warstwy h = 0.07 m oraz h = 0.1 m dla obu zatozonych A (20% i 40%). W tabeli Tab.
4.2.1.1 zebrano wyniki optymalizacji dla zatozonych warunkow z uzyskanymi

efektywnymi wspotczynnikami Poissona.

Tab.4.2.1.1 Wyniki optymalizacji warstwy srodkowej kompozytu dla réznych zadanych
grubos$ci h oraz dwoch réznych wartoséci zadanego udziatu materiatu o wigkszym module

Younga — w tabeli podano efektywne wspotczynniki Poissona

Udziat h=0m h=0.02m | h=005m | h=0.07m | h=0.1m
materiatu

twardego

As= 20% -2.69 -2.87 -3.17 -3.48 -2.75
A = 40% -3.18 -3.72 -3.82 -3.73 -3.83

Jak wida¢ zpowyzszej tabeli mniejsze wspdiczynniki Poissona mozna

zaobserwowaé przy istnieniu warstw zewnetrznych o jakiejkolwiek grubosci.
Korzystniejsze z punktu widzenia auksetycznosci jest tutaj rowniez wigksza zadana

zawarto$¢ procentowa materiatu o wigkszym module Younga.
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4.2.2 Maksymalizacja efektywnego wspétczynnika Poissona warstwy Srodkowej

kompozytu

W zastosowaniach, w ktérych konieczne jest dopasowanie struktury do
wymaganego odksztalcenia, mozliwe jest zastosowanie materiatow, w ktorych
wspotczynnik Poissona dla konkretnych kierunkow bedzie duzy (materiat anizotropowy).
W ten sposob optymalizacja topologiczna moze stuzy¢ nie tylko w celu uzyskania jak
najmniejszej liczby Poissona, a przez to uzyskania w pewnych kierunkach najwigkszego
mozliwego efektu auksetycznosci, ale rowniez i maksymalizacji liczby Poissona. Na Rys.
4.2.2.1oraz Rys. 4.2.2.2 przedstawiono wyniki optymalizacji dwufazowej z funkcja celu
maksymalizacji wspotczynnika Poissona. Materialty obu faz majg takie same
wlasciwos$ci, jak w przypadku minimalizacji. Uzyskane efektywne wspotczynniki
Poissona zebrano w tabeli Tab.4.2.2.1.

A B

\
ﬁ\

AN
7

Rys.4.2.2.1 Wynik maksymalizacji dwufazowej warstwy $rodkowej kompozytu dla
h=0.02 oraz (A): Ar=20%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: veft = 3.43; (B):
As = 40%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: vet = 4.15 [Strek2016]
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Rys.4.2.2.2 Wynik maksymalizacji dwufazowej modelu warstwy srodkowej kompozytu

dla h=0 m oraz (A): As = 20%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: veft = 4.41;
(B): At = 40%; uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona: vert = 5.88 [Strek2016]

Tab. 4221  Wyniki uzyskanych efektywnych wspotczynnikow podczas jego

dwufazowej maksymalizacji w domenie warstwy Srodkowej trojwarstwowego

kompozytu
Udzial materiatu twardego h=0m h=0.02m
As= 20% 441 3.43
Ar=40% 5.88 4.15

Uzyskane warto$ci efektywnego wspotczynnika Poissona sg wigksze dla 40-
procentowej zawartosci materiatu o wigkszym module Younga. Taki sam wniosek mozna
bylo wysnu¢ réwniez na podstawie wynikéw podczas minimalizacji. Oznacza to, ze
w symulacjach z wigkszym 40-procentowym udziatem tego materiatu istnieje wigkszy
potencjat optymalizacyjny.

Ksztalty struktur utworzonych w wyniku maksymalizacji oraz minimalizacji
ro6znig si¢ od siebie. Przy minimalnym wspoétczynniku mozna zauwazy¢ tendencje do
uktadania si¢ materiatu twardego w wkleste elementy, natomiast przy maksymalizacji w
wiekszosci w wypukte. W ten sposob wlasnie uzyskiwane jest odksztatcenie w kierunku

poprzecznym podczas $ciskania: jest to odksztalcenie w kierunku wewnetrznym w
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przypadku minimalnego wspodtczynnika Poissona oraz w kierunku wewng¢trznym w

przypadku maksymalnego wspotczynnika Poissona.

4.2.3 Wplyw siatki elementéw skonczonych na wyniki optymalizacji

Liczba elementow siatki elementéw skonczonych na jakie dzielony jest model
oraz algorytm generacji siatki w modelu znaczaco wplywa na osiggany wynik.
Przedstawiono wyniki optymalizacji warstwy s$rodkowej kompozytu — o ksztalcie
kwadratu 0 boku 0,1 z r6zng liczba elementéw skonczonych.

Badanie przeprowadzono dla trzech réznych liczb elementéw skonczonych
w catym modelu: 15625, 12544,10000 oraz 4489 elementow przy zastosowaniu
mapowanej siatki elementéw skonczonych (podziat modelu na elementy powierzchniowe

0 ksztalcie kwadratu) oraz przy zastosowani automatycznego algorytmu generacji siatki.

A B

NANNNININININININS

x

Rys. 4.2.3.1 Fragmenty modelu: A — wypelniony za pomocg algorytmu automatycznego,

B — wypehiony przy pomocy siatki topologicznej (mapowanej)
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Rys. 4.2.3.2 Uzyskane optymalne struktury z minimalnym wspotczynnikiem Poissona:

A — dla 4489 elementow skonczonych, B — dla 10000 elementdw skonczonych

EA I

Rys. 4.2.3.2 Uzyskane optymalne struktury z minimalnym wspotczynnikiem Poissona: A

— dla 12544 elementoéw skonczonych, B — dla 15625 elementéw skonczonych
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Rys. 4.2.3.3 Uzyskane optymalne struktury z minimalnym wspdtczynnikiem Poissona,

przy automatycznym algorytmie wypetnienia siatki, model sktada si¢ z 24912 elementow

skonczonych

Tab. 4.2.3.1 Wyniki efektywnego wspoélczynnika Poissona dla réznego algorytmu

generacji siatki i roznej liczby elementow

Rodzaj siatki, ilo§¢ elementow w modelu

Efektywny minimalny wspotczynnik

Poissona
Siatka mapowana, 4489 -0.87
Siatka mapowana, 10000 -1.21
Siatka mapowana, 12544 -1.06
Siatka mapowana, 15625 -0.56
Siatka automatyczna, 24912 -0.88

424 Optymalizacja z rownymi wspoélczynnikami Poissona materiatow

wypelniajacych

W wszystkich dotychczasowych optymalizacjach wspotczynniki Poissona tzw.

,materiatu twardego” wynosit 0.33; a ,,materiatu migkkiego” 0.1. W biezacym rozdziale

sprawdzono roznic¢ w osiagganych efektywnych wspotczynnikach Poissona dla catej

struktury, gdy oba wspotczynniki Poissona sg takie same i rowne v=0.33.
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Rys. 4.2.4.1 Uzyskane optymalne struktury z minimalnym wspotczynnikiem Poissona: A
—dlavi=0.1; v» = 0.33; verf = -2.3611; B —dla vi=v2 = 0.33; veif = -1.939

Dla modelu z obszarem w ksztalcie kwadratu przy wtasciwo$ciach materiatow
obu faz: E1 = 10" MPa, E2 = 10'° MPa, zastosowaniu schematu interpolacji SIMP (p=3),
15625 elementach skonczonych w modelu oraz udzialu materialu 2 (,,twardego”)
As = 30% uzyskano rozny o 0,4868 efektywny wspotczynnik Poissona przy réwnych
(veff =-1.939) irdéznych (vef=-2.3611)  wspotczynnikach Poissona materiatow
wypetniajacych. Rowniez optymalne struktury nie wygladaja identycznie — widoczne sa

znaczne roznice w strukturach.
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5 Optymalizacja topologiczna dwufazowych struktur plastra miodu

5.1 Model oraz warunki brzegowe

W kolejnym zadaniu optymalizacji topologicznej poddano pojedyncza komorke
plastra miodu. Za pomocg obliczen w zaproponowanych modelach zbadany zostat wptyw
roztozenia dwoch materiatow  w  strukturze plastrow miodu na wlasciwosci
szesciokgtnego ksztattu. Obliczeniom poddano dwa rodzaje komorek plastrow miodu:
klasyczny sze$ciokatny oraz strukture tzw. re-entrant, posiadajaca w swojej budowie kat
wklgsty. Pierwsza z tych struktur, zbudowana z jednego materialu nie wykazuje
ujemnego efektywnego wspotczynnika Poissona, natomiast struktura re-entrant jest jedna
Z najbardziej rozpowszechnionych auksetycznych ksztattow. Optymalizacja z funkcja
minimalizacji liczby Poissona ma na celu wzbudzenie wlasciwosci ujemnych w
przypadku tej pierwszej domeny, a w przypadku tej drugiej pogiebienie efektu
auksetycznego w jednym z kierunkéw dziatania obcigzenia (anizotropia). Optymalizacja
poprzez wypehienie ksztalttu dwoma materiatami, tworzac niejednorodny, nieizotropowy
kompozyt. To wlasnie powoduje, iz wspotczynnik Poissona kompozytu rézni si¢
znacznie od dodatnich wspotczynnikow Poissona obu uzytych do wypelnienia
materiatdw. Materialy izotropowe uzyte w symulacjach rdznig si¢ modutem Younga i sa
charakteryzowane tylko przez ten parametr oraz dodatni wspotczynnik Poissona:

a) ,,material mickki”” modul Younga wynosi E1 = 108 Pa, a w kolejnych badaniach
E1 = 10° Pa, wspotczynnik Poissona wynosi v = 0.1;

b) ,material twardy” modut Younga wynosi E, = 10! Pa, wspotczynnik Poissona
wynosi v2 = 0.33;

Rozwazane sg dwa przypadki, w ktorych stosunek modulow Younga jest rozny
i wynosi 102 lub 10%. Ze wzgledu na podwojng symetri¢ komorki plastra miodu analizie
poddano jej Ya czg¢s¢. Cala komodrka w trakcie analizy zostaje $ciskana, nastepuje
przesunigcie gornej i dolnej krawedzi komoérki o 0.01 m.

Geometria optymalizowanego obszaru plastra miodu jest opisywana poprzez
dhugosci szesciokatnej struktury Ly = 1.1248 m oraz Ly = 1.0659 m, grubos$¢ boku t oraz
kat pochylenia o =15°. Na Rys. 5.1.1 przedstawiono ilustracj¢ wymiaréw
w optymalizowanym obszarze komorki konwencjonalnego plastra miodu oraz modelu

re -entrant.
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Rys.5.1.1 Rysunek z wymiarami opisujacymi 1/4 — tg komorki plastra miodu A — re-

entrant oraz B — konwencjonalnego [Strek 2017a]

Zadane warunki brzegowe (Rys.5.1.4) dla analizowanych komorek plastréw

miodu sg nastepujace:

a) krawedz gorna (y=Ly): zadane przemieszczenie krawedzi w dot o 0.01 m,
b) krawedz dolna (y=0): symetria, brak przemieszczenia wzdtuz osi y,
C) krawedz lewa (x=0): symetria, brak przemieszczenia wzdtuz osi X,

d) krawedz prawa (X=Lx): brak warunku brzegowe, swobodne przemieszczenie
krawedzi.

Elementami skonczonymi, na jakie zastal podzielony to elementy trojkatne,
wykorzystujac  algorytm  automatyczny generowania siatki. W  przypadku
konwencjonalnego plastra miodu model podzielono na 29014, natomiast plastra miodu
re-entrant na 29420 elementoéw skonczonych trojkatnych (Rys. 5.1.2 i 5.1.3).

Rys.5.1.2 Model konwencjonalnego plastra miodu podzielony na 29014

powierzchniowych elementéw skonczonych
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Rys.5.1.3 Model plastra miodu re-entrant podzielony na 29420 powierzchniowych
elementow skonczonych

LEN .. Gn

Rys. 5.1.4 Warunki brzegowe dla modeli plastrbw miodu: A — re-entrant oraz

B — konwencjonalnego [Strek 2017a]
5.2 Wyniki numeryczne obliczen

5.2.1 Minimalizacja efektywnego wspoélczynnika Poissona w konwencjonalnym

plastrze miodu

Na Rys. 5.2.1.1 — 5.2.1.8 zaprezentowano wyniki optymalizacji dwufazowej w
strukturze konwencjonalnego plastra miodu. Po prawej stronie obok finalnego
uzyskanego roztozenia dwoch materiatow w strukturze widoczne jest odksztalcenie
modelu ilustrujace efekt ujemnego wspdtczynnika Poissona. Kazdy proces poszukiwania
najlepszego odbywa si¢ dla stalego procentu udzialu materialu o wigkszym module

Younga. W przypadku ponizszych modeli optymalizowano wspotczynnik Poissona dla
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As = 20% oraz As= 40%. Wyniki uzyskano dla dwoch grubosci t: t=0.2 m oraz t=0.28 m.
»Material twardy” jest na ilustracjach z lewej strony zaprezentowany przez kolor

niebieski, a ,,material mi¢kki” przez kolor zielony.

A B

A& 0ol
wigd

Rys. 5.2.1.1 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
dla zatozen: stosunek modutow Younga: Eo/ E1=10%, Ar = 20%, t = 0.2; wynikowy
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vet = -0.78; B — obraz odksztalcenia komorki
pod wptywem sily $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

A B
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Rys. 5.2.1.2 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
dla zalozen: stosunek modutéw Younga: E/E1=10% Ar = 20%, t = 0.2; wynikowy
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vesf = -6.91; B — obraz odksztalcenia
komorki pod wpltywem sity Sciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

W Tab. 5.2.1.1 zebrano wyniki efektywnych wspotczynnikow Poissona dla
konwencjonalnego plastra miodu dla ré6znych warunkow poczatkowych (procentowej

zawartos$ci materialu twardego Ay, stosunkéw modutéw Younga oraz grubosci t).
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Rys. 5.2.1.3 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
dla zatozen: stosunek modutéw Younga: E»/E1=10%, Ar = 40%, t = 0.2; wynikowy
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona veft= -1.41; B — obraz odksztalcenia komorki

pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

Rys. 5.2.1.4 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
dla zatozen: stosuneck modutdéw Younga: E»/E1=10% Ar = 40%, t = 0.2; wynikowy
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona veft= -7.95; B — obraz odksztalcenia komorki

pod wptywem sity $ciskajgcej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]
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Rys. 5.2.1.5 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
dla zalozen: stosunek moduléw Younga: E/E1=10%, Ar = 20%, t = 0.28; wynikowy
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vess = -1.89; B — obraz odksztatcenia komarki

pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

A B
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Rys. 5.2.1.6 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
dla zalozen: stosunek moduléw Younga: E»/E1=10% Ar = 20%, t = 0.28; wynikowy

uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vef = -10.33; B — obraz odksztatcenia
komorki pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]
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Rys.5.2.1.7 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
dla zatozen: stosunck modutéw Younga: Ea/ E1=10%, Ar = 40%, t = 0.28; wynikowy
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona veft = -2.39; B — obraz odksztalcenia komorki
pod wptywem sity $ciskajgcej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

A B

A00s

Rys. 5.2.1.8 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
dla zalozen: stosunek moduldow Younga: Eo/E1=10% Ar = 40%, t = 0.28; wynikowy
uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vefr=-9.17; B — obraz odksztatcenia komorki

pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

Analizujgc wyniki przedstawione na Rys. 5.2.1.1 — 5.2.1.8 mozna zauwazy¢, iz
mniejsze wartosci efektywnych wspodlczynnikow Poissona uzyskano dla wiekszego
stosunku modutow Younga obu materiatow wypetniajacych. Rowniez wigksza grubosé
komérki heksagonalnej sprzyja uzyskiwaniu mniejszego efektywnego wspotczynnika
Poissona. W uzyskanych dwufazowych strukturach wida¢ tworzace si¢ ,,mechanizmy
auksetyczne” materialu o wickszym module Younga, ktore powoduja odpowiednie

odksztalcenie komorki, gwarantujace efekt auksetyczny.
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Tabh.5.2.1.1 Zestawienie wynikow minimalizacji wspotczynnika Poissona w dwufazowej

strukturze konwencjonalnego plastra miodu

Lp. | Stosunck modutéw | Zawarto$¢ procentowa Grubos¢ | Efektywny
Younga E2/E; materiatu o wigkszym t[m] | wspolczynnik
module Younga Ar [%] Poissona
1 102 20 0.2 -0.78
2 103 20 0.2 -6.91
3 102 40 0.2 -1.41
4 103 40 0.2 -7.95
5 102 20 0.28 -1.89
6 103 20 0.28 -10.33
7 102 40 0.28 -2.39
8 10° 40 0.28 -9.17

Na Rys. 5.2.1.9 przedstawiono rozktad naprezen w modelu o parametrach:
stosunek modutéw Younga 102, zawartosci fazy ,,twardej” As= 20%, t=0,2, vert = -0.78.
Najwieksze napr¢zenia przenoszg fragmenty struktury wypetnione faza materiatu o

wigkszym module Younga.

= 10°

1.6
1.4

11.2

Rys. 5.2.1.9 Rozktad naprezen von Misesa o [N/m?] dla stosunku modutéw Younga 102,
zawarto$ci A= 20%, t=0.2 m, veir= -0.78

5.2.2 Minimalizacja efektywnego wspodlczynnika Poissona w plastrze miodu re-

entrant

Na Rys. 5.2.2.1 — 5.2.2.4 zaprezentowano wyniki minimalizacji dwufazowej w

strukturze heksagonalny re-entrant. Wyniki sa przedstawione doktadnie dla takich
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samych zalozen, jak w konwencjonalnej strukturze plastra miodu: dwa r6ézne procentowe
udzialy ,,materiatu twardego” Ar = 20% oraz As = 40% oraz grubosc¢: t=0.2 m. ,,Material
twardy” jest, jak poprzednio, reprezentowany przez kolor niebieski, a ,,material migkki”
przez kolor zielony. Roznica wystepuje w zastosowanych warunkach brzegowych.
Zadane przemieszczenie jest tutaj zadane w odwrotnym kierunku: wynosi ono 0.01 m i
powoduje osiowe rozcigganie modelu. Wyniki  uzyskanych efektywnych

wspotczynnikéw Poissona zebrano w Tab. 5.2.2.1.

A B

A 00771
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

¥ 7.63x10°

Rys.5.2.2.1 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu

re-entrant dla zalozen: stosunek moduléw Younga: E2/E1=10%, Ar = 20%, t = 0.2 m;

wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vet = -13.482; B — obraz

odksztatcenia komorki pod wptywem sity rozciagajacej (wielkosci w [m])

A

A 017

0.16
0.14
0.12
0.1

0.08
0.06
0.04
0.02

¥ 8.14x107°

it

Rys.5.2.2.2 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu

re--entrant dla zatozen: stosunek modutoéw Younga: Eo/E1=108%, As = 20%, t = 0.2 m:
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wynikowy uzyskany efektywny wspolczynnik Poissona verr = -29.764; B — obraz

odksztalcenia komorki pod wptywem sity rozciagajacej (wielkosci w [m])

A B

A 0.0857
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

¥ 7.54x107°

Rys.5.2.2.3 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
re--entrant dla zalozen: stosunek modutdéw Younga: Eo/E1=10%, As = 40%, t = 0.2 m:
wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona ver = -15.01; B — obraz

odksztatcenia komorki pod wptywem sity rozciagajacej (wielkosci w [m])

B

A 0195
0.18
0.16
0.14
0.12
0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

¥ 8.33x107°

Rys.5.2.2.4 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury plastra miodu
re--entrant dla zatozen: stosunek modutéw Younga: E2/E1=10% Ar = 40%, t = 0.2 m;
wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona verr = -34,289; B — obraz

odksztalcenia komorki pod wptywem sity rozciggajacej (wielkosci w [m])
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Rys. 5.2.2.5 Rozktad naprezen von Misesa o [N/m?] w strukturze re-entrant dla stosunku

moduléw Younga 102, zawartosci Ar= 20%, t=0.2 m, ve = -13.482

Na rysunku 5.2.2.5 przedstawiono rozklad naprezen dla struktury re-entrant

poddanej minimalizacji wspotczynnika Poissona. Parametry modelu, jak w przyktadzie

nr 1 Tab. 5.2.2.1. Rowniez, jak i dla poprzednich przypadkow najwicksze naprezenia

wystepuja w tworzacej si¢ strukturze materiale ,,twardym” wewnatrz struktury. Wartosci

naprezen sg podobne do modelu konwencjonalnego heksagonalnego plastra miodu.

Tab.5.2.2.1 Zestawienie wynikow dwufazowej minimalizacji wspotczynnika Poissona

w strukturze heksagonalny re-entrant

Lp. Stosunek Zawarto$¢ procentowa Grubos¢ | Efektywny
modutow materiatu o wigkszym t [m] wspolczynnik
Younga E2/E; module Younga Ar [%] Poissona
1 10? 20 0.2 -13.482
2 103 20 0.2 -29.764
3 10? 40 0.2 -15.01
4 103 40 0.2 -34.289

5.2.3 Maksymalizacja efektywnego wspolczynnika Poissona w

strukturze

heksagonalnej re-entrant

Dla struktury heksagonalny re-entrant, ktéry bedac zbudowanym z jednego

materiatu wykazuje ujemny wspotczynnik Poissona dochodzacy do wartosci -1, mozna
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rowniez do sprawdzié, czy da si¢ dla niego uzyska¢ jego dodatnig warto$¢, stosujac
dwufazowa optymalizacje topologiczng. Warunki brzegowe pozostaja takie same,
natomiast zmiana znaku w funkcji celu powoduje poszukiwanie maksymalnej mozliwej
liczby Poissona. Wyniki wraz z wartoSciami uzyskanymi podczas optymalizacji
pokazano na Rys. 5.2.3.1 — 5.2.3.8. Jak wida¢ nizej mozliwe jest dla tych struktur
uzyskanie znacznego dodatniego wspdiczynnika Poissona. Wyniki zebrano w tabeli
Tab.5.2.3.1.

A B

A 001
| | =107
1 1.2
\ /
\.
A ! 11
| f
‘a. { 1
\
5 f
T o
[
Y 0.8
|l -\I
| \ 0.7
f \
:." \ 0.6
_f \ 0.5
| ¥ 155107

Rys. 5.2.3.1 A - Wynik optymalizacji topologicznej (maksymalizacji) dwufazowej
struktury re-entrant dla zatozen: stosunck modutéw Younga: E2/E1=102, Ar = 20%,
t = 0.2 m; wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona veff = 1.74; B — obraz
odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej (wielko$ci w [m]) [Strek 2017a]

A 008

¥ 4.51x107

Rys. 5.2.3.2 A - Wynik optymalizacji topologicznej (maksymalizacji) dwufazowej

struktury re-entrant dla zatozen: stosunek modutdéw Younga: E./E1=103, Ar = 20%,
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t = 0.2; wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vef = 12.97; B — obraz
odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

Aoo2
%107

o8

0.6

¥ 485x107°

Rys. 5.2.3.3 A - Wynik optymalizacji topologicznej (maksymalizacji) dwufazowej
struktury re-entrant dla zatozen: stosunek modutow Younga: Eo/E1=10%, Ar = 40%,
t = 0.2 m; wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona veff = 2.95; B — obraz
odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

A 0.09

W 550107

Rys. 5.2.3.4 A - Wynik optymalizacji topologicznej (maksymalizacji) dwufazowej
struktury re-entrant dla zatozen: stosunek modutow Younga: E./E1=108%, A = 40%,
t = 0.2 m; wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vett = 16.11; B — obraz
odksztalcenia komorki pod wptywem sity Sciskajgcej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]



68

WeTs=1n”

Rys.5.2.3.5 A - Wynik optymalizacji topologicznej (maksymalizacji) dwufazowej
struktury re-entrant dla zatozen: stosunck modutéw Younga: E2/E1=102, Ar = 20%,

t = 0.28; wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona verf = 8.42; B — obraz

& 015

odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]
A B
\ \'-.\ ;. f.f
| T 0.1
‘ = 15““.] l *
_ ] ".\ -. 0.08
n'Jl rili I': -‘i.
|ll,l .'I \I. \ 0.05
/ LR
I} h

Rys.5.2.3.6 A - Wynik optymalizacji topologicznej (maksymalizacji) dwufazowej

0.0z

¥ a76=10"

struktury re-entrant dla zatozen: stosunek modutow Younga: Eo/ E1=10%, As = 20%,
t = 0.28 m; wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vert= 27.84; B — obraz
odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]
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A 005

¥ 564107

Rys. 5.2.3.7 A - Wynik optymalizacji topologicznej (maksymalizacji) dwufazowej
struktury re-entrant dla zatozen: stosunck modutéw Younga: E2/E1=102, Ar = 40%,
t = 0.28 m; wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vest = 9.67; B — obraz
odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]
A B

I A 018
: 018
:I=. f 014
| f

¥ 5.04=10™

Rys.5.2.3.8 A - Wynik optymalizacji topologicznej (maksymalizacji) dwufazowej
struktury re-entrant dla zatozen: stosunek modutow Younga: E./E1=10%, A = 40%,
t = 0.28 m; wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik Poissona vert = 29.7; B — obraz

odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej (wielkosci w [m]) [Strek 2017a]

Analizujac wyniki maksymalizacji efektywnego wspoiczynnika Poissona widac,
ze podobnie jak dla minimalizacji lepsze wyniki uzyskano dla wigkszych grubosci
t = 0.28 m oraz wigkszego stosunku moduléw Younga materialow wypehiajacych. Im
wigksza grubo$¢ struktury tym wigksza mozliwo$¢ optymalizacji rozlozZenia obu

materialow.
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Tabh.5.2.3.1 Zestawienie wynikéw dwufazowej maksymalizacji wspotczynnika Poissona

w strukturze plastra miodu re-entrant

Lp. Stosunek Zawarto$¢ procentowa Grubos¢ t Efektywny
modutow materiatu o wigkszym [m] wspolczynnik
Younga E2/E; module Younga Ar [%] Poissona
1 102 20 0.2 1.74
2 10° 20 0.2 12.97
3 102 40 0.2 2.95
4 103 40 0.2 16.11
5 102 20 0.28 8.42
6 103 20 0.28 27.84
7 102 40 0.28 9.67
8 103 40 0.28 29.7

5.2.4 Optymalizacja topologiczna za pomocg metody RAMP

W ramach obliczen optymalizacyjnych przeprowadzono rowniez szereg obliczen

z wykorzystaniem schematu interpolacji RAMP. Opis matematyczny metody zostat

przedstawiony w rozdziale 3.4.

Na Rys. 5.2.4.1 — 5.2.4.2 zostaty przedstawione wyniki optymalizacji, w ktorych

RAMP zastgpil SIMP przy wyznaczaniu efektywnych wspotczynnikow Poissona dla

konwencjonalnego plastra miodu. Warunki brzegowe oraz model zostaly opisane

w rozdziale 5.1. Wyniki uzyskane poréwnano w tabeli z przeprowadzonymi z uzyciem

SIMP, gdzie jedyna r6znicg byly uzyte schematy interpolacji.
B

Rys.

5241 A - Wynik optymalizacji

topologicznej

A 0.0102
x1072
1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4

¥ 3.36x1072

dwufazowej struktury

konwencjonalnego plastra miodu z uzyciem schematu RAMP dla zatozen: stosunek
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modutéw Younga: E2/E1=10%, As = 20%, wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik
Poissona veff = -0.42; B — obraz odksztalcenia komorki pod wptywem sily $ciskajacej

B

A 00229
%1072
2.2
1.8
1.5
1.4
1.2
1
0.8
0.6

¥ 5.09%x107%

Rys. 5242 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury

(wielko$ci w [m])

N

konwencjonalnego plastra miodu z uzyciem schematu RAMP dla zalozen: stosunek
modutéw Younga: Eo/E1=103, As = 20%, wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik

Poissona vett = -2.05; B — obraz odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej

B
A 00152
%1072
1.5
1.4
1.3
1.2
1.1
1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

¥ 4.46x107°

(wielko$ci w [m])

Rys. 5243 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury
konwencjonalnego plastra miodu z uzyciem schematu RAMP dla zalozef: stosunek
modutéw Younga: E2/E1=10%, As = 20%, wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik
Poissona vest = -1.18; B — obraz odksztatcenia komorki pod wptywem sity $ciskajacej

(wielkosci w [m])
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A 00317
%1072

3

25

2

1.5

1

05

v 2.08x10°
Rys. 5244 A - Wynik optymalizacji topologicznej dwufazowej struktury
konwencjonalnego plastra miodu z uzyciem schematu RAMP dla zatozen: stosunek
modutéw Younga: Eo/E1=103, Ar = 20%, wynikowy uzyskany efektywny wspotczynnik
Poissona vett = -2.82; B — obraz odksztatcenia komorki pod wpltywem sity $ciskajacej

(wielkosci w [m])

Tab. 5.2.4.1 Poréwnanie efektywnych wspotczynnikow Poissona uzyskanych metodami

SIMP i RAMP dla struktury plastra miodu

Parametry SIMP RAMP
Ar= 20%, E»/E1=10? -0.78 -0.42
Ar= 20%, Eo/E1=10° -6.91 -2.05
Ar= 40%, E»/E1=107 -1.41 -1.18
A= 40%, E»/E1=10° -7.95 -2.82

5.2.5 Optymalizacja z réwnymi wspolczynnikami Poissona materialow

wypelniajacych

Sprawdzono ro6znice w osigganych efektywnych wspotczynnikach Poissona dla
struktury konwencjonalnego plastra miodu, gdy wspotczynniki Poissona materiatlow

wypelniajacych sg takie same i wynoszg v=0.33.
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Rys. 5.2.5.1 Uzyskane optymalne struktury z minimalnym wspotczynnikiem Poissona: A
—dlavy =0.1; v2 = 0.33; vef = -0.78299; B — dla v1 = v2 = 0.33; veft = -0.783

Dla modelu konwencjonalnego plastra miodu przy wtasciwosciach materiatow obu faz:
E:1 = 10° MPa, E; = 10! MPa, zastosowaniu schematu interpolacji SIMP (p=3), 29014
elementach skonczonych w modelu oraz udzialu materiatu 2 (,,twardego™) Ar=20%
uzyskano taki sam (~0.001, wartosci ver = -0.78299 oraz verr = -0.783) efektywny
wspOlczynnik Poissona, przy rownych i réznych wspotczynnikach Poissona materiatow

wypetniajagcych. Rowniez optymalne struktury wygladaja identycznie.

5.2.6 Optymalizacja z wprowadzonym parametrem regularyzacji

Doktadno$¢ rozktadu zmiennej kontrolnej, a przez to doktadno$¢ minimalizacji/

maksymalizacji liczby Poissona w calej strukturze mozna zapisa¢ jako:

/, (g—x)2 + (j—y)2 dn (5.2.6.1)
gdzie: Q — powierzchnia catego optymalizowanego obszaru struktury, r — zmienna
kontrolna, X,y — wspotrzedne punktoéw w modelu.

Jesli jako dodatkowe kryterium optymalizacji wprowadzimy ograniczenie dla
doktadnos$ci rozktadu na okreslonym zadowalajacym poziomie, to otrzymamy gwarancje

doktadnos$ci rozwigzan.

Ograniczenie to jest okreslone parametrem regularyzacji: (Preg).

o</, (?—;)2 + (g—;)z A0 < Preg (5.2.6.2)



74

Dla badanych ksztalttow przeprowadzono dwufazowa minimalizacje
wspotczynnika Poissona z dodatkowymi kryteriami optymalizacji, w ktérych zgodnie
Z powyzszym rownaniem (5.2.6.2) preg = 1, 100 oraz 1000.

Wyniki porownawcze obliczen dla konwencjonalnego heksagonalnego plastra
miodu pokazano na Rys. 5.2.6.1 - 5.2.6.2.

Przeprowadzono minimalizacj¢ wspotczynnika Poissona przy udziale fazy
Htwardej)” As= 20%, wlasciwosciach obu faz: E; = 10° MPa, E» = 10 MPa, v1 = 0.1,
v2=0.33, przy metodzie interpolacji SIMP oraz siatce elementéw skonczonych,
tworzonej automatycznie, w liczbie 29014. Zastosowano:

a) Brak ograniczen dotyczacych wartosci parametru regularyzacji,

b) Ograniczenie do wartosci 1000,

c) Ograniczenie do wartosci 100,

d) Ograniczenie do wartosci 1.

Zoptymalizowane w ten sposob struktury przedstawiono na Rys. 5.2.6.1, 5.2.6.2

oraz zebrano w Tab. 5.2.6.1.

Rys. 5.2.6.1 Struktura heksagonalnego dwufazowego konwencjonalnego plastra miodu:
A — bez wprowadzania do optymalizacji ograniczenia preg, B - przy wprowadzeniu
parametru regularyzacji — maksymalna warto$¢: preg = 1000, vett = - 0.95623, koncowe
Preg = 935.15
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Rys. 5.2.6.2 Struktura heksagonalnego dwufazowego konwencjonalnego plastra miodu:
A - przy wprowadzeniu parametru regularyzacji — maksymalna warto$¢: Preg = 100,
veff = -0.051854, koncowe preg = 99.884, B - przy wprowadzeniu parametru regularyzacji

— maksymalna warto$¢: Preg = 1, vef =1.6863, koncowe preg = 0.99965

Tab. 5.2.6.1. Zestawienie wynikoéw dla roznych ograniczen parametru regularyzacji

Ograniczenie Wartos$¢ koncowa preg Veff
brak 1051.8 -0.788299
0<preg<1000 935.15 -0.95623
0<preg<100 99.884 -0.051854
0<preg<1 0.99965 1.6863

W wyniku przeprowadzonych symulacji i analizy wynikow w tabeli mozna
stwierdzi¢, ze znaczgce ograniczenie parametru regularyzacji prowadzi do nieuzyskania
ujemnego wspotczynnika Poissona i braku otrzymania jednoznacznej struktury
wynikowej. Dla parametru regularyzacji mniejszego od 1 nie otrzymano struktury,
w ktorej wszystkie elementy skonczone przyjmuja wartosci 0 lub 1, a przyjmuja

natomiast stany posrednie.
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6 Optymalizacja topologiczna dwufazowych struktur chiralnych

6.1 Model oraz warunki brzegowe

W rozdziale 2.3 opisano grupe metamaterialow auksetycznych nazywanych
chiralnymi. Struktury takie sktadajg si¢ z duzej ilosci potaczonych ze sobg pojedynczych
komorek, na ktore sktadajg si¢ tgczniki i wezty. W zalezno$ci od ksztattu weziow oraz
ilosci wychodzacych z nich tacznikow struktury chiralne dzieli si¢ na wiele rodzajow.
W zaleznosci od sposobu potaczenia wezldw mozna rowniez wyr6zni¢ struktury chiralne
wlasciwe oraz struktury anty-chiralne. W strukturach o takim ksztatcie liczba Poissona
dochodzi do -1 [Prall1996]. Najnizsza jego wartos$¢ jest osiggana dla ksztattu anty-tetra-
chiralnego, czyli takiego, w ktorym z jednego wezta wychodzg cztery *taczniki
a pojedyncze komorki taczg si¢ ze swoimi lustrzanymi odbiciami.

Sposéb optymalizacji jest realizowany z uzyciem metody SIMP, aalgorytm
wyznaczania wspotczynnika Poissona zostat przedstawiony w poprzednich rozdziatach.

Optymalizacja takiej pojedynczej anty-tetra-chiralnej komorki odbywa si¢
w warunkach obcigzenia sita S$ciskajacg dziatajaca od gory. Rozwazany ksztatt
(o wymiarach 2L na 2L) opisywany jest przez wymiary: L — dlugos¢ tacznika,
D — érednica wezta i g — grubos¢ tacznika. W rozpatrywanym przypadku wysoko$é, jak

i szerokos¢ jest taka sama: Ly = Ly = 2L (Rys.6.1.1).
2L

2L D

L |

Rys.6.1.1 Warunki brzegowe oraz wymiary pojedynczej komorki
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Z powodu podwdjnej symetrii optymalizowanego ksztattu (rys. 6.1.2) analizie
podlega jedynie ¥4 cze$ci najmniejszego mozliwego do analizy fragmentu struktury anty-
tetra-chiralnej. Warunki brzegowe uzyte w obliczeniach sg nastepujace:

a) prawa krawedz x = L: wolny koniec,

b) lewa krawedz (warunek symetrycznosci) X = -L: n-u = 0, brak przemieszczenia
wzdhuz osi X,

c) dolna krawedz (warunek symetrycznosci) y = -L: n-u = 0, brak przemieszczenia
wzdhuz osi y,

d) gorna krawedz: y = L: przylozona sita F = 20 KN/m, gdzie: L = 0.15 m.

Rys.6.1.2 Geometria struktury anty-tetra-chiralnej (anti-tetra-chiral geometry — ATC)

Rys.6.1.3 Model struktury ATC podzielony na 12904 elementéw skonczonych
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Na Rys. 6.1.3 przedstawiono model struktury anty-tetra-chiralnej podzielony na

12904 elementy skonczone trojkatne. Na rys. 6.1.4 powigkszeniu przedstawiono

fragment struktury. Zastosowany rodzaj elementow

skonczonych to elementy

powierzchniowe roztozone wg algorytmu automatycznego (tzw. Delauney’a).
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6.1.4 Powigkszony fragment struktury ATC podzielony na elementy

powierzchniowe o ksztalcie trojkata wg algorytmu automatycznego

6.2 Wyniki numeryczne optymalizacji dwufazowej struktury anty-tetra-chiralnej

6.2.1 Minimalizacja

struktury g =0.025 m

efektywnego wspodlczynnika Poissona przy grubosci

Struktura anty-tetra-chiralna jest wypetniana dwoma materiatami, tak aby uzyskaé

jak najmniejszy wspotczynnik Poissona. Obie uzyte do wypelnienia domeny materiaty sa

charakteryzowane jedynie poprzez dodatni wspotczynnik Poissona oraz modutly Younga.

Pierwszy z tych dwoch materiatow moze by¢ nazywany ze wzgledu na mniejszy modut

Younga ,,materialem migkkim”, a drugi ze wzgledu jego wigkszg wartos$¢ ,,materiatem

twardym”. Warto$ci stalych materialowych dwoéch faz:

a) material migkki: modul Younga wynosi E1 = 107 Pa (charakterystyczny

dla elastomerdéw), a liczba Poissona v1 = 0.1;

b) materiat twardy: modul Younga wynosi E, = 2-10'! Pa (charakterystyczny

dla stali), a liczba Poissona v> = 0.33.

We wszystkich symulacjach procentowy udzial fazy ,,materiatu twardego” w catej

domenie jest staty i okre$lany jako Ar. Optymalizacj¢ przeprowadzono dla Ay, ktdry

procentowo wynosit od 20% do 50%.
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Wymiary zoptymalizowanej struktury okreslono jako: L = 0.15 m, $rednica we¢zta
D = 0.1 m, a grubos$¢ tacznika i wezta g = 0.025 m, a w kolejnych symulacjach
g =0.0125m.

Na Rys. 6.2.1.1 —6.2.1.4 zielony kolor reprezentuje ,,material migkki”, a niebieski
reprezentuje ,,material twardy””.

Na Rys. 6.2.1.1A - 6.2.1.4A pokazana jest zoptymalizowana dwufazowa
struktura w anti-tetra-chiralnej domenie, w ktdrej procentowy ,udzial materiatu
twardego” Ar wynosi 20%, 30%, 40% oraz 50%. Efektywny wspotczynnik Poissona catej
struktury po optymalizacji wynosi -6.4188. Na Rys. 6.2.1.1B —6.2.1.4B pokazano cztery
zoptymalizowane komorki anty-tetra-chiralne po odksztatceniu.

A

A — pojedyncza zoptymalizowana komorka, B — cztery komorki: obraz po deformacji
[Strek20173]
A

Rys. 6.2.1.2 Wyniki optymalizacji dwufazowej komorki anty-tetra-chiralnej o As = 30%:
A — pojedyncza zoptymalizowana komorka, B — cztery komorki: obraz po deformaciji
[Strek20173]
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Rys.6.2.1.3 Wyniki optymalizacji dwufazowej komorki anty-tetra-chiralnej o As = 40%:
A — pojedyncza zoptymalizowana komorka, B — cztery komorki: obraz po deformaciji

[Strek20173]

A B

—~

Rys. 6.2.1.4 Wyniki optymalizacji dwufazowej komorki anty-tetra-chiralnej o Ar = 50%:
A — pojedyncza zoptymalizowana komorka, B — cztery komorki: obraz po deformaciji

[Strek20173]

Dla réznych As uzyskano bardzo podobne wyniki optymalizacji efektywnego

wspoélczynnika Poissona na poziomie od -6.4188 do -8.7017.
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W strukturze zoptymalizowanej sprawdzono rdwniez napre¢zenia, ktorych rozktad
pokazano na rysunku Rys. 6.2.1.5. Byly one rzedu 108 N/m?, a najwicksze wartosci
uzyskano dla fazy materiatu twardego, u dotu oraz goéry modelu. Faza o wickszym module
Younga przejmuje wickszo$¢ naprezen. W pozostatych czgsciach modelu wypetionych
materialem o mniejszym module Younga naprezenia byly stosunkowo male i

réwnomiernie roztozone.

Tab. 6.2.1.1 Wyniki optymalizacji efektywnego wspotczynnika Poissona dla r6éznego

udziatlu ,,materiatu twardego™ As przy grubosci g = 0,025 m

Struktura 1 2 3 4
As 20% 30% 40% 50%
Efektywny
wspotczynnik -6.4188 -8.7017 -6.9386 -7.0516
Poissona
x 108
8
7
16
{15
{4
43
2
1

Rys. 6.2.1.5 Rozklad naprezen von Misesa o [N/m?] zawarto$ci Ar= 20%, g=0.025 m,
veff = -6.4188

6.2.2 Minimalizacja efektywnego wspoélczynnika Poissona przy grubosci struktury
0=0.0125m

Na kolejnych Rys. 6.2.2.1 — 6.2.2.2 przedstawiono odksztatcenie struktur anty-

tetra-chiralnych po minimalizacji wspotczynnika Poissona dla struktury o dwukrotnie
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mniejszej niz poprzednio grubosci, g = 0.0125. Przedstawiono roéwniez wyniki dla udziatu

,materiatu twardego As rownego 20%, 30%, 40% oraz 50%.

A B

i
M

&~
7

=l .4

-
-
)
)
&
oA

Rys.6.2.2.1 Odksztatcenie struktur anty-tetra-chiralnych o g = 0.0125 m: A — przy As =
20%, B — przy As = 30% [Strek2017a]

lL-===.Jl L-——J

0 . W

Rys. 6.2.2.1 Odksztatcenie struktur anty-tetra-chiralnych o g = 0.0125 m: A — przy As =

40%, B — przy As = 50% [Strek2017a]

Tab.6.2.2.1 Wyniki optymalizacji efektywnego wspotczynnika Poissona dla r6znego
udziatu ,,materiatu twardego” At przy grubosci g = 0.0125 m

Struktura 5 6 7 8
Ar 20% 30% 40% 50%
Wspdtezynnik 4.4994 87017 7.3032 75293
Poissona
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Dla mniejszej grubosci komorki anty-tetra-chiralnej otrzymano dla réznych

As zblizone wyniki z wyjatkiem najmniejszego udziatu fazy ,,twardej” veft = -4.4994.
% 10°%
5

4.5
4
135
13
125

12

1.5

1

0.5

Rys. 6.2.2.3 Rysunek rozktadu naprezen von Misesa o [N/m?] zawartosci Ar = 20%,
9=0,125 m, vesr = -4.4994

Na Rys. 6.2.2.3 przedstawiono rozklad naprgzen dla optymalnego modelu o
grubo$ci g =0.0125m. Najwigksze naprezenia sga przenoszone przez elementy
wypetnione fazg o wigkszym module Younga, jednak koncentrujg si¢ gtdéwnie w cze¢sci
srodkowej modelu. Warto$ci sa podobne do napr¢zen w modelu geometrycznie

dwukrotnie grubszym.

6.2.3 Optymalizacja z rownymi wspoélczynnikami Poissona materialow

wypelniajacych

Sprawdzono roznice w osigganych efektywnych wspotczynnikach Poissona dla struktury
heksagonalnej re-entrant, gdy wspotczynniki Poissona materialdow wypehiajacych sa

takie same 1 wynosza v=0.33.
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Rys. 6.2.3.1 Uzyskane optymalne struktury z minimalnym wspotczynnikiem Poissona:
A —dlavi=0.1; v2=0.33; vert = -8.1785; B — dla v1 = v2 = 0.33; vert = -7.6917

Dla struktury anty-tetra-chiralnej przy wlasciwosciach materialow obu faz:
E1=10° MPa, E; = 2.10' MPa, zastosowaniu schematu interpolacji SIMP (p=3),
12904 elementach skonczonych w modelu oraz udzialu materialu 2 (,,twardego”)
As = 30% uzyskano rozny o 0.4868 efektywny wspotczynnik Poissona, przy rownych (vest
= -7.6917) iroznych (ver = -8.1785) wspotczynnikach Poissona materiatlow

wypehiajacych. Obie struktury roznig si¢ w niewielkim stopniu.
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7 Wplyw parametru penalizacji na wyniki optymalizacji topologicznej

7.1 Cel optymalizacji ze zmiennym wspolczynnikiem p

W metodzie SIMP uzywany jest parametr p nazywany wspotczynnikiem kary
badz wspolczynnikiem penalizacji, ktory stuzy do przyspieszenia podjecia decyzji, czy
element skonczony jest utozsamiany z obecno$cig materiatu lub brakiem obecnosci.
Dzigki jego zastosowaniu bardziej pozadany w obszarze obliczeniowym jest brak badz
obecno$¢ materiatu (warto$¢ 0 1 warto$¢ 1) niz stany przejsciowe (warto$ci pomiedzy
0al).

Czesto podaje sie¢, ze najwigkszg efektywnos¢ numeryczng uzyskuje si¢ stosujac
parametr penalizacji rowny 3, gdy w optymalizacji uzywana jest stal. W niniejszym
rozdziale przedstawiono wyniki optymalizacji z funkcja celu minimalizacji
wspotczynnika Poissona z uzyciem schematu interpolacji SIMP, gdzie warto$¢
wspotczynnika p wynosita p=2, p=3, p=4, p=5. Przykladowy rozktad warto$ci zmienne;j
kontrolnej r w zalezno$ci od réznych wartosci parametru penalizacji p przedstawiono na

rys. 7.1.1.

Wykresy E(r) w zaleznosci od parametru p

1E+11
8E+10
—~ 6E+10 p=1
o —p=3
4E+10 —_—p=5
—p:7
2E+10
1407
0 02 0,4 0,6 0,8 1

r

Rys. 7.1.1 Rozktad zmiennej wartosci zmiennej kontrolnej r dla rdéznych wartosci
parametru p, przy E1 = 107 Pa, E> = 10! Pa

W literaturze [Bendsge2003] podaje si¢, ze minimalna warto$¢ wspotczynnika kary jest
zalezna od wspotczynnikéw Poissona v uzywanych materiatléw i jest okreslana wg wzoru

(7.1.1):
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4

2
Pmin = Max {E,m} (711)

Obliczenia wykonano dla roznych ksztattéw domen obliczeniowych: kwadratu,
konwencjonalnego plastra miodu oraz ksztattu anty-tetra-chiralnego. Efektywne

wspotczynniki Poissona poréwnano i przedstawiono na wykresie.

7.2 Wyniki optymalizacji topologicznej (minimalizacja efektywnego wspolczynnika
Poissona) dla roéznych wartosci parametru kary p dla réznych domen

obliczeniowych
7.2.1 Wyniki minimalizacji przy réznym p dla kwadratu o boku 0.1 m

Na Rys. 7.2.1.1 — 7.2.1.12 przedstawiono struktury wynikowe wraz z ich
zachowaniem podczas $ciskania osiowego (sita $ciskajaca w kierunku pionowym,
przytozona dwustronnie, od dotu i od goéry) dla domeny w ksztalcie kwadratu
0 boku 0.1 m. Warunki brzegowe sa takie same, jak w poprzednich badaniach. Zmienna
jest warto$¢ procentowej zawartosci ,,materiatu twardego” w catej strukturze, tj. Ar= 10%,
20% oraz 30%. Modut Younga materiatéow wynosza 10*° MPa oraz 10’ MPa. Jak we
wczesniejszych rozdziatach materiat o wigkszym wspotczynniku Poissona  jest
ilustrowany na rysunkach kolorem niebieskim, a material o mniejszym kolorem

zielonym. Ilo$¢ elementow skonczonych, na ktore zostat podzielony model to 15625.

A212x107
x10%

2
1.8
1.6

1.4
12
1

0.8

0.6
0.4
0.2

0
vo

Rys.7.2.1.1 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 10%, E1= 107 MPa,
Ex = 2:10" MPa, vi = 0.1, v» = 0.33, p=2, efektywny wspotczynnik Poissona
veft = - 1.0006
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A 3.28x107°
%10

3

2.5

2

vo
Rys. 7.2.1.2 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 10%, E;= 10’ MPa,
E2 =10 MPa, v1=0.1, v =0.33, p=3, efektywny wspdtczynnik Poissona vert= - 0.57548

A 2.59x107
x107

2:5.

Rys. 7.2.1.3 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 10%, E1= 10" MPa,
E2 =10'° MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=4, efektywny wspotczynnik Poissona ves = -0.70949

A2.7x107
x107°

25!

2

15

Rys. 7.2.1.4 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: Ar = 10%,
E1=10" MPa, E> = 101 MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=5, efektywny wspotczynnik Poissona
veff = -0.59322
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J

6

'i i
) ;

Rys. 7.2.1.5 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E;= 10" MPa,

E2 = 10*° MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=2, efektywny wspotczynnik Poissona vess = -1.8102

A 866x107°

: x107°
8
7

6
5
4
3
2
0]

Yo

Rys. 7.2.1.6 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 107 MPa,
E2 = 10 MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=3, efektywny wspotczynnik Poissona vet = -2.1036

A 1.09x107°
x107°

Yo

Rys.7.2.1.7 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 10" MPa,
E2 = 10 MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=4, efektywny wspotczynnik Poissona vet = -1.8224
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A 93x107%
x 1010

9

o = N w - w [2)] ~ 4]
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Rys. 7.2.1.8 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 10" MPa,

E2 = 10'° MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=5, efektywny wspotczynnik Poissona ves =-2.3292

1’"' 7 G - Y \ -!"1 I —— Asssxige

'Y Il ﬁ

.i\|'| vo

Rys. 7.2.1.9 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 30%, E1= 10" MPa,

E, = 10 MPa, v1 = 0.1, v, = 0.33, p=2, efektywny wspotczynnik Poissona vett =-2.2750

%n ‘lh ;‘Il ‘ll\ vo ’

Rys. 7.2.1.10 Wyniki optymalizacji dla warunkdéw poczatkowych: As

30%,

E1= 10" MPa, E; = 10'° MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=3, efektywny wspotczynnik Poissona

veff =-2.3611
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A8.1x10™°
x1071°

vo
30%,
Ei= 10" MPa, E> = 10 MPa, v1 = 0.1, v» = 0.33, p=4, efektywny wspoiczynnik Poissona
veff =-2.1557

Rys. 7.2.1.11 Wyniki optymalizacji dla warunkow poczatkowych: At

A 7.83x10™°
x 16710

vo

Rys. 7.2.1.12 Wyniki optymalizacji dla warunkow poczatkowych: Ar = 30%,
E1= 10" MPa, E; = 10'° MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=5, efektywny wspotczynnik Poissona
veff =-2.1874

Optymalizowany obszar: kwadrat

0

= 1 2 3 4 5 6
c -0,5
> ’ [ ]
i o ¢
T e 4 P ®10%
n O
2 4 20%
>0 -15
s e 30%
S
ki -2
&
w

-2,5

Parametr p

Rys. 7.2.1.13 Zestawienie uzyskanych wynikéw wspotczynnika Poissona dla zmiennego
parametru p przy r6znym udziale materiatu o wigkszym wspétczynniku Poissona
Na podstawie wykresu z Rys. 7.2.1.13 oraz danych z optymalizacji, ktorych

wyniki przedstawiono na Rys. 7.2.1.1 — 7.2.1.12 mozna zauwazy¢, iz najmniejszg warto$¢



91

efektywnego wspolczynnika znaleziono dla As = 30% oraz parametru penalizacji metody
SIMP rownym 3. Potwierdzono rowniez, iz najmniej optymalne wyniki otrzymano dla

zawarto$ci 10% fazy ,,twardej”.

7.2.2 Wyniki minimalizacji przy réznym p dla struktury anty-tetra-chiralnej

Dla struktury anty-tetra-chiralnej zbadano, jak wyniki minimalizowanego
wspotczynnika Poissona roznig si¢ w zaleznosci od parametru kary p w schemacie
interpolacji metoda SIMP. Parametr penalizacji przyjmuje warto$¢ 2,3,4 oraz 5. Struktura
jest $ciskana, warunki brzegowe sa takie same, jak w modelu w rozdziale 6-tym. Na
rysunkach Rys. 7.2.2.1 — 7.2.2.12 przedstawiono struktury wynikowe oraz odksztatcenie

struktury.

A 58x107°
x107®

Rys. 7.2.2.1 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 10%, E1= 107 MPa,
E2=2-10" MPa, v1 =0.1; v2 = 0.33, p=2, efektywny wspotczynnik Poissona ves = -3.4877

%107

Rys. 7.2.2.2 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 10%, E;= 10’ MPa,
E>=2-10! MPa, v1 = 0.1, vz = 0.33, p=3, efektywny wspotczynnik Poissona ves =-3.6103
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A 1.98x107°
x107®

%107

v 5.98x107*

Rys. 7.2.2.4 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 10%, E1= 10" MPa,
E,=2-10"* MPa, v1 =0.1, v, =0.33, p=5, efektywny wspodtczynnik Poissona veft =-3.3878

A 8.14x107°
x107°

¥ 3.13x107™%°

Rys. 7.2.2.5 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 10" MPa,

E2=2-10! MPa, v1 = 0.1, v = 0.33, p=2, efektywny wspotczynnik Poissona ves =-3.6792
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A 899x107°
x107°

= N w S (%] (0] ~ ©

v 1.01x10™"
Rys. 7.2.2.6 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 107 MPa,
E2=2-101 MPa, v1 = 0.1, v» = 0.33, p=3, efektywny wspotczynnik Poissona vest =-6.0906

A 1.02x107®
x107®

v 3.37x10%
Rys. 7.2.2.7 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 10" MPa,
E,=2-10"* MPa, v1 =0.1, v, =0.33, p=4, efektywny wspotczynnik Poissona veft =-5.1445
[ ' ' ' ' ' A 165x107°

x107®
1.6

0.8

0.6

0.4

0.2

¥ 4.99x1071
Rys. 7.2.2.8 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 10" MPa,
E2=2-10'! MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=5, efektywny wspotczynnik Poissona ves =-3.9978
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A 4.26x107
x 107

¥ 2.33x10™
Rys.7.2.2.9 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 30%, E;= 10" MPa,
E, = 210" MPa, v1 = 0.1, v» = 0.33, p=2, efektywny wspoiczynnik Poissona veff = -
6.2268

A 395%x107°
%107

30!

3

2.5

N

¥ 2.32x10™%
Rys. 7.2.2.10 Wyniki optymalizacji dla warunkow poczatkowych: Ar = 30%,
E:i= 10" MPa, E, = 2-10* MPa, vi = 0.1, v» = 0.33, p=3, efektywny wspolczynnik
Poissona veff =-8.1785

A 468x107
107

4.5
4
3.5
3
2.5
2

15

1

0.5

¥ 1.03x10™
Rys.7.2.2.11 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: Asr = 30%,
E:= 10" MPa, E, = 2-10' MPa, vi = 0.1, v» = 0.33, p=4, efektywny wspotczynnik

Poissona veft =-4.7267
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A 7.44x107
x107

v 2.02x10™
Rys. 7.2.2.12 Wyniki optymalizacji dla warunkow poczatkowych: Ar = 30%,
E1= 10" MPa, E; = 2-10" MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=5, efektywny wspotczynnik

Poissona veff =-5.4857

Optymalizowany obszar: struktura anty-tetra-
chiralna
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W 20%
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Efektywny wspdétczynnik Poissona
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Parametr p

Rys. 7.2.2.13 Zestawienie uzyskanych wynikéw wspotczynnika Poissona dla zmiennego

parametru p przy r6znym udziale materialu o wigkszym wspdlczynniku Poissona

Dla struktury anty-tetra-chiralnej najmniejszg  warto$¢  efektywnego
wspotczynnika Poissona uzyskano, podobnie jak dla ksztattu kwadratu, dla As=30% oraz

paramteru penalizacji rownym p=3.

7.2.3 Wyniki minimalizacji przy roznym p dla komorki heksagonalnego

konwencjonalnego plastra miodu

Dla struktury heksagonalnego konwencjonalnego plastra miodu zbadano wptyw
paramtru kary na wynik minimalnego zoptymalizowanego wspotczynnika Poissona.

Obliczenia wykonano dla komorki o grubosci t = 0.2 m. Struktura jest $ciskana, warunki
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brzegowe sa dokladnie takie, jak w opisano w rozdziale 5.1. Na Rys. 7.2.3.1 do 7.2.3.8
pokazano struktury wynikowe, gdzie efektywny wspotczynnik Poissona liczono za
pomoca interpolacji SIMP z réznymi warto$ciami p. Zawarto$¢ materiatu twardego
wynosita Ar = 20% oraz Ar = 40%. Na Rys. 7.2.3.9 zostat przedstawiony wykres
Z warto$ciami uzyskanymi w optymalizacji dla réznych zawarto$ci materiatu o wigkszym

module Younga.
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Rys.7.2.3.1 Wyniki optymalizacji dla warunkow poczatkowych: As = 20%, E1= 10° MPa,
E2 = 10" MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=2, efektywny wspotczynnik Poissona veft = -1,0012

A 00112
x1072
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¥ 4.03x107°

Rys. 7.2.3.2 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 10° MPa,

E2 =10 MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=3, efektywny wspotczynnik Poissona vet = -0.78299
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Rys. 7.2.3.3 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 10° MPa,
E2 =10 MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=4, efektywny wspotczynnik Poissona vest =-0.86734
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Rys. 7.2.3.4 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 20%, E1= 10° MPa,

E2 =10 MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=5, efektywny wspolczynnik Poissona veft =-0.88922
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Rys. 7.2.3.5 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 40%, E1= 10° MPa,
E2 = 10! MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=2, efektywny wspdtczynnik Poissona vest =-1.3455
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Rys. 7.2.3.6 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 30%, E1= 10° MPa,

E2 = 10* MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=3, efektywny wspotczynnik Poissona veft =-1.469

A 00177
x 107

1.6
1.4
12
1

0.8
0.6

¥ 45x107F

Rys. 7.2.3.7 Wyniki optymalizacji dla warunkéw poczatkowych: As = 30%, E1= 10° MPa,
E2 = 10* MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=4, efektywny wspotczynnik Poissona veft =-1.4118

A 00174
*x1072

1.6
1.4
1.2
1

0.8
0.6

¥ 4.38x107°

Rys. 7.2.3.8 Wyniki optymalizacji dla warunkow poczatkowych: As = 30%, E1= 10° MPa,
E2 = 10! MPa, v1 = 0.1, v2 = 0.33, p=5, efektywny wspotczynnik Poissona vet =-1.3954

Najmniejszy efektywny wspotczynnik Poissona w  wyniku optymalizacji

uzyskano przy Ars = 40% oraz parametrze penalizacji p = 3. Dla wszystkich struktur
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najbardziej optymalne wyniki otrzymano dla najwickszej zawartoSci materiatu

0 wickszym module Younga oraz przy parametrze kary rownym 3.

Optymalizowany obszar: plaster miodu

0,2

-0,4

-0,6

-0,8 20%
-1 40%

-1,2

1,4

Efektywny wspdtczynnik Poissona

-1,6
Parametr p

Rys. 7.2.3.9 Zestawienie uzyskanych wynikow wspotczynnika Poissona dla zmiennego

parametru p przy réoznym udziale materialu o wigkszym wspoiczynniku Poissona
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8 Badania dynamiczne zoptymalizowanych struktur

8.1 Wyniki badan czestosci wlasnych dla kwadratu

Dla struktury o ksztalcie kwadratu, z juz zminimalizowanym efektywnym
wspoétczynnikiem Poissona (Rys. 7.2.1.10) zbadano wlasciwosci dynamiczne,
sprawdzajac warto$ci czestosci wiasnych struktury, pod wplywem wymuszenia
harmonicznego. Warunki brzegowe sg takie same, jak podczas badan w poprzednich
rozdziatach. Natomiast na gorng krawedz dziata sita harmoniczna (Rys. 8.1.1) Na Rys.
8.1.2 A-G przedstawiono odksztalcenia zoptymalizowanego ksztattu, dla kazdej z o§miu
pierwszych czestotliwosci whasnych struktury dwufazowej. W tabeli 8.1.1 przedstawiono

zestawienie wynikow czgstoSci wlasnych, z porownaniem, jak wygladaja czestosci

wilasne dla struktur o takim samym ksztatcie, ale jednofazowe;.
F(t)

A B
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E F
G H

Rys. 8.1.2 Postaci drgan wilasnych Y% zoptymalizowanej struktury dwufazowej

0 minimalnym efektywnym wspdiczynniku Poissona, warto$¢ czestosci wlasnej:

A—-165.71Hz, B — 231.77 Hz, C-313.89 Hz, D — 362.97 Hz, E—-389.51 Hz, F —
468.44 Hz, G - 494.62 Hz, H - 512.64 Hz
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Tab. 8.1.1 Wartosci czgstoSci whasnych dla struktur: A — jednofazowej (zbudowanej z
materialu 1 (E1 = 107 Pa, v1=0.1, p1=4000 kg/m®), , B — jednofazowej (zbudowanej z
materiatu 2 (E2 = 10'° Pa, 1,=0.33, p=7000 kg/m®) i C - optymalnej pod wzgledem

minimalnego efektywnego wspotczynnika Poissona,

Nr 1 2 3 4 5 6 7 8
Rodzaj [Hz]

A 376.89 | 395.15 | 412.49 | 698.3 | 830.66 | 1040.7 | 1130.7 | 1191.4

B 8193.4 | 9412.9 | 11065 | 15822 | 18937 | 23373 | 24580 | 29277

C 165.71 | 231.77 | 313.89 | 362.97 | 389.51 | 468.44 | 494.62 | 512.64

8.2 Wyniki badan czestosci wlasnych dla heksagonalnego plastra miodu

Dla struktury o ksztalcie heksagonalnego plastra miodu, z juz zminimalizowanym
efektywnym wspotczynnikiem Poissona (Rys. 5.2.1.1A) zbadano wlasciwosci
dynamiczne, sprawdzajagc warto$ci czestosci wihasnych struktury, pod wpltywem
wymuszenia harmonicznego. Warunki brzegowe s3 takie same, jak podczas badan w
poprzednich rozdziatach, z tym, ze sita wymuszajaca jest sitg harmoniczng. Na Rys. 8.2.1
A-H przedstawiono odksztalcenia zoptymalizowanego ksztattu, dla kazde; z o$miu
pierwszych czgstotliwosci wlasnych struktury dwufazowej. W tabeli 8.2.1 przedstawiono
zestawienie wynikow czgstosci wlasnych, z porownaniem, jak wygladaja czestosci

wiasne dla struktury homogenicznej o takim samym ksztalcie.

A B




103

AN
L
Y

Rys. 8.2.1 Postaci drgan wlasnych " zoptymalizowanej struktury dwufazowe;j

0 minimalnym efektywnym wspoiczynniku Poissona, warto$¢ czgstosci wlasne;j:
A —-38.229 Hz, B — 109.56 Hz, C — 247.22 Hz, D — 310.82 Hz, E — 410.48 Hz, F —
464.23 Hz, G —546.53 Hz, H — 570.56 Hz
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Tab. 8.2.1 Wartosci czgstosci whasnych dla struktur: A — jednofazowej (zbudowanej z
materialu 1 (E1 = 10° Pa, v1=0.1, p1=4000 kg/m®), , B — jednofazowej (zbudowanej z
materiatu 2 (E2 = 10! Pa, 1,=0.33, p=7000 kg/m®) i C - optymalnej pod wzgledem

minimalnego efektywnego wspotczynnika Poissona

Nr 1 2 3 4 5 6 7 8
Rodzaj [Hz]

A 53.814 | 153.74 | 347.15 | 440.16 | 582.94 | 655.11 | 783.18 | 822.79

B 128.02 | 366.9 | 827.88 | 1040.9 | 1374.6 | 1554.6 | 1830.2 | 1910.7

C 38.229 | 109.56 | 247.22 | 310.82 | 410.48 | 464.23 | 546.53 | 570.56

8.3 Wyniki badan czestosci wlasnych dla struktury anty-tetra-chiralnej

Dla struktury o ksztalcie anty-tetra-chiralnym, z optymalnym efektywnym
wspoétczynnikiem Poissona (Rys. 6.2.1.1.) zbadano wlasciwosci dynamiczne,
sprawdzajac  warto$ci czestosci wihasnych struktury, pod wplywem wymuszenia
harmonicznego. Warunki brzegowe sa takie same, jak podczas badan w poprzednich
rozdzialach, z tym, ze sita wymuszajaca jest sita harmoniczna. Na Rys. 8.3.1 A-H zostaty
zilustrowane odksztalcenia zoptymalizowanego ksztaltu, dla kazdej z 8-miu pierwszych
czestosci whasnych struktury dwufazowej. W tabeli Tab. 8.3.1 przedstawiono zestawienie
ich wynikow, z pordwnaniem, jak wygladaja czestosci wiasne dla struktury ztozonej

Z jednego materialu o takim samym ksztalcie.

A B
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"
a
H

Rys. 8.3.1 Postaci drgan wlasnych Y4 zoptymalizowanej struktury dwufazowej

0 minimalnym efektywnym wspolczynniku Poissona, warto$¢ czgstosci wlasnej:
A-17.035Hz, B — 41.259 Hz, C -75.223Hz, D — 88.819 Hz, E — 101.65 Hz, F —
13449 Hz, G - 152.43 Hz, H — 156.7 Hz

Tab. 8.3.1 Wartosci czgstosci wlasnych dla struktur: A — jednofazowej (zbudowanej z
materialu 1 (E1 = 107 Pa, v1=0.1, p1=4000 kg/m?), , B — jednofazowej (zbudowanej z
materialu 2 (E2 = 2-10'! Pa, v2=0.33, p,=7000 kg/m?) i C - optymalnej pod wzgledem

minimalnego efektywnego wspolczynnika Poissona
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Nr 1 2 3 4 5} 6 7 8
Rodzaj [Hz]

A 24.578 | 58.922 | 109.96 | 128.53 | 147.34 | 194.96 | 218.58 | 228.55

B 18.04 | 43.692 | 79.659 | 94.057 | 107.64 | 142.43 | 161.41 | 165.94

C 17.035 | 41.259 | 75.223 | 88.819 | 101.65 | 134.49 | 152.43 | 156.7

Uzyskane dla wszystkich domen obliczeniowych wyniki wskazuja na znaczne

zmniejszenie czestosci wlasnych dla struktury dwufazowej w porownaniu z ksztattami

wypehionymi tylko jednym materiatem.
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9 Whnioski

W pracy udowodniono, iz mozliwe jest uzyskanie ujemnych efektywnych
wspotczynnikoéw Poissona, poprzez wypetnienie dwoma materiatami, struktur o r6znych
ksztattach, zarowno takich, jakie wykazuja auksetyczne wtasciwosci, bedac ztozone z
jednego materiatu, jak i nie wykazujg ich wczesniej. Poprzez wypelnienie struktury tymi
samymi materiatami mozna rowniez uzyska¢ wysoka dodatnig warto$¢ efektywnego
Wwspotczynnika Poissona.

Im wigkszy parametr ksztattu materiatu (np. grubos¢, szerokos¢) tym bardziej
optymalne okazaty si¢ wyniki (wskazujg na to wyniki badan dla zmiennej grubo$ci
heksagonalnego konwencjonalnego plastra miodu oraz struktury anty-tetra-chiralnej). W
strukturach o wigkszej powierzchni material ,twardy” miat wigksze mozliwosci
zbudowania odpowiednich struktur, ktére determinowaty pojawianie si¢ odksztatcenia
poprzecznego, ktore zwigkszato efektywny wspotczynnik Poissona.

W zdecydowanej wigkszo$ci udziat fazy materialu o wickszym module Younga
na poziomie 30% - 40% przynosit w wynikach bardziej optymalne wyniki. Dalsze
zwigkszanie udzialu tego materialu w calej strukturze nie przynosilo zwigkszenia
optymalnosci rozwigzania (struktura anty-tetra-chiralna).

W konwencjonalnym heksagonalnym plastrze miodu przeprowadzono badania
dla modeli z r6znymi stosunkami modutow Younga materiatdw wypetniajacych. Tutaj
bardziej optymalne rozwiazania otrzymano dla wigkszego stosunku 10° MPa niz dla 10?
MPa.

Przedstawione w rozdziale si6dmym wyniki badan dla réznego parametru
penalizacji (kary) p w schemacie interpolacji SIMP wilasciwosci struktury dwufazowej
wskazuja na to, iz najbardziej optymalne wyniki otrzymano dla parametru p o wartosci
rownej 3. Szczegodlnie bylo to widoczne w badaniach modeli, gdzie zawarto$¢ fazy
»twardej” w calej strukturze byta najwieksza (30% lub 40%). Mniejsze zawartosci (10%,
20%) nie pokazywaly jednoznacznie, dla ktorego p uzyskano najbardziej optymalne
rozwigzanie.

W pracy (rozdziat 5.2.4) przedstawiono poréwnanie wynikéw optymalizacji za
pomocg schematow interpolacji SIMP oraz RAMP dla struktury konwencjonalnego
plastra miodu. Wyniki uzyskane metoda RAMP s3 mniej optymalne niz liczone za

pomoca modelu SIMP. Najwigksza réznice migedzy wynikami, na niekorzys¢ modelu
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RAMP zaobserwowano przy wigkszej roznicy modutdow Younga materiatow faz
wypehniajacych strukture.

Wyniki optymalizacji dla roznych ilosci elementow skonczonych w strukturze
(rozdziat 4.2.3) potwierdzity zaleznos$¢ rozwigzan od wiasnie tego czynnika. Struktury
wynikowe roznity si¢ bardzo w zalezno$ci od iloSci elementéw oraz algorytmu
wypetnienia siatki. Rznice w wartosci efektywnego wspotczynnika Poissona dochodzity
do okoto 100%. Prawie identyczne wyniki uzyskano dla siatki mapowanej o 4489
elementach i siatki automatycznej 0 24912 elementach.

W pracy sprawdzono rowniez wplyw réwnych wspotczynnikow Poissona
materiatéw obu wypetniajacych strukturg¢ faz. Wspoétczynnik ten wynosit dla obu
materiatow 0.33. Dla struktury konwencjonalnego plastra miodu zmiana ta nie wptyneta
na wynik rozwigzania. W przypadku domeny obliczeniowej o ksztatcie kwadratu ré6znica
wyniosta ok. 5%, natomiast dla struktury anty-tetra-chiralnej wynosita ona ok. 20%.

W niniejszej pracy (rozdziat 5.2.6) przeprowadzono réwniez optymalizacj¢ z
wprowadzonym ograniczeniem tzw. parametru regularyzacji do wartosci 1000, 100, oraz
1. Wprowadzenie tego ograniczenia w wielko$ci 100 doprowadzilo do znaczacego
zwigkszenia wyniku, a przez to wuzyskanie mato optymalnego rozwigzania.
Wprowadzenie do modelu obliczeniowego ograniczenia parametru optymalizacji do 1 nie
pozwolito uzyskaé¢ optymalnego rozwigzania, a takze nie zostata struktura 0-1 (elementy
skonczone w modelu przyjety warto$ci posrednie).

W rozdziale 6smym przedstawiono czesto$ci wlasne optymalnych struktur ze
zminimalizowanym wspolczynnikiem Poissona oraz porownano te czgstosci ze
strukturami jednofazowymi. Modele optymalne przyjmowaly znaczaco mniejsze

wartosci niz struktury homogeniczne.
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