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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono Analize numeryczng modelu matematycznego zawieszenia
samochodowego z wykorzystaniem oprogramowania SageMath. Na poczatku przedstawiona
istotno$¢ uktadoéw zawieszenia w pojazdach oraz krétko omdéwiono wspétczesnie stosowane
rozwigzania w uktadach ttumigcych wraz z ich graficzng reprezentacjg. Nastepnie krétko opisana
zostata historia programu SageMath, oraz mozliwosci jakie nam oferuje. Kolejno opisano jak z
wykorzystaniem Sage wykonywaé obliczenia na réwnaniach rézniczkowych i wykona¢ ich eksport
do czytelnej postaci wykresdw. Na podstawie danych z przeanalizowanej literatury wykonane
zostaty modele graficzne, oraz matematyczne uktadéw zawieszenia. Obliczenia wykonano dla
dwéch modeli éwiartki pojazdu z zawieszeniem pasywnym, z czego model drugi bierze pod uwage
rowniez analize reakcji pasazera na prace badanego uktadu. Wykazano mozliwosci analizy
numerycznej z wykorzystaniem oprogramowania komputerowego oraz przedstawiono korzysci
ptynace z tej szczegdlnej metody analizy.

ABSTRACT

The paper presents a numerical analysis of a mathematical model of a car suspension using the
SageMath software. First was presented the importance of suspension systems in vehicles and
briefly discusses the currently used solutions in damping systems along with their graphical
representation. Then the history of the SageMath program and the possibilities it offers us were
briefly described. Subsequently, it was described how to perform calculations on differential
equations using Sage and export them in the form of readable graphs. Based on the data from the
analyzed literature, graphical and mathematical models of the suspension systems were made.
Calculations were made for two quarter models of the vehicle with passive suspension, of which
the second model also takes into account the analysis of the passenger's reaction to the operation
of the tested system. The possibilities of numerical analysis with the use of computer software
have been demonstrated with illustrating benefits from using this particular method of analysis.
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WSTEP

Praca dyplomowa dotyczy zagadnienia Numerycznej analizy ukfadu zawieszenia pojazdéw
samochodowych. Celem pracy byto wyprowadzenie wybranych modeli matematycznych
zawieszenia samochodowego i uzycie ich w programie wykonanym w SageMath do wykonania
numerycznej analizy pracy C¢wiartki zawieszenia samochodowego poddanego okresowym
wymuszeniom drogi. Rozdziat pierwszy pracy jest krétkim wprowadzeniem w ramy zagadnienia. W
drugim rozdziale przyjrzano sie istotnym aspektom pracy zawieszen samochodowych wraz z
omoéwieniem najwazniejszych funkcji jakie petnig i problemami jakie napotykajg ich konstruktorzy.
Opisane zostaty takze wspdtczesnie stosowane systemy zawieszen oraz krétko omdéwiono wptyw
drgan na pasazera pojazdu. Trzeci rozdziat opisuje historie oraz mozliwosci programu SageMath,
ktorego uzyto do uzyskania wynikéw wyprowadzonych obliczen wraz z reprezentacjg w postaci
kodu zapisanego w programie i uzyskanymi wynikami. W rozdziale czwartym omoéwiono metody
obliczania réwnan rdézniczkowych w SageMath z wykorzystaniem zawartym w nim funkcji. W
rozdziale pigtym oraz széstym wyprowadzono modele matematyczne badanych w pracy uktaddéw.
Rozdziaty siddmy oraz ésmy dotyczg analizy uzyskanych z uzyciem programu wynikéw, wraz z ich
reprezentacjg w postaci wykresdw wykreowanych w programie Sagemath.
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1. WPROWADZENIE (OPRACOWAL LUKASZ LECHNA)

Motoryzacja jest z nami i rozwija sie intensywnie od ponad stu lat i przez te ostatnich kilka
dekad moglismy zaobserwowac gwattowny rozwdj technologiczny na wielu polach zwigzanych z tg
dziedzing. Jednym z bardziej kluczowych pdl rozwoju jest rozwdéj zawieszer samochodowych, ktére
od zawsze jest ich integralng czesciag. Wptywa ono w znacznym stopniu na wygode i walory
uzytkowe auta, swojg pracg ttumigc nieréwnosci drogi przenoszone na mase samochodu i
pasazeréw. Najbardziej znanym i rozpowszechnionym rodzajem zawieszen pojazddw jest
zawieszenie pasywne w ktdrym to wymagany jest odpowiedni dobdr wspodtczynnika ttumienia,
ktorego wartosc spetnia dwa przeciwstawne sobie zadania: zapewnienia odpowiedniego komfortu
i bezpieczenstwa jazdy. Badania zjawisk wystepujgcych w codziennym ruchu drogowym czesto s3
zwigzane z koniecznoscig angazowania znacznych srodkéw i posiadania rozbudowanego zaplecza
technicznego dla badan drogowych, dzieki ktorym jest mozliwe okreslenie zachowania badanego
zawieszenia samochodowego. Wspomniane badania drogowe nie sg zawsze konieczne, gdyz w
ocenie wiekszosci cech zwigzanych z pracg zawieszenia wystarczy dysponowanie odpowiednim
modelem matematycznym ktéry mozna poddaé symulacji z wykorzystaniem $rodowiska
wirtualnego. Takowy model odzwierciedla obiekt rzeczywisty z wykorzystaniem oprogramowania,
ktorego obecnie dostepny jest szeroki wachlarz. Od strony mechanicznej zawieszenie
samochodowe jest uktadem dynamicznym przenoszagcym i ttumigcym drgania na pojazd i
pasazeréw wywotane przez nierdwnos¢ podtoza. W celu zapewnienia odpowiedniego poziomu
bezpieczenstwa i komfortu jazdy wykonuje sie analizy tzw. modeli potéwkowych lub éwiartkowych
pojazdéw [1,2,3]. W niniejszej pracy wykonano analize dwodch ¢wiartkowych modeli
matematycznych pojazdéw wyposazonych w zawieszenia pasywne, wykorzystujgc w tym celu
modele zaczerpniete z literatury[1,2], wraz z poréwnaniem ich zachowan, i wptywu zmiany
parametréw drogi na ich prace.

2. UKLAD ZAWIESZENIA W POJAZDACH | JEGO WPLYW NA PASAZERA
(OPRACOWALI LUKASZ LECHNA, MICHAL WIELGAT)

2.1 OPIS I CEL STOSOWANIA UKLADOW ZAWIESZENIA

Zawieszenia samochodowe w pojazdach majg kilka kluczowych zadan: ochrone pasazerow
pojazdu od nadmiernie silnych wibracji spowodowanych jazdg po nieréwnej drodze,
podtrzymywanie masy samochodu, oraz na utrzymaniu stabilnosci pojazdu podczas jazdy. Gtowne
zawieszenie samochodu jest uktadem elementéw w ktérego to sktad, wchodzg miedzy innymi
elementy ttumigce oraz elementy sprezyste. Zadaniem uktadu zawieszenia jest izolowanie
pasazeréw auta od wptywu wibracji ktore sg spowodowane nierownosciami drogi po ktorej
porusza sie jadacy pojazd. Zawieszenia gtéwne majg takze drugie réwnie wazne zadanie ktérym
jest zapewnienie stabilnosci pojazdu w okreslonych warunkach jazdy, co wigze sie z utrzymaniem
odpowiednich standardow bezpieczenstwa przy poruszaniu sie pojazdem. Wczes$niej wspomniana
stabilnos$¢ jadacego pojazdu i komfort s3 dwoma najwazniejszymi kryteriami oceny zawieszenia.
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Czesto wyzej wspomniane czynniki jednak kolidujg ze sobg utrudniajgc prace inzynierom
zajmujacym sie zaprojektowaniem uktadu. Uktad o wysokim stopniu stabilnosci czesto okazuje sie
mato komfortowy dla pasazeréw. Tymczasem zawieszenie zapewniajgce wysoki stopiert komfortu
moze okazaé sie w pewnych warunkach jazdy silnie niestabilne przez co moze doprowadzi¢ do
sytuacji niebezpiecznej. Przy projektowaniu zawieszen pasywnych zawsze trzeba wiec dazy¢ do
kompromisu pomiedzy tymi dwoma czynnikami, gdyz nie jest mozliwe uzyskanie idealnych
rezultatow bez wykorzystania alternatywnych rozwigzan konstrukcyjnych ktére pozwolityby na
dodatkowg mozliwos¢ regulacji tych parametréw i usprawnienie dziatania uktadu. Takie
alternatywne rozwigzania wykorzystano w innych rodzajach zawieszen takich jak zawieszenia
aktywne, ktdére wymagaja takie osobnego ukfadu sterowania ktére umozliwia adaptacje
parametréw ukfadu do warunkdw jazdy.

2.2 STOSOWANE WSPOLCZESNIE SYSTEMY ZAWIESZENIA

W samochodach powszechnie uzywane sg pasywne systemy zawieszenia ttumigce ze
wzgledu na niewielkie koszty produkcji takiego uktadu i wzglednie zadowalajace efekty. Taki ukfad
opiera sie zwykle na elementach o nieliniowym ttumieniu oraz liniowej sprezystosci. W pasywnych
elementach ttumigcych wibracje ulegajg rozproszeniu i ich energia jest zamieniana na energie
cieplng. Tego typu zawieszenia obecnie stosowane sg w réznorodnych konfiguracjach elementow
sprezystych oraz ttumigcych. Podczas jazdy wspdtczynnik ttumienia spetnia¢ bowiem musi tu dwa
kolidujgce wzajemnie zadania. Dla uzyskania dobrego komfortu pasazeréw podczas jazdy wartosc
wspotczynnika powinna by¢ wystarczajgco niska by zawieszenie ttumito drgania na wysokich
czestotliwosciach wymuszenia ktére sg niekorzystne dla cztowieka i negatywnie wptywaja na
wygode podczas jazdy. Tymczasem aby pojazd zachowywat sie stabilnie przy wykonywaniu
manewrdw na drodze wspdfczynnik takze musi by¢ odpowiednio wysoki. Dobrze zaprojektowane
zawieszenie pasywne posiada wiec optymalnie dostosowany wspétczynnik wartosci ttumienia
osiggajac odpowiedni kompromis pomiedzy komfortem pasazeréw pojazdu a bezpieczenstwem
jazdy.

lg Masa resorowana

Sprezyna [I] Amortyzator

2

Rysunek 2.1 Uproszczony schemat zawieszenia pasywnego [4].

Zawieszenia aktywne to takie uktady w ktdrych pasywne czy sprezyste elementy ttumigce moga
by¢ zastepowane aktuatorem czyli sterowanym mechanicznie sitownikiem. Sita ma tam za zadanie
neutralizowanie sit wystepujacych w uktadzie oraz na aktywnym neutralizowaniu wymuszen
pochodzacych od drogi powodujac podwyziszenie komfortu i bezpieczedstwa poruszania sie
pojazdem. Takie rozwigzanie znacznie podwyzsza komfort i bezpieczenstwo jazdy jednak uzywanie
g0 wigze sie ze znacznym poborem energii przez co nie jest ono rozwigzaniem preferowanym w
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samochodach osobowych. Ze wzgledu na zapewnianie wysokiego poziomu komfortu jest ono
jednak stosowane w obiektach stacjonarnych z dostepem do zewnetrznego statego zrédta energii.

lg Masa resorowana Masa resorowana

Aktuator

Sprezyna

z

Rysunek 2.2Uproszczone schematy przyktadowych systemdéw zawieszenia aktywnego [4].

Zawieszenia semiaktywne posiadajg w sobie element sprezysty i ttumiacy
charakterystyczne dla zawieszen pasywnych, z tg rdznicg ze warto$é wspodtczynnika ttumienia
zawieszenia moze by¢ zmienna w czasie sprawiajgc ze zawieszenie moze elastycznie dostosowac
sie w sposdb ciaggly do aktualnie panujgcych warunkéw drogowych podczas jazdy pojazdu. Zmiana
jest wykonywana w sposéb automatyczny przez specjalistyczny uktad sterowania reagujacy na
warunki w ktérych znajduje sie pojazd za posrednictwem zespotu czujnikdéw bedgcych w statej
komunikacji ze sterownikiem. Zawieszenie semiaktywne nie generuje bezposrednio sity kontrujgcej
drgania jak w przypadku zawieszenia aktywnego, jednak znaczng przewagg tego zawieszenia nad
uktadami w petni aktywnymi jest jego niskie zapotrzebowanie energetyczne przy zapewnieniu
bardzo wysokiej poprawy komfortu jazdy oraz poprawie stabilnosci pojazdu i bezpieczenstwa
pasazeréw. W ukfadach semiaktywnych wazng role petni odpowiednie skonfigurowanie uktadu
sterowania gdyz optymalnie dziatajgcy uktad sterowania przyczynia sie do znacznej poprawy
parametréw pracy zawieszenia jednak niepoprawnie dziatajgcy uktad semiaktywny moze takze te
wartosci znacznie pogorszyc.

1g Masa resorowana

Aktywny

Sprezyna
prezy element ttumiacy

Rysunek 2.3 Uproszczony schemat zawieszenia semiaktywnego[4].
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2.3 WPLYW DRGAN NA PASAZERA POJAZDU

Samochdd jest skomplikowanym uktadem drgajacym, drgania auta wywotywane s3g
podczas jego eksploatacji w duzej mierze witasnie przez nieréwnosé drogi po ktérej pojazd sie
porusza. Drgania w zaleznosci od amplitudy, czestosci, czy czasu trwania mogg mie¢ wptyw na
ludzki organizm wywotujgc zmiany fizykalne, psychologiczne czy fizjologiczne. Nagte silne drgania
wywotane przez np. szybki przejazd przez prég zwalniajagcy mogg prowadzi¢ do uszkodzen ciata,
takie jak naderwania miesni, ukruszenia lub wybicia zebdw, sttuczen lub innych obrazen. W
przypadku wystawienia na dtugotrwate drgania nawet o umiarkowanej intensywnosci, powodujg
dyskomfort i bedg prowadzi¢ do szybszego zmeczenia, zaburzenia skupienia i efektywnosci
kierowania pojazdem. Organizm ludzki wykazuje réing wrazliwos¢ na drgania o rdznych
czestotliwosciach:

e niskie czestotliwosci drgan do ~0.5 Hz mogg wywolywaé¢ u cztowieka objawy choroby
morskiej;

e drgania w zakresie okoto 1-2 Hz czyli takie ktére odpowiadajg czestotliwosci wstrzgséw jakich
doznaje cztowiek podczas chodzenia sg znoszone dobrze;

e w przypadku pasma w okolicach 4-8 Hz wystepuje istotne zmniejszenie ludzkiej sprawnosci
dziatania.

3. SYSTEM ALGEBRY KOMPUTEROWEJ SAGEMATH — OPIS | MOZLIWOSCI
(oPRACOWAL LUKASZ LECHNA)

3.1 WPROWADZENIE

SageMath jest rozbudowanym systemem algebry komputerowej dostepnym dla systemow
operacyjnych Microsoft Windows i Linux z czego SAGE jest skrotem od: Software for Algebra and
Geometry Experimentation. Oprogramowanie to zostato napisane w jezyku Python, taczy ono w
sobie wiele darmowych pakietéw oprogramowania matematycznego takich jak NumPy, matplotlib,
SciPy i inne. Program jest stale rozwijany, oraz rozpowszechniany na warunkach licencji GPL
(General Public Licence). Sagemath jest darmowg alternatywa dla programéw takich jak Wolfram
Mathematica czy Mathworks Matlab. W tym rozdziale pracy omdéwiona bedzie krétko historia
powstania i rozwoju programu Sagemath, omdéwione zostang tez mozliwosci na jakie pozwala nam
Sage i wyprowadzone przyktady dla zobrazowania dziatania programu.

3.2 HISTORIA | ROZWOJ PROGRAMU

Poczatkowym inicjatorem i twdrcg programu jest William A. Stein, uwczesny nauczyciel
akademicki uniwersytetu Washington ktéry, zapoczatkowat projekt Sagemath. W roku 2005 swiatu
ukazana zostata pierwsza wersja tego oprogramowania. Jego celem miato byé stworzenie
darmowego programu komputerowego do zastosowan matematycznych. Cheé stworzenia takiego
oprogramowania wynikata wysokich cen zakupu licencji dla programoéw takich jak Matlab, Maple
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czy Magma, ktérych ceny zakupu podstawowej licencji oscylowaty w granicach kilku tysiecy
dolaréw, w dodatku na rynku tego typu oprogramowania od lat panowata stagnacja i nie byto
zadnych alternatyw dla drogich programéw komercyjnych. Niezadowolenie nie wynikato tylko i
wytacznie z kwestii finansowych, programy komercyjne zwykle nie okreslaty sposobdw w jakich
przeprowadzane byly obliczenia co oznaczato ze inni matematycy nie byli w stanie przeanalizowac
kodu i sposobu w jaki obliczenia komputerowe zostaty przeprowadzone dla uzyskania wyniku
wyjsciowego.

Organizowane byty tzw. ,Dni Sage” bedace swego rodzaju warsztatami dla chetnych
deweloperdw i studentéw organizowanymi przez Steina na ktérych skupiano sie nad rozwojem
programu, implementacjag nowych rozwigzan i rozwijaniem funkcjonalnosci, ktéry w tamtym
czasie(lata 2005-2007) wcigz byt bardzo ubogi na wielu polach i znacznie odbiegat od programéw
takich jak wiodgca wtedy Magma czy Mathematica, chociazby dlatego ze nie posiadat on interfejsu
w S$rodowisku notatnika (notebook interface), czyli notatnika komputacyjnego bedacego
wirtualnym s$rodowiskiem uzywanym do programowania stownego. W roku 2007 Sage zyskat
interfejs pozwalajagcy na wykonywanie réwnan symbolicznych w programie bez potrzeby
wykonywania skomplikowanych konwersji, dzieki czemu magt by¢ uzywany do pracy na zajeciach
ze studentami. W tymze roku Sage zostat nominowany do nagrody Trophees du Libre gdzie zajat
pierwsze miejsce w kategorii dla oprogramowania naukowego, zapewniajgc programowi zastrzyk
popularnosci. Wiele osdb zainteresowanych checig poprawienia pracy srodowiska przytgczato sie
do projektu i z biegiem czasu nad programem pracowaty setki developeréow rozwijajgc go w
réznych dziedzinach zastosowan, co uczynito program tym czym jest dzis.

Sam twodrca obecnie zrezygnowat z pracy akademickiej, stat sie wspodtzatozycielem
SageMath Inc. w 2016r. Firma stoi za stworzeniem i dalszym udoskonalaniem serwisu CoCalc
(Collaborative Calculation and Data Science) bedacego rozwinieciem idei Sage i pozwalajacego na
wykonywanie obliczen i analizy danych, umozliwiajac wspétprace w czasie rzeczywistym. CoCalc
pozwala na przechowywanie notatnikéw Jupyter w chmurze, oraz pozwala na réwnolegta prace w
nich przez kilku uzytkownikéw na raz co otwiera zupetnie nowe mozliwosci prowadzenia zaje¢, czy
pracy z plikami. Sagemath jest jednym z wielu zespolonych elementéw oprogramowania ktoére
CoCalc obecnie w sobie tgczy pozwalajac na tatwg i ptynng prace z nimi w jednym zintegrowanym
srodowisku.

3.3 OPIS MOZLIWOSCI

Program Sagemath daje wiele mozliwosci, umozliwia on nie tylko wyliczanie réwnan, moze
on takze rozktadaé na czynniki ,lub upraszcza¢ wyrazenia. Catkowanie, obliczanie granic i nie tylko.
Sage moze manipulowac wyrazeniami zawierajgcymi pierwiastki, wyktadniki i tym podobne. Jest
przydatny w rozwigzywaniu i ilustrowaniu probleméw miedzy innymi z zakresu probabilistyki i
kombinatoryki. Program przydatny jest nie tylko na polach uzytecznosci dla matematyki ale takze
jego obszerna funkcjonalnos¢ przydatna jest rowniez w statystyce czy fizyce.

SageMath dzieki wbudowanym pakietom jest w stanie obrazowac¢ grafiki 2D i 3D dajace, z
pomocg narzedzia jestesmy takie w stanie wykonywac proste animacje, czy tworzy¢ modele i
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wykresy 3D. Program jest bardzo pomocnym narzedziem w praktycznie kazdej z dziedzin
wspotczesnej matematyki w tym miedzy innymi: rachunki symboliczne, dziatania na wielomianach,
algebrze abstrakcyjnej, kryptografii itp. dajacym uzytkownikowi szeroki wachlarz mozliwosci, bez
potrzeby zakupu drogiej licencji, czy subskrypcji. Ponadto jest prosty w obstudze i stale rozwijany
przez sSrodowisko developerskie. Szczegdlng zaletg jest tutaj wielofunkcyjnosé Sage, gdyz pozwala
uzywac jednego zunifikowanego programu i srodowiska zamiast nauki kilku réznych srodowisk
programistycznych, czy tez ucigzliwego transferu danych pomiedzy kilkoma narzedziami. Obecnie
Sagemath dostepny jest w wersji do pobrania na komputery z systemami Linux czy Windows ,oraz
w wersji online Sagemath Cell pozwalajacej na wykonywanie zapytan z uzyciem przegladarki bez
potrzeby instalacji programu na komputerze jednak posiada on do$é ograniczone mozliwosci i z
powodu bycia witryng internetowg nie pozwala na zapis wynikéw wykonanych zapytan do pliku.

3.4 ALGEBRA | ANALIZA DANYCH

SageMath pozwala nam na szeroki zakres obliczed analitycznych na wyrazeniach
symbolicznych sktadajgcych sie z liczb, podstawowych operacji matematycznych(dodawanie,
odejmowanie, mnozenie, dzielenie), zmiennych symbolicznych, oraz funkcji takich jak sin, cos,
sqgrt, log itp. Dla przyktadu rozwazmy nastepujgce rownanie, z niewiadoma X i parametrem a:

2 3x 2

~5=0,gdziea € |, 7] (3.1)

cosa  cosa? 2

Kod zapisany w Sage:

sage: x,alpha = var('x, alpha')
sage: eg= x**2 - 3/cos(alpha)*x +2/cos(alpha)**2 -5 ==0;
sage: eq

x"2 - 3*x/cos (alpha) + 2/cos(alpha)”™2 - 5 ==
sage: solve (eqg, x)

[x == -1/2* (sqgrt (20*cos (alpha)”2 + 1) - 3)/cos(alpha),
x == 1/2* (sqrt (20*cos (alpha)”2 + 1) + 3)/cos(alpha)]

Powyzej zaprezentowane postaci wynikdw dla wielu oséb bedg niesatysfakcjonujgce gdyz
przez zaprezentowanie go w sposéb ciggu znakdw jest on trudny do odczytania i wymaga czasu na
jego poprawng interpretacje. Dla uzyskiwania bardziej klarownych do odczytania wynikéw, czy
sprawdzenia poprawnosci zapisanego przez nas réwnania w zapisie matematycznym przydatna
jest metoda show ktdrej uzyjemy jej na przyktadzie réwnania powyzej, oraz wygenerowanych
wynikéw.

Kod zapisany w Sage:
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sage: show(eq)

5 3x 2
x° — + -5=0
cos(@)  cos (0:)2

sage: show(solve(eq, x))

120 cos(a)2 +1-3 _ 120 cos(a)z +1+4+3

x= 2 cos(a) - 2 cos(a)
Tabela 3.1 Tabela przydatnych funkcji obliczeniowych programu SageMath
Wybrane solvery do rozwigzywania roéwnan
Rozwigzanie rdéwnania solve
Znajdz pierwiastki roots
wielomianu
Pierwiastek numeryczny find root
Solvery dla rédwnan wektorowych i funkcyjnych
Rozwiaz rdéwnania liniowe solve right, solve_ left
Rozwiaz rdwnania desolve
réozniczkowe
Rozwigz rekurencje rsolve

Sage pozwala takze na uzywanie réznych przydatnych funkcji, uzytecznych w analizie
takich jak obliczanie sum, granic, réwnan nieliniowych czy rézniczkowych (szerzej opisane w
rozdziale 4 pracy). Przyktadowo funkcja sum pozwala nam na obliczanie sum symbolicznych,
ponizej zaprezentowano przyktad obliczenia sumy n pierwszych dodatnich liczb catkowitych.

Kod zapisany w Sage:

sage: x, n = var('x, n')

sage: sum(x, x, 1, n).factor()
1/2* (n+1) *n
Program pozwala nam takze na fatwe obliczanie wyzej wspomnianych granic funkcji, do

tego mozemy uzy¢ funkcji limit, lub krétszej lim ktéra jest jej aliasem.

Kod zapisany w Sage:

sage: limit ((x**(1/2)-5)/ ((x+5)**(1/3) -2), x = 8)

(2*sqrt(2) - 5)/(137(1/3) - 2)
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sage: f(x) = (cos(5*x)/cos(3*x))
sage: lim(f(x), x = pi/2)

-5/3

Tabela 3.2 Zestawienie funkcji i operatoréw rézniczkowych w programie SageMath

Wybrane funkcje i operatory przydatne w analizie

matematyczne]

Pochodna

diff (£ (x), x)

Pochodna n-tego rzedu

diff (£f(x), x, n)

Funkcja pierwotna

Integrate (f(x), x)

Integracja numeryczna

Integrate numerical (f (x)
, a, b)

Suma symboliczna

sum(f(i), i, imin, imax)

Granica

limit (f(x), x=a)

Rozwiniecie Taylora

taylor(f(x), x, a, n)

Rozwiniecie szeregu

potegowego

f.series (x==a, n)

Graf funkcji

plot(f(x), x, a, b)

Oprogramowanie umozliwia nam tworzenie macierzy i wykonywanie dziatan na zen

macierzach, z wykorzystaniem stworzonych do tego operatoréow. Do stworzenia macierzy

wykorzystuje sie funkcje matrix, lub MatrixSpace do utworzenia przestrzeni macierzowej by

wprowadzi¢ do niej obiekt by jg wypetnié. Macierze pozwalajg na dziatania z uzyciem wektoréw

wierszowych wektory tworzymy z uzyciem polecenia vector, lub tworzac przestrzen wektorowg z

uzyciem VectorSpace i wprowadzajgc do niej obiekt. Sage nie pozwala niestety obecnie na

dziatania z wykorzystaniem wektoréw kolumnowych gdyz taka klasa wektorédw nie istnieje ale

wedtug oficjalnej dokumentacji Sage, dodanie takiej funkcji jest planowane w przysztosci. Ponizej

zaprezentowano utworzenie przyktadowej macierzy oraz wykonano dwie jednakowe macierze z

uzyciem wyzej wspomnianych funkcji matrix i MatrixSpace.

Kod zapisany w Sage:

sage: A = matrix(QQ, [[1,2],[3,4]]);

sage:A

[12]
(3 4]

#utworzenie pustej przestrzeni macierzowej 2x2

sage:MS=MatrixSpace (QQ, 2)

#fwypetniamy przestrzen macierzy

liczb 1 zapisujemy utworzona
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macierz w zmiennej B
sage:L = [1,2,3,4]

sage:B=MS.matrix (L) ;
sage: B

[12]
(3 4]

Tabela 3.3 Zestawienie funkcji i operatorow wykorzystywanych do operacji na macierzach

Wybrane funkcje 1 operatory uzywane do dzialtan na

macierzach
Tworzenie macierzy matrix
Tworzenie przestrzeni MatrixSpace
macierzowe]
Rozwigzanie rdéwnania solve right, solve_ left
macierzowego
Generowana kolumnowo column_space

przestrzen wektorowa

Generowana wierszowo row_space
przestrzen wektorowa

tLaczenie macierzy block matrix

Wartosci wiasne macierzy eigenvalues

Redukcja do postaci jordan_ form
Jordana

3.5 PROGRAMOWANIE | STRUKTURY DANYCH

3.5.1 WPROWADZENIE

System algebry komputerowej Sage jest w rzeczywistosci rozszerzeniem jezyka
komputerowego Python, i pozwala na dowolne uzywanie mozliwosci jezyka programistycznego
Python, z kilkoma odstepstwami o ktérych wspomne ponizej w tej czesci rozdziatu. Komendy uzyte
w powszednich czesSciach rozdziatu pokazujg ze biegta znajomosé Pythona nie jest wymagana aby
uzywac Sage, jednak konstrukty programistyczne jezyka Python potrafig by¢ bardzo przydatne i
bardzo poszerzajg mozliwosci uzytkowe programu na przykfad jesli chcemy wykonywac zapytania
zawierajgce rozbudowane sekwencje instrukcji. W tej czesci rozdziatu pobieznie omdwione
zostang najprzydatniejsze elementy sktadni jezyka Python i uzyteczne dla nas struktury danych
ktorych pozwala nam uzywac.

Waznym paradygmatem programowania strukturalnego jest to by napisany program byt
skonczong sekwencjg instrukcji wykonanych w okreslonej kolejnosci. Zapisane instrukcje w
programie mozemy podzieli¢ na proste i ztozone:
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e instrukcje proste — to instrukcje ktorych rezultatem jest przypisanie wartosci jakiejs zmiennej
lub rezultat wyjsciowy

e instrukcje ztozone — to polecenia takie jak petle, czy instrukcje warunkowe zawierajgce w
sobie kilka instrukcji lub ich wynikdéw.

3.5.2 FUNKCIE

Sage pozwala nam na wykonywanie zapytan funkcji oraz na tworzenie nowych. Funkcje
pozwalajg nam na miedzy innymi na wykonywanie obliczedA na podanych w zapytaniu
argumentach. Definiowanie funkcji pozwala nam na znaczne skrécenie kodu szczegdlnie przy
wykonywaniu repetytywnych obliczeld lub akcji. Sage posiada takze wiele funkcji przejetych z
jezyka Python jak print, czy cos. Do kreowania nowych funkcji uzywamy komendy def, by
zobrazowa¢ sktadnie definiowania funkcji wykonano ponizszy przyktad nastepujacej funkcji:

(x,y) = x* — y*.
Kod zapisany w Sage:
sage: def foo(x,y):
return x**2 - y**2
sage: a = var('a'); foo(2*a**2,3*a)

4*xa~4 - 9*an2

Powyzej zdefiniowana funkcja konczy sie komendy return, z jej uzyciem
wyprowadzone argumenty sg rezultatem wykonania funkcji. Domyslnie wszystkie zmienne
zawarte w funkcji sg uznawane za zmienne lokalne, tj. nie mozna sie do nich odwota¢ czy
uzyc ich poza funkcjg. Zmienne lokalne funkcji sg kreowane przy kazdym wywotaniu danej
funkcji oraz przestajg istnieé¢ po jej zakonczeniu, zmienne o tej samej nazwie zawarte w
funkcji nie wchodzg w jakakolwiek interakcje z wartosciami globalnymi o tej samej nazwie
wewnatrz funkcji, chyba ze sie do niej wcze$niej odwotalismy z uzyciem stowa kluczowego
global. Wspomniane zachowanie prezentujg ponizsze dwa przyktady.

Kod zapisany w Sage:

sage: def foo(x):
y = x/2
return x+y

sage: x = 2; y =5
sage: foo(4),x,y
(6, 2, 5)

sage:x = 2; y = 5;
sage: def foo2():
global x,y;
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y = x/2; x = 7;
sage: foo2(); x,y

(7, 1)

3.5.3 PETLE WHILE | FOR

Jedna z bardziej uniwersalnych i przydatnych funkcji jakie przynosi ze sobg Python
s3 petle, czesto uzywane w matematyce komputerowej czy przy imporcie danych z
zewnetrznych plikdw. Rozrézniamy petle enumeracyjne for, oraz petle while. Petle for
pozwalajg nam na wykonanie okreslonych instrukcji dla kazdej iteracji petli dla Scisle
okreslonego przedziatu. Ponizej pokazano przyktadowe uzycie petli for.

Kod zapisany w Sage:

sage:for a in [1l..5]:
print (7*a)

12
18
24
30
36
42

Petle while natomiast réznig sie tym od petli for ze nie podaje sie w niej Scisle
okreslonej ilosci iteracji. llos¢ iteracji petli while zalezy bowiem od spetnienia warunku
zapisanego przy jej definicji, dopdki dany warunek pozostanie spetniony petla bedzie
wykonywana, jak na przyktadzie ponizej.

Kod zapisany w Sage:

sage: k=0;x=0
sage: while k<=10:
x = xt+tk**2

k = k+1
sage: x
385
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3.5.4 INSTRUKCJE WARUNKOWE

Instrukcje warunkowe if, pozwalajg nam na wykonywanie instrukcji w zaleznosci od tego
czy zostat spetniony sprecyzowany wczesniej warunek. Ze struktur instrukcji warunkowej mozemy
wyrézni¢ dwie podstawowe sktadnie:

if warunek : if warunek :
sekwencja instrukcji sekwencja instrukcji
else:

kolejna sekwencja instrukcji

Kod zapisany w Sage:

sage: k=0;x=0
sage: while k<=10:
if k%2==0:

X=x+2

else:

x=x+k

k = k+1
sage: x

37

3.5.5 LisTY

Listy pozwalajg na uporzagdkowane przechowywanie danych, kazdy obiekt w liscie posiada
wtasny unikatowy numer zaczynajac od 0, do ktérego w kazdym momencie mozemy sie odwotac.
Liste definiujemy na kilka sposobdw: poprzez okraszenie jej elementéw, oddzielonych przecinkami
w nawiasach kwadratowych, lub poprzez utworzenie pustej listy i pdzniejsze dodawanie do niej
nowych elementow. Elementy list mozemy takze podda¢ poddaé edycji w przeciwienistwie do
zestawow ktére sg niezmienne, sprawiajgc ze listy sg jednymi z najbardziej uzytecznych struktur

danych dostepnych w Sage.
Kod zapisany w Sage:

sage:L = [1,2,3]
sage:L.append (4)
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Odwotywanie sie do ujemnych indeksow listy sprawia ze otrzymamy wartosci listy liczone
od jej konca z czym L[-1] odnosi sie do ostatniej wartosci z listy.

Kod zapisany w Sage:

Sage:L = [1,2,3,4]
sage:L[-1]

Tabela 3.4 Wybrane metody i operatory dla operacji na listach

Wybrane przydatne metody i operatory dla list

Konkaktenacja +
Konkaktenacja iteracyjna *
Zliczenie elementdw count ()
listy
Dodanie elementu do insert()
listy w podanym indeksie
Dodanie elementu do append ()
listy
Dodanie grupy elementdw extend()
Odwrécenie kolejnosci reverse ()
elementow
Usuniecie elementu o pop ()

podanym indeksie

Usuniecie elementu o remove ()
podane] wartosci

3.5.6 KROTKI

Krotki [z ang. tuple] s3 uzywane do magazynowania wielu elementéw wewnatrz jednej
zmiennej. Krotka to uporzadkowany zbiér elementdw ktdéry rdézni sie od list tym ze po utworzeniu
nie ma mozliwosci edycji, ani dodania do niego nowych elementdéw. Krotki definiujemy z pomoca
konstruktora tuple albo z wykorzystaniem ().

Kod zapisany w Sage:

sage: tuple = (1,10,2,20);
sage: tuple, tuple[0]

Strona | 18



3.5.7 ZESTAWY

W przeciwienstwie do listy, gdzie wszystkie elementy sg uporzadkowane, zestaw
danych([z ang. Set] jest strukturg nieuporzadkowang i $ledzi tylko czy dany element juz jest czescig
danego zestawu, czy nie. Zestaw nie bierze przy tym uwagi na to w ktérej pozycji zbioru znajduje
sie element ani na to ile razy sie on w nim powtarza. JesteSmy w stanie kreowa¢ zbiory elementéw
z uzyciem funkcji Set.

Kod zapisany w Sage:

sage:E=Set([1,2,4,8,2,2,2]); F=Set([7,5,3, 1]); E, F

Wykorzystujgc operator in jesteSmy w stanie sprawdzi¢ czy dany zestaw zawiera
element o ktory sie pytamy. Sage pozwala takze na sprawdzanie sum zbioréw z uzyciem operatora
+ lub |, skrzyzowania z pomoca &, rdznicy zestawdw -, i rdznicy symetrycznej wykorzystujgc AN,

Kod zapisany w Sage:

sage:E=Set([1, 2,4, 8, 2, 2, 2]); F=Set([7, 5, 3, 1]);
sage: 5inE 5inF,E+F==F|E

(False, True, True)

sage: E & F, E - F, E " F

({1}, {8, 2, 4}, {2, 3, 4, 5, 7, 8})

Nalezy pamietaé ze w przeciwienstwie do list zestawy danych nie pozwalajg na
edycje elementéw ani samego zbioru. Mozliwe jest zatem utworzenie zestawu ktérego
elementami sg krotki czy inne zestawy, jednak nie mozliwym jest utworzenie zestawu
ktérego elementami bedg listy.

3.5.8 StOWNIKI

Python a zatem i Sage pozwala nam takze na tworzenie tak zwanych stownikéw(z
ang. dictionary]. Stowniki pozwalaja na powigzanie ze sobg wartosci z przydzielonymi
kluczami umozliwiajgc ich wywotanie, podobnie jak w ksigzce telefonicznej, czy stowniku
jezykowym. Kluczami stownika mogg by¢ state zmienne kazdego typu: ciggi znakéw, liczby,
krotki itp. Sktadnia jest podobna do tej uzywanej w przypadku list, do stworzenia stownika
uzywamy dict() lub {}.
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Kod zapisany w Sage:

sage:D={}; D['jeden']=1; D['dwa']=2; D['trzy']=3;
sage: D['jeden'] + D['trzy']

3.6 TWORZENIE GRAFIKI

3.6.1 WPROWADZENIE

Rysowanie funkcji jednej lub kilku zmiennych z uzyciem serii danych znacznie utatwia
zrozumienie réznych zjawisk fizycznych czy dziatan matematycznych. Wykreowane grafiki potrafig
by¢ nieocenione w analizie matematycznej i pomagajg wyciggaé wnioski. W tej czesci rozdziatu
zostanig krétko zilustrowane mozliwosci jakie daje nam Sage w kreowaniu grafiki z
wykorzystaniem przyktadow wykonanych w programie.

3.6.2 GRAFICZNA REPREZENTACJA FUNKCIJI

Do wykonywania grafu funkcji w przedziale [a,b] uzywamy funkcji plot jej podstawowa
struktura wyglada nastepujgco: plot(f(x), a, b). Funkcja pozwala nam na definiowanie wielu opcji
generowanych wykresdw takich jak kolor, czy minimalna ilos¢ obliczonych punktéw wykresu.
Ponizej przedstawiono przyktadowy wykres funkcji wygenerowany z uzyciem plot.

Kod zapisany w Sage:

sage: plot(x * sin(4/x), x, -2, 2,color="green", plot_points=600 )

1.5+

1.0 1
/\ N /\
-2.0 -1.5 -1.0 —0. U U UO.S 1.0 15 2.0
7{}.5 -

Rysunek 3.1Wykres funkcji x*sin(4/x).
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Krzywe parametryczne jesteSmy w stanie wizualizowa¢ z uzyciem komendy
parametric_plot(f(t), g(t), (t,a,b)), z czego a i b sg interwatem w ktérym miesci sie parametr t.
Ponizej przedstawiona zostata krzywa paramtetryczna zdefiniowana przez uktad réwnan:

x(t) = cos(t) + %cos(l?;t) + %sin(th),
I h (3.2)
y(t) = sin(t) + Esin(lBt) + 5cos(12t).

Kod zapisany w Sage:

sage: t = var('t")

sage: x = cos(t) + cos(13*t)/2 + sin(1l2*t)/3
sage: y = sin(t) + sin(13*t)/2 + cos(12*t)/3
sage: f = parametric plot((x, y), (£, 0, 2*pi))

sage:f.show (aspect ratio=1l)

Rysunek 3.2 Wykres krzywych parametrycznych.

3.6.3 GRAFICZNA REPREZENTACJA DANYCH

Sage umozliwia nam nie tylko tworzenie wykresow liniowych ale takze na generowanie
wykreséw stupkowych, uzywanych czesto do analizy danych statystycznych, czy serii pomiaréw. By
stworzy¢ wykres stupkowy uzywamy komendy bar_chart, ktéra przyjmuje liste danych
wejsciowych i rysuje stupki ktérych to wysokos$¢ zalezy od wartosci elementéw listy. Poza
wykresami stupkowymi SageMath umozliwia takie tworzenie histograméw, wysokosé kazdego
stupka histogramu jest zalezna od liczby wartosci zawartych w liscie. Do tego uzywamy funkcji
plot_histogram wartosci listy zostajg pogrupowane na przedziaty, ktérych liczba jest regulowana
przez opcje bins i domysinie wynosi 50.

Kod zapisany w Sage:
sage:list = [10 + floor(5*cos(i)) for i in range(30)]

sage: bar_chart(list)
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sage: finance.TimeSeries (list) .plot histogram(bins=20,
color="green")
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Rysunek 3.3 a) Przyktad wykresu stupkowego b) przyktad histogramu.

Do analizy danych statystycznych bardzo czesto uzywa sie danych pochodzacych z
zewnetrznych zrddet. Bardzo czesto dane odczytujemy z plikdw w formacie csv na ktérych to
import pozwala nam jezyk Python, w ktérym to jezyku istniejg rézne pakiety pozwalajgce na tatwy
odczyt danych z plikéw, takie jak Pandas czy csv. Dla przyktadu, ponizej przedstawiony zostanie
histogram ocen dla fikcyjnej klasy 2b, ktory zapisany zostat w pliku csv. Tabela posiada 3 kolumny:
imie, nazwisko, ocena. By pozyskaé tylko oceny uzyto napisanego ponizej kodu, z wykorzystaniem
petli for, oraz sktadni try/except by unikng¢ dodania do listy tekstu znajdujgcego sie w pierwszym
wierszu tabeli.

Kod zapisany w Sage:

Sage: import csv

sage: dane = csv.reader(open(,oceny 2b.csv”))
sage: oceny = []; lista ocen = []
sage: for wiersz p dane:

oceny.append (wiersz[2])

for i p oceny:

try:

f = float (i)

except ValueError:

pass

else:

lista ocen.append(f)
sage:finance.TimeSeries (lista ocen) .plot histogram(bins=10)
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Rysunek 3.4 Histogram ocen pobranych z zewnetrznego pliku

3.6.4 GRAFICZNA REPREZENTACJA ROZWIAZAN DLA ROWNAN ROZNICZKOWYCH

Dzieki wykorzystaniu odpowiednich kombinacji komend, z uzyciem Sage jestesmy w stanie

obrazowac¢ wyniki dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych lub ich uktadéw. Do obliczania réwnan

rézniczkowych

zwyczajnych uzywamy komendy desolve. Jezeli

chcemy uzyska¢ wyniki

numeryczne, mamy do wyboru kilka narzedzi to umozliwiajgcych: odeint, desolve rk4 i

ode_solver. Dzieki temu ze funkcje odeint oraz desolve rk4 zwracajg wynik jako liste punktéw

mozemy w tatwy sposéb rysowac wykresy z uzyciem funkcji line. Ponizszy przyktad przedstawia

wyrysowanie krzywych catkowania réwnania rdézniczkowego z uzyciem komendy desolve:

xy — 2y = x3 przyktady pochodzg z literatury [5].

sage:

Kod zapisany w Sage:

Sage: x = var('x’); y = function(‘y’)

sage: DE = x*diff(y(x), x) == 2*y(x) + x"3
sage: desolve (DE, [y (x),x])

(C + x)*x"2

sage: sol = []

sage: for i in srange(-2, 2, 0.2)
sol.append(desolve (DE, [y(x), x], ics=[1, 1i]))
sol.append(desolve (DE, [y(x), x], ics=[-1, 1]))
sage: g = plot(sol, x, -2, 2)

sage: y = var('y")

sage: g += plot vector field((x, 2*y+x"3), (x,-2,2),

g.show (ymin=-1, ymax=1)
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Rysunek 3.5Linie catkowania réwnania rdozniczkowego z wykorzystaniem funkcji desolve

Aby skréci¢ czas obliczen, zamiast obliczaé¢ réwnanie rézniczkowe kilka razy dla réznych
warunkéw poczatkowych wykorzystujgc desolve, mozemy uzy¢ desolve_rk4 by uzyska¢ wyniki
numerycznie.

Kod zapisany w Sage:

sage: x = var('x’); y = function(‘y’)
sage: DE = x*diff (y(x), x) == 2*y(x) + x"3
sage: desolve(DE, [y(x),x])

out: ( C + x)*x"2

sage: sol = []

sage: for I in srange (-2, 2, 0.2)
sol.append(desolve (DE, [y(x), x], ics=[1, il]))
sol.append(desolve (DE, [y(x), x], ics=[-1, 1i]))
sage: g = plot(sol, x, -2, 2)

sage: y = var(‘y’)

sage: g += plot vector field((x, 2*y+x"3), (x,-2,2), (y,-1,1))
sage: g.show(ymin=-1, ymax=1)
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Rysunek 3.6 Linie catkowania réwnania rézniczkowego z wykorzystaniem funkcji desolve_rk4

Jak mozina byto zauwazy¢ przy wyprowadzeniu, funkcja desolve rk4 jako argument
wejsciowy pobiera réwnanie rézniczkowe, nazwe niewiadomej, warunki poczatkowe, krok i
granice przedziatu w ktérym szukamy rozwigzan. Z wykreséw na rysunkach 3.5 i 3.6 widac ze
wyniki wykonane numerycznie rdznig sie nieco od tych teoretycznych czego mozna sie byto
spodziewaé, bardzo rzadko bowiem uzywajac na jednym réwnaniu obu metod otrzymamy
nieodrdznialne wyniki.

Kod zapisany w Sage:

sage: import scipy; from scipy import integrate
sage: f = lambda y, t: - cos(y * t)

sage: t = srange(0, 5, 0.1); p = Graphics()
sage: for k in srange(0, 10, 0.15):

y = integrate.odeint (f, k, t)

p += line(zip(t, flatten(y)))
sage: t = srange (0, -5, -0.1); g = Graphics()
sage: for k in srange(0, 10, 0.15):

y = integrate.odeint (f, k, t)

g += line(zip(t, flatten(y)))

sage: y = var('y")
sage: v = plot vector field((l, -cos(x*y)), (x,-5,5), (y,-2,11))
sage: g = p + g + v; g.show()
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Tabela 3.5 Wybrane funkcje do tworzenia grafik 2D

Wybrane funkcje uzywane do tworzenia wykresodow

Graf funkcji plot
Pusty obiekt graficzny Graphics
Krzywa parametryczna parametric_plot
Krzywa zdefiniowana polar plot
przez rdéwnanie biegunowe
Krzywa zdefiniowana implicit plot
przez rdéwnanie niejawne
Zestawienie pozioméw complex plot
funkcji zlozonej
Generowanie linii desolve_rk4, odeint
catkowych rdéwnan
rézniczkowych
Histogram danych plot_histogram
statystycznych
Graf siupkowy bar chart
Linia tamana line

3.6.5 TWORZENIE GRAFIKI 3D

SageMath pozwala nam na kreowanie graféw tréjwymiarowych dzieki funkcji
plot3d(f(x,y),(x,a,b),(y,c,d)). Grafiki trojwymiarowe czesto sg bardzo pomocne w analizie
statystycznej niektdrych zjawisk, przydatne sg takze np. przy badaniu funkcji wielu zmiennych. Na
rysunku 3.7 widoczna jest przyktadowa wykreowana z uzyciem funkcji plot3d powierzchnia
parametryczna.

Kod zapisany w Sage:

sage: x, y = var('x, y")
sage: h = lambda x,y: cos(x"2) + sin(y”"2)
sage: plot3d(h, (x,-1,1), (y,-1,1), aspect ratio=[1,1,1])
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Rysunek 3.7 Powierzchnia parametryczna wykreowana z uzyciem plot3d

Ponizej przedstawiono utworzenie przyktadowej tréjwymiarowej krzywej wykreowane] z
uzyciem komendy line3d, efekt wykonanej funkcji w Sage mozna zobaczy¢ na rysunku 3.8.

Kod zapisany w Sage:

sage: 1ine3d([(10*sin(2*t), 8*sin(5*t), 10*sin(3*t)),\
for t in srange(0,6.4,.1)],radius=.5)

107

00

-10.6

-10.6 8.6

106 -86

Rysunek 3.8 Tréjwymiarowy wezet wykreowany z uzyciem line3d
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Komenda implicit_plot3d pozwala nam na wyswietlanie powierzchni zdefiniowanych przez
rownania niejawne o formie f(x,y,z) = 0. Na rysunku 3.9 Przedstawiona zostata powierzchnia
Cassiniego zdefiniowana réwnaniem (a|2 + x% + y?)? = 4a’x? + z* przyktad pochodzi z
literatury [5].

Kod zapisany w Sage:

sage: x, y, z =var('x, y, z'); a=1

sage: h = lambda x, y, z:(a”2 + x"2 + y"2)"2 - 4*a"2*x"2-z"4
sage: implicit plot 3d=implicit plot3d(h, (x,-3,3), (y,-3,3),\
(z,2,2),plot _points=100)

2.0

0.0

-2.0

-3.0 3.0

30 -30

Rysunek 3.9 Powierzchnia Cassiniego stworzona poleceniem implicit_plot3d

4. ROZWIAZYWANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH W SYSTEMIE SAGEMATH
(oPRACOWAL MICHAL WIELGAT)

4.1 WPROWADZENIE

Program SageMath posiada wiele réznych funkcji stuzgcych do rozwigzywania réwnan
rézniczkowych. W naszym przypadku szukamy funkcji, ktéra po otrzymaniu systemu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych pierwszego stopnia rozwigze je numerycznie, a wyniki poda w postaci
listy punktow.
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4.2 WYBRANE FUNKCJE PROGRAMU SAGEMATH

W programnie SageMath do numerycznego rozwigzywania réwnan rdézniczkowych
zwyczajnych mozemy uzy¢ funkcje: desolve_system_rk4, desolve_odeint.

Funkcja: desolve_system_rk4 — funkcja uzywajgca algorytmu Rungego-Kutty, metody 4.
rzedu. Jako wejscia wymaga ona prawe strony réwnan, zmienne zaleizne, oraz wartosci
poczgtkowe. Dodatkowo nalezy podac zakres lub punkt zakonczenia catkowania oraz dtugosé
uzytego kroku. Dziata w oparciu o system algebry komputerowej Maxima [11].

Funkcja: desolve_odeint — bazuje na funkcji odeint z modutéw catkujgcych biblioteki SciPy.
Jako wejs¢ wymaga prawe strony réwnan, liste wartos$ci poczatkowych, liste z punktami czasu oraz
zmienne zalezne. Mozna tez poda¢ zmienng niezalezng. Zakres czasu oraz dtugosé kroku symulacji
mozna ustali¢ tworzgc odpowiednig liste punktow czasu [11].

W tej pracy uzyto funkcje desolve_odeint. Jednym z powoddéw tego wyboru jest to, ze
oparta o Maxime funkcja desolve _system rk4 jest ograniczona precyzjg sprzetowych liczb
zmiennoprzecinkowych. Tak wiec zastosowanie funkcji desolve_system_rk4 mogtoby skutkowac
otrzymaniem niedoktadnych wynikéw [5].

4.3 UZYCIE FUNKCJI DESOLVE_ODEINT W PROGRAMIE

W tym przyktadzie uzyto model 4 segmentéw, ktory zostat doktadniej opisany w rozdziale
6. Uzyto uzyskany w tym rozdziale system 8 réwnan rdzniczkowych zwyczajnych pierwszego
stopnia (6.6):

F1=vu

F2 =vs

F3 =vc

F4 =vh

F5 = ( -kt*( xu-x(t))+ks*( xs-xu ) +cs*( vs-vu ) )/mu -g

F6 = ( -ks*( xs-xu ) -cs*( vs-vu ) +kc*( xc-xs ) +cc*( ve-vs ) )/ms -g
F7 = ( -kc*( xc-xs ) -cc*( ve-vs ) +kb*( xh-xc ) +cb*( vh-vc ) )/mc -g
F8 = ( -kb*( xh-xc ) -cb*( vh-vc ) )/mc -g

Podstawienie tych réwnan do funkcji desolve_odeint wymaga zawarcia ich w jednej
zmiennej. W tym celu uzyto funkcji vector(), dzieki ktdrej uzyskano wektor wierszowy zawierajgcy
prawe strony rownan uzytego uktadu. Wektor ten zawarto w zmiennej ,,eqs”:

eqs = vector([F1,F2,F3,F4,F5,F6,F7,F8])

Nastepnie utworzono liste zawierajgcg zmienne zalezne. Powinny one by¢ zapisane w
odpowiedniej kolejnosci wzgledem uktadu réwnan. Zapisano je jako liste w zmiennej programowej

0 nazwie ,vrs”:

vrs = [xu, xs, Xc, xh, vu, vs, vc, vh]
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Wymagana tez jest lista wartosci poczgtkowych. Funkcja desolve_odeint przypisze
wszystkie wartosci listy zmiennym zaleznym o kolejnosci ustalonej w liscie ,vrs”. W tutaj
przedstawionym przypadku nie byto potrzeby dbania o kolejnos¢, poniewaz wszystkim zmiennym
przypisano wartos¢ poczatkowa 0O:

ics =[0,0,0,0,0,0,0,0]

Ostatnig wymagana lista jest sekwencja punktéw czasowych uzytych w symulacji. Zawiera
ona wartosci zmiennej ,t”, zaczynajgc od 0, z kazdg kolejng wartoscig rosngc o interwat symulacji i
konczac sie na ustalonym czasie korica badania. Do otrzymania takiej listy przydaje sie funkcja
srange. W ten sposéb mozna generowac sekwencje punktéw czasowych podajac poczatek i koniec
przedziatu oraz interwat krokéw symulacji. Na potrzeby tworzonego programu gérny przedziat
symulacji zapisano w zmiennej ,,tend”:

tend =40
times = srange(0, tend, 0.01)

Oprdcz przygotowania wszystkich wymaganych przez funkcje desolve_odeint wejs¢ nalezy
takze zdefiniowac funkcje nierdwnosci drogi. Opisuje ona przemieszczenie pionowe dziatajgce w
danym czasie na koto samochodu. Jako prosty przyktad utworzono funkcje sinusoidalng x(t) o
amplitudzie i czestotliwoscia modyfikowang zmiennymi ,b” i ,,om”:

X(t) = b*sin(om*t)

Parametry symulacji, to jest masy elementéw oraz wspoétczynniki sprezyn i amortyzatorow,
przypisano z tabeli (NUMER), ktéra to znajduje sie na poczatku rozdziatu 8. Dla zmiennych funkcji
drogi przyjeto wartosci b=0.1 oraz om=2.

Wyniki funkcji desolve_odeint przypisano do zmiennej sol, za zmienng niezalezng przyjeto
»t”, a wszystkie wymagane listy dodano w nastepujgcy sposob:

sol = desolve_odeint( egs, ics, times, vrs, ivar=t )

Po uruchomieniu w zmiennej sol ukazuje sie lista z uzyskanymi przemieszczeniami dla
kazdej zmiennej zaleznej. Aby utatwi¢ odczytanie i weryfikacje poprawnosci tych danych
zastosowano funkcje plot. W przypadku pierwszej listy z warto$ciami przemieszczenia, to jest listy
dla zmiennej xu, wykres uzyskano w nastepujacy sposéb:

x1_sol = sol[:,0]
P1 = list_plot(list(zip(times, x1_sol)),plotjoined=True, color="'green’, figsize=7, axes_labels=['t','x1'])

Podobne wykresy utworzono dla zmiennych xs, xc i xh. Wynikiem potfaczenia tych czterech
wykresow jest rysunek 4.1:
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Rysunek 4.1 Przyktadowe wyniki funkcji desolve_odeint

Wszystkie symulowane segmenty modelu wytworzyly poprawne krzywe ruchu.
Wygenerowany obraz wymaga jedynie zmiany podpiséw osi do uzyskania uzytecznego wykresu.
Funkcja desolve_odeint zadziatata poprawnie.

5. MODEL MATEMATYCZNY UKtADU ZAWIESZENIA W POJEZDZIE (OPRACOWAL
LUKASZ LECHNA)

5.1 WPROWADZENIE

Model matematyczny jest opisem ukfadu w jezyku matematycznym. Do opisu
zaleznosci wystepujgcych w opisywanym uktadzie postuzymy sie uktadem réwnan
rézniczkowych. Model matematyczny postuzy tutaj do opisu oraz analizy wtasnosci uktadu
zawieszenia oraz stanie sie podstawg dla uzyskania pdzniejszych wynikdow w programie
Sagemath.

5.2 IMODEL GRAFICZNY ORAZ MATEMATYCZNY MODELU

Ponizej znajduje sie graficzne przedstawienie zawieszenia ¢wiartki pojazdu
samochodowego(Rys. 5.1).0pisywany w tym rozdziale model zostat zaczerpniety z literatury [2].
Sktada sie on z masy resorowanej(pojazd) m; oraz nieresorowanej(koto, opona) m,. Ruch mas
zostat opisany z uzyciem wspotrzednych X; i X,. Miedzy masami znajdujg sie elementy opisujgce
wtasciwosci zawieszenia pojazdu: amortyzator samochodowy o wspétczynniku ttumienia C oraz
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sprezyna o sztywnosci K. Pomiedzy masg nieresorowang a zmienng opisujacg nierownos¢ drogi
X:(t) w badanym modelu widoczna jest sprezyna o sztywnosci K; opisujgca sztywnos$¢ opony auta.

x. I ]
m,
k C
X, ! m,
k,
Xwr—— _—

Rysunek 5.1 Model zawieszenia ¢wiartki pojazdu samochodowego.

Przyjmujgc zatozenia i uwzgledniajgc prawa dynamiki Newtona sity oddziatywujgce na
uktad mechaniczny przedstawiony na rysunku powyzej mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposéb
w postaci graficznej zaprezentowanej na Rys 5.2.
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Rysunek 5.2 Model zawieszenia ¢wiartki pojazdu z rozrysowaniem sit dziatajgcych w uktadzie.

Na rysunku 5.2 przyjeto nastepujgce oznaczenia:
X1, X, - to przemieszczenia mas,

X,,X, — pochodne pierwszego rzedu wspétrzednych mas odpowiadajg predkosciom ich

przemieszczen, oraz
X1, X, - pochodne drugiego rzedu wspétrzednych mas odpowiadajg ich przyspieszeniom,

g — sita grawitacji.

Opierajac sie na zatozeniach drugiego prawa dynamiki Newtona otrzymujemy

rownanie ruchu dla przemieszczenia X;:

—C(X; — X)) — KXy — Xp) —myg = myX;. (5.1)

Natomiast rdwnanie ruchu dla przemieszczenia X, wyglada nastepujgco:

KXy — X2) + C(Xy — X2) — Ko (X2 — X, (1) — mpg = mpXs. (5.2)

Strona | 33



Ponadto przyjeto jako funkcje zmian ksztattu drogi (jej wyboistos¢) w czasie
funkcje:
X (t) = A - sinifw - t). (5.3)

Po uporzadkowaniu réwnan (5.1) i (5.2) otrzymujemy poszukiwany model
matematyczny uktadu mechanicznego w postaci uktadu dwdch réwnan rdzniczkowych
niejednorodnych liniowych drugiego rzedu:

d*X, —CX1=X2)-KX1-X3)

wr K= m (5.4)
A2y _ g COL—X) K (K —Xa)—K (Xp=Xe (D)) _ '
dc? 2= my

Kazde réwnanie nalezgce powyzszego uktadu réwnan w rozpatrywanym przypadku
mozemy przedstawi¢ w postaci uktadu dwodch réwnan rdézniczkowych liniowych
pierwszego rzedu. W tym celu postuzymy sie podstawieniami:

X =X (5.5)
XZ = X4_ ’

Uktad dwdch réwnan drugiego rzedu przeksztatcono do uktadu czterech réwnan
pierwszego rzedu. Ponizej przedstawiono uktad czterech réwnan liniowych rézniczkowych

pierwszego rzedu:

( dXq

w ==X
) dX3 _ u _ —C(X3=Xg)—K(X1—X3) (5.6)
w AT ot —9
dXs _ y _ K (X1-X2)+C(X3—X4)—K; (X2 =X, (1))
o~ %e = -
my
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6. MODEL MATEMATYCZNY UKtADU ZAWIESZENIA W POJEZDZIE Z PASAZEREM
(orrRACOWAL MICHAE WIELGAT)

Symulacja  oddziatywania zawieszenia na pasazera wymaga wzbogacenia modelu
matematycznego o dwie nowe masy. Pierwsza z nich to tutowie, wspierane przez siedzenie o
okreslonych parametrach sprezystosci i ttumienia. Druga masa to gtowa, ktdrej ruch tez zostat
opisany uzywajac prostego modelu sprezyny i amortyzatora. Model ten zostat zapozyczony z
literatury [9].

zh | | kierowey ) Mh ¥ mg
kb T cb kylz,—z,) oyl 24— Z,)
ZCT ciato kierowcy | mc ¥m.g
v
kc$ EIl_]cc k"'(z‘_z5] CE[Z'C—?_;‘)
4 4
masa
ZST resorowana ms ¥ mg
v v
o2 Bo kan) e
4 4
masd
ZUT nieresorowaha mu vim.g

Rysunek 6.1 Ztozony z 4 segmentéw model ¢wiartkowy uktadu zawieszenia z kierowca.

Ze wzgledu na zwiekszong liczbe elementéw modelu zastosowano zmienione nazwy
zmiennych. Indeksy dolne zostaty zmienione z liczb na litery zwigzane z konkretng masg (road,
unsprung mass, sprung mass, chair, head).

Podobnie jak w przypadku modelu z rozdziatu pigtego, oddziatywania miedzy elementami
zostaty zapisane w postaci wzorow opisujgcych zalezno$¢ wywieranych sit od zmian potozenia.
Uwzgledniono takze site przyciggania, ktéra to zalezy od przyspieszenia grawitacyjnego oraz
poszczegdlnych mas segmentéw. Po uwzglednieniu kazdej sity dziatajgcej na dany element
uzyskano oparte o drugie prawo dynamiki Newtona réwnanie ruchu. Ze wzgledu na to, ze w
modelu wystepujg cztery masy, to powstat uktad czterech réwnan (6.1):

muZu = _kt(zu - x(t)) + ks(Zs - Zu) + Cs(zs - Zu) -—myg

msZ"s = _ks(zs - Zu) - Cs(zs - Zu) + kc (Zc - Zs) + CC(Z.C - Zs) —msg (6.1)
ch"c = _kc(zc - Zs) - CC(ZC - Zs) + kb (Zh - Zc) + Cp (Zh - Zc) -—m.g
mpZy, = —ky(zp, — z.) — ¢, (z, — Z.) —mpg

Rownania (6.1) zostaty nastepnie przeksztatcone do formy (6.2), gdzie po ich lewej stronie
znajduje sie jedynie druga pochodna pozycji opisywanego przez réwnanie elementu:
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\

. _kt(zu_x(t))+ks(zs_zu)+cs(z's_z.u)
Zy, = — —
u
. —ks(z5—2zy)—cs(Zs—2y )tk (z.—2z5)+c (Z.—Z)
Z; = - —
NS . (6.2)
. —ko(zc—z5)—c (Z.—Zs)+ky (zp—z ) +cp (Zh—Z;)
Ze = m )
c
. _ —kyp(zp—z;)—cp(zp—2z.)
Zp = o -9
h

Wymieniona w rozdziale czwartym funkcja programu SageMath do rozwigzywania rownan

rézniczkowych zwyczajnych wymaga uktadu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. W celu

uzyskania takiego u

ktore pozwolito

ktadu uzyto podstawianie:

Zu = vu

Zg = Vg 63)
Z, =V, '
Zp = Vp

uzyskac stosowny uktad réwnan rézniczkowych.

Uktad czterech réwnan rézniczkowych drugiego rzedu (6.2) przeksztatcono w uktad o$miu

rownan pierwszego

rzedu (6.4).
( Zy = Uy
Zg = Vg
Ze =V,
Zy = Uy
. _kt(zu_x(t))+ks(zs_zu)+cs(zls_zlu)
v, = - —
u (6.4)
- —ks(zs—2y)—cs(Zs—2y )tk (z.—2z5)+c (Z.—Z)
Vg = - —
s
- —ko(zc—z5)—c (Z.—Zs)+ky (zp—z.)+cp (2 —Zc)
VU, = - —
c
. —kp(zp—z)—cp(Zh—2c)
Uy = —
k mh

Strona | 36



W kodzie programu zamieniono nazwy zmiennych w rdéwnaniach (6.4) na takie bez
indeksow dolnych (6.5):

Zy, = XU
Zg = XS
Z, = XC
z, = xh

Z, =V, =vuU (6:5)
Zs = Vs = VS
Z. =V, = VUC
Z, = v, = vh
Uktad réownan (6.4) nastepnie przeksztatcono na forme (6.6) kompatybilng z programem
SageMath:

F1=vu

F2 =vs

F3=vc

F4 =vh (6.6)
F5 = ( -kt*( xu-x(t))+ks*( xs-xu ) +cs*( vs-vu ) )/mu -g

F6 = ( -ks*( xs-xu ) -cs*( vs-vu ) +kc*( xc-xs ) +cc*( ve-vs ) )/ms -g

F7 = ( -kc*( xc-xs ) -cc*( ve-vs ) +kb*( xh-xc ) +cb*( vh-vc ) )/mc -g

F8 = ( -kb*( xh-xc ) -cb*( vh-vc ) )/mc -g

Funkcja drogi x(t) bedzie zmieniana na potrzeby danego badania. Uzyte wzory
matematyczne zostaty podane w rozdziale 8.

7. WYNIKI SYMULACIJI DLA MODELU 1 (OPRACOWAI’. LUKASZ LECHNA)

7.1 WPROWADZENIE

W tym rozdziale omdéwione sg wyniki symulacji dla pierwszego modelu matematycznego
ktéry wyprowadzono, oraz szerzej opisano w rozdziale 5 pracy. Cwiartke pojazdu poddano kilku
réoznym probom, ktére polegaty miedzy na nagtych zmianach warunkéw drogowych po ktérej
poruszat sie pojazd i obserwacji zachowania zawieszenia. W tabeli 7.1 zamieszczono dane fizyczne
dla badanego modelu uktadu ktére wprowadzono do programu w celu przeprowadzenia badan.
Dane te pochodzg z literatury [2] z ktérej zapozyczony zostat wyprowadzony model. Na poczatku
wykonana zostanie analiza wynikow z wykorzystaniem dwdch metod badania ukfadu: z
uwzglednieniem grawitacji oraz bez, oraz przeanalizowanie wptywu grawitacji na dziatanie
badanego w pracy uktadu, na ktérej podstawie wybrana zostanie metoda dalszej analizy.
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Tabela 7.1 Dane fizyczne dla badanego modelu

Wielkos¢ fizyczna Wartos¢ [jednostkal
Masa resorowana 465 [kg]
Masa nieresorowana 50 [kg]
Sztywnos¢ sprezyny 5700 [N/m]
Sztywnos$¢ opony 135 [kN/m]
Wspdtczynnik ttumienia amortyzatora 290 [N/m]
Przyspieszenie ziemskie 9.81 [m/s’]

7.2 WYNIKI BADANIA DLA MODELU 1 PODCZAS JAZDY PO WYBOISTEJ DRODZE O
FUNKCJI OKRESOWEJ O STALEJ AMPLITUDZIE | OKRESIE, ORAZ OKRESLENIE
ZNACZENIA WPLYWU GRAWITACII NA BADANY UKtAD

Na rysunkach 7.1 obserwujemy zachowanie pracy badanej éwiartki uktadu zawieszenia z
wptywem sity grawitacji na uktad. Na poczatku z wykreséw przemieszcze7.1a oraz predkosci
obserwujemy wystgpienie silnych wibracji w uktadzie wywotanych jego poczatkowym ,uktadaniem
sie”. Na poczatku bowiem w uktadzie wystepuje imbalans dziatajgcych na zen uktad sit, co
powoduje ze badane masy wpadajg w wibracje ktére z czasem zostajg wyttumione. Dodatkowo
obserwujemy przemieszczenie sie mas do wartosci ujemnych, zaréwno jesli mowa o masie
resorowanej jak i nieresorowanej. Rézne wartosci przemieszczer dla obu mas wynikajg z ich
réznicy w masie, na mase resorowang grawitacja dziata znacznie silniej gdyz jej ciezar jest wiekszy
niz dziewieciokrotno$¢ masy nieresorowanej, co przekfada sie na jej wiekszy spadek.
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Rysunek 7.1 Wyniki obliczen przedstawiajgce: a) przemieszczenia mas b) predkosci mas c) zaleznos¢ ruchu

masy resorowanej od drogi.
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Rysunki 7.2 przedstawiajg uzyskane wyniki dla ukfadu bez udziatu grawitacji. Po
wprowadzeniu danych i rozpisaniu odpowiednio réwnan w programie uzyskaliSmy ponizej
widoczne wykresy funkcji opisujgce przemieszczenia masy resorowanej jak i nieresorowanej (rys
7.2a), model porusza sie po wyboistej drodze o funkcji x(t), ktdéra jest funkcjg sinusoidalng, o statej
amplitudzie i czestotliwosci. Widoczne na wszystkich wykresach 7.2 poczatkowe silne wahania
drgan wywotane sg tym ze badany model musi wpierw sie ,,utozy¢”, poczatkowy imbalans ukfadu
sprawia ze wpada on w wibracje ktére stopniowo ulegajg wyttumieniu przez uktad zawieszenia.
Biorgc pod uwage ze takie zjawisko nie wystepowatoby podczas badania uktadu rzeczywistego
chyba ze uktad zostatby wpierw upuszczony z wysokosci, w kolejnych badaniach zjawisko
poczgtkowego ,,uktadania sie” uktadu nie zostanie uwzglednione, oraz nie bedzie brane pod uwage
w trakcie badania zachowania uktadu zawieszenia. Wystgpienie takiego artefaktu podczas
wykonywania badan uznatem jednak jako interesujgca ciekawostke, stgd postanowitem zawrzeé
go w pierwszym najprostszym badanym przykfadzie, gdzie amplituda drgan drogi wynosi 0.1m a
czestotliwosé wynosi 0.1 Hz.
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Rysunek 7.2 Wyniki obliczen przedstawiajgce: a) przemieszczenia mas b) predkosci mas c) zaleznos¢ ruchu
masy resorowanej od drogi masy resorowanej od drogi.
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Wykresy przedstawione na rysunkach 7.2 a-c pokazujg zachowanie zawieszenia
samochodowego dla warunkéw w ktdérych badane zawieszenie nie ttumito wibracji wywotfanych
wyboistoscig drogi, powodem tego jest zbyt niska czestotliwos¢ drgan wymuszonych przez droge.
Aby uzyskac bardziej miarodajne wyniki, w kolejnym badaniu zwiekszona zostata czestotliwos¢
okresowa drogi po ktdrej porusza sie pojazd na ok. 2 Hz, amplituda drgan pozostata bez zmian na
poziomie 0.1 metra.

Na rysunkach 7.3 przedstawiono wyniki badania wptywu okresowej drogi o wysokiej, statej
czestotliwosci wymuszen. Z wykresu 7.4a odczytaé mozemy ze drgania masy resorowanej s3
znacznie mniejsze niz w przypadku badania dla czestotliwosci 0.1 Hz i amplitudy odchylen
wynoszg ok. 0.01[m], amplitudy przemieszczen masy nieresorowanej utrzymujg sie w okolicach
0.10[m] i s zblizone do drgan drogi co obrazuje wykres 7.3c. Predkosci drgan masy
nieresorowanej (rys 7.3b) zwiekszyty sie za to prawie dziewieciokrotnie, osiggajagc amplitudy w
granicach 0.9 [m/s]. Na wykresie 7.3a wida¢ takze ze masa resorowana drga z nieco mniejszg
czestotliwoscig od masy resorujacej.
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Rysunek 7.3 Wyniki obliczen przedstawiajgce: a) przemieszczenia mas b) predkosci mas c) zaleznos¢ ruchu
masy resorowanej od drogi.
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Przez znaczne zwiekszenie czestotliwosci okresowej drogi proby czasowe wykreséow na
rysunkach 7.4 zostaty zmniejszone do 10 sekund dla zachowania czytelnosci i przejrzystosci
zawartych na nich danych. Z wykreséw (7.4a) przemieszczen mozemy tatwo odczytaé ze
zawieszenie w istocie ttumi drgania masy resorowanej poruszajgcej sie po drodze o
charakterystyce funkcji okresowej. Drgania masy resorowanej posiadajg widocznie mniejszg
amplitude, podczas gdy drgania masy resorujacej oddajg w duzej mierze ksztatt drogi.
Przemieszczenia masy resorujgcej na wykresie (7.4b) posiadajg nieznacznie mniejsze amplitudy od
drogi, powodem takiego zjawiska jest opona badanego modelu ktéra posiada wysoki wspdtczynnik
elastycznosci k; rowny 135 kN/m, zatem w domysle nieznaczne zmniejszenie przemieszczeh masy
nieresorowanej jest spowodowane zmiang ksztattu opony co oznacza ze jest ona wcigz w statym
kontakcie z drogg i zapewnia odpowiednig stabilnos$¢ podczas przejazdu.

Wyniki symulacji zaprezentowane na rysunkach 7.4 ukazujg ze efektywnos¢ ttumienia
wibracji badanego uktadu jest na zachwycajgcym poziomie na rysunku 7.4a obserwujemy bowiem
nie tylko spadek amplitudy drgan wzgledem drogi o prawie 90%, a wzgledem masy nieresorowanej
o 86,5% ale takze zmniejszenie sie czestotliwosci drgain masy resorowanej do ok. 1,5 Hz, co
wzgledem drgan drogi wynoszacych 2 Hz daje nam blisko 25% spadek czestotliwosci drgan, co
moze pozytywnie przetozyé sie na komfort jazdy. Bardzo pozytywne wyniki najprawdopodobniej sg
spowodowane statg okresowosciag wymuszen drogi, w przypadku niestatosci ksztattu drogi czy
okresowosci jej wymuszen uktad znacznie gorzej ttumitby drgania.
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Rysunek 7.4 Wyniki obliczen przedstawiajgce: a) przemieszczenia mas b) predkosci mas c) zaleznos¢ ruchu
masy resorowanej od drogi.
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Po poréwnaniu wynikéw uzyskanych dla obu metod badania z wykreséw 7.3 i 7.4
zauwazamy ze wyniki ktore uzyskaliémy, sg identyczne jesli nie wezmiemy pod uwage poczatkowej
nierdwnowagi uktadu ktérg ukazano na wykresach 7.1 i 7.2. Obie linie przemieszczen w uktadzie
naktadajg sie na siebie po natozeniu obu wykresdw na siebie z wykorzystaniem programu
graficznego i wczesniejszym ujednoliceniem skali eksportowanych wykreséw. Jednolitosé
uzyskiwanych linii wykreséw powtarzata sie w przypadku innych przeprowadzonych przez nas
badan. Oznacza to ze udziat grawitacji w uktadzie nie ma tu znaczacego przetozenia na interesujgce
nas aspekty i prace uktadu tj. wielkosci amplitud, czy czestotliwosé¢, gdyz jej wptyw na uktad po
uzyskaniu przez zen réwnowagi, ogranicza sie tu tylko do statego przemieszczenia otrzymywanych
wynikdw w dot osi o statg wartosé. W dalszych badaniach postanowiliémy wiec zmienié wartos¢
sity grawitacji na 0 dla reprezentowanych wykreséw, dla zwiekszenia klarownosci uzyskanych
wykresdw i ich prostszego odczytu.
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7.3 WYNIKI BADANIA DLA MODELU 1 PODCZAS PRZEJAZDU PO DRODZE
CZESTOTLIWOSCI OKRESOWEJ ZMIENIAJACEJ SIE W CZASIE

By zbadaé¢ zachowanie zawieszenia podczas jazdy na rdéinych rodzajach wyboistej
nawierzchni poddano go symulacji drogi ktérej to parametry zmieniajg sie wraz z czasem
przejazdu. W ten sposdb bedziemy w stanie doktadniej okresli¢ dziatanie i sprawnos¢ badanego
przez nas uktadu zawieszenia dla réznych czestotliwosci drgan uktadu, oraz zbadanie reakcji uktadu
na zmiany czestotliwosci drgan. Uzyta dla tego badania funkcja zmian ksztattu drogi:

X, (t) =A-sin(w-0), (7.1)

0 = floor (g) (¢t —5), (7.2)

wywotuje nagte zmiany czestotliwosci drgan uktadu w pieciosekundowych odstepach
czasu, w ktérych to czestotliwo$¢ pozostaje stata. Amplituda drogi wynosi 0.1[m] i pozostaje
niezmienna. Widoczne na wykresie 7.6a przemieszczenia masy nieresorowanej oraz resorowanej
ukazuja ciekawg zaleznos¢ zmiany amplitud drgan w uktadzie wraz ze zmieniajgcymi sie stopniowo
czestosciami drgan. Widzimy tutaj 7.6a ze dla niskich czestotliwosci drgan drogi amplituda drgan
masy resorowanej jest znacznie wieksza, szczytowe odchylenie drgajacego zawieszenia to 0.42
metra. Wraz ze zwiekszajgcg sie stopniowo czestotliwoscia drgan amplituda drgan masy
resorowanej zaczeta sie zmniejsza¢ po 20 sekundzie badania. Obserwujemy takze stopniowe
zwiekszanie sie przemieszczen masy resorujgcej, oraz znacznego zwiekszania sie predkosci drgan
tej masy 7.6b. Aby dokona¢ doktadniejszej analizy otrzymanych wynikéw dane widoczne na
rysunkach 7.6 podzielono na dwa przedziaty czasowe jednakowe]j dtugosci, dla uzyskania lepszej
czytelnosci wynikéw i umozliwienia ich doktadniejszej analizy.
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Rysunek 7.6 Wyniki obliczen przedstawiajgce: a) przemieszczenia mas b) predkosci mas c) zaleznos¢ ruchu

masy resorowanej od drogi.
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Z wykresu 7.7a mozemy wywnioskowa¢ ze w zakresie czasowym 15-20[s] masa
resorowana wpada w rezonans przy czestotliwosci 0,5 Hz. W tym samym czasie obserwujemy ze
masa resorujgca drga nieharmonicznie co wywotane jest nie tylko zmieniajgcym sie profilem drogi
ale takze wymuszeniem na niej ttumienia drgan masy resorowanej. Uskoki widoczne w wykresach
predkosci 7.7b dla masy nieresorowanej wywofane sg gwattownymi zmianami drogi lepiej
widocznymi na rysunku 7.7c z kazdym zwiekszeniem czestotliwosci wymuszen, obserwujemy
swego rodzaju anomalie w funkcji drogi wywotane dziataniem uzytej funkcji, przektadajgce sie na
reakcje masy nieresorowanej. Masa resorowana znacznie zmniejsza wielko$¢ amplitud drgan po
okoto 30 sekundach od rozpoczecia badania gdy czesto$¢ drgan wymuszonych drogi jest w
okolicach 0.9 Hz. Mozna wiec zatozy¢ ze 0.9 Hz jest czestotliwoscig graniczng dla badanego ukfadu
po ktérej przekroczeniu znaczgco wzrasta efektywnos¢ ttumienia drgan wymuszonych.
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Rysunek 7.7 Wyniki obliczen przedstawiajgce: a) przemieszczenia mas b) predkosci mas c) zaleznos¢ ruchu
masy resorowanej od drogi.
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Wykresy 7.8 przedstawiajg zachowanie badanego uktadu w przedziale czasowym od
50 do 100 [s]. Na wykresie 7.8a obserwujemy Ze masa resorowana krétkie drgania, tworzac
jednoczesnie linie przemieszczen na ksztatt sinusoidy, dla przemieszczen masy resorowanej
predkosé drgania pozostaje na podobnym poziomie i utrzymuje sie w okolicach 0.2 [m/s], podczas
gdy predkos¢ drgania masy nieresorowane] zwieksza sie z kazdym wzrostem czestotliwosci
wymuszen drogi (7.8b), wraz z amplitudami jej przemieszczen w sposdb przypominajacy rosnaca
funkcje wyktadnicza.
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Rysunek 7.8 Wyniki obliczen przedstawiajgce: a) przemieszczenia mas b) predkosci mas c)
zalezno$¢ ruchu masy resorowanej od drogi.
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8. WYNIKI SYMULACIJI DLA MODELU 2 (OPRACOWAI'. MICHAL WIELGAT)

8.1 WPROWADZENIE

W tym rozdziale zostaty omoéwione wyniki symulacji z uzyciem modelu matematycznego z

rozdziatu 6, to jest modelu ¢wiartkowego samochodu ztozonego z czterech mas — kotfa, nadwozia,

ciata oraz gtowy kierowcy. Poszczegdlne parametry symulacji, takie jak wartosci mas obiektdw,

sztywnosci sprezyn oraz wspotczynniki ttumienia zostaty umieszczone w tabeli 8.1. Dane te zostaty

zapozyczone z literatury [9].

Tabela 8.1 Domyslne parametry symulacji uzyte w modelu 4 segmentow.

Wielkos¢ fizyczna

Wartos¢ [jednostkal)

Masa resorowana

241.65 [kg]

Mass nieresorowana

21.46 [kg]

Wspdtczynnik sztywnosci sprezyny

21027.63 [N/m]

Wspdtczynnik ttumienia amortyzatora

1183.2 [Ns/m]

Wspdtczynnik sztywnosci opony

102017.2 [N/m]

Masa gtowy pasazera

20 [kg]

Masa ciata pasazera

45 [kel

Wspdtczynnik sztywnosci ciata pasazera

45000 [N/m]

Wspdtczynnik sztywnosci fotela

20000 [N/m]

Wspdtczynnik ttumienia ciata pasazera

1360 [Ns/m]

Wspotczynnik ttumienia fotela

1650 [Ns/m]

Przyspieszenie grawitacyjne

9.81 [m/s?]

8.2 BADANIE MODELU 2 PODCZAS JAZDY PO ROWNEJ DRODZE

Badanie to miato na celu potwierdzenie funkcjonalnosci programu oraz obserwacje

zachowania modelowanego zawieszenia przy braku zaktécen w postaci oscylujgcych wybrzuszen

drogi. Efekt ten uzyskano poprzez ustawienie wartosci amplitudy funkcji x(t) na 0. Czas symulacji

ustawiono na 10 sekund. Wszystkie pozostate wspodtczynniki

wartosciami takimi jak w tabeli 8.1.

pozostaty niezmienione, z
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Rysunek 8.1 Przemieszczenie poszczegdlnych elementéw modelu w czasie, réwna droga, domysine
wartosci wspoétczynnikéw.
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Rysunek 8.2 Predkos¢ ruchu pionowego poszczegdlnych elementéw modelu w czasie, rowna droga,

domysine wartosci wspétczynnikdw.

Mimo braku nieréwnosci nawierzchni to powstaty pewne oscylacje przemieszczen na
wykresie 8.1. Po rozpoczeciu symulacji sita przyciggania wywofata ruch elementéw systemu. Po
zmianie ich wzglednych przemieszczen symulowane sprezyny zadziataty przeciwlegly sitg,
ograniczajgc ruch zawieszenia. Wprowadzito to uktad w oscylacje, ktére to po uptywie okoto pieciu
sekund zostaty wyttumione przez symulowane amortyzatory. Po ustaleniu pozycji wszystkich
elementéw nie zaobserwowano dalszych zmian.
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8.3 BADANIE WPLYWU PRZYCIAGANIA NA WYNIKI UZYSKANE Z MODELU 2

W badaniu 8.2 kazdy z segmentéw ustalit sie na innej wysokosci, co moze utrudniac
wizualne poréwnywanie ich ruchu. Dlatego tez podobnie jak w rozdziale 7 sprawdzono wptyw
grawitacji na wyniki symulacji. W tym celu poréwnano uzyskane w dwdch réznych symulacjach
predkosci ruchu pionowego wszystkich elementéw uktadu. Jedyna rdzinica miedzy tymi
symulacjami to wspodtczynnik przyspieszenia grawitacyjnego — w pierwszej uzyto wartosci 9.81
m/s’, a w drugiej uzyto 0 m/s>. Jako funkcje drogi zastosowano sinusoide o statej czestotliwosci i
amplitudzie, zapisang wzorem 8.1. Wspdiczynnik b ustala wysokos¢ nierdwnosci, a Q zmienia
czestotliwosé funkcji.

x(t) = bsin(Nt) (8.1)

B Funkcja drogi
m Symulacja z grawitacja
B Symulacja bez grawitacji

-NANANNT
wILVATRTATAVATA

—0.15 ¢

—0.20 1

—0.25 1

Przemieszczenie pionowe [m]

—0.30 1

Rysunek 8.3 Przemieszczenie pionowe w czasie masy resorowanej dla symulacji z grawitacjg oraz
symulacji bez grawitacji.

151

1.0 1

0.5 1

AN OO O N\t
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B Masa nieresorowana, 9.81 m/s?
Masa resorowana, 9.81 m/s?

B Masa nieresorowana, 0 m/s?

B Masa resorowana, 0 m/s?

~1.04

Predko$¢ ruchu pionowego [m/s]

=151

Rysunek 8.4 Poréwnanie predkosci ruchu pionowego kota i nadwozia samochodu w symulacjach z
grawitacjq oraz bez grawitacji, droga to sinusoida o statych parametrach.
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-1.5

Rysunek 8.5 Poréwnanie predkosci ruchu pionowego ciata i gtowy kierowcy w symulacjach z grawitacja
oraz bez grawitacji, droga to sinusoida o statych parametrach.

Zauwazalne réznice pomiedzy wynikami symulacji wystepujg tylko do okoto czwartej
sekundy, po czym predkosci ruchdw pionowych zaczynajg sie ze sobg pokrywaé. W celu
potwierdzenia tego wyniku zostaty przeprowadzone dalsze symulacje na zmodyfikowanej funkcji
drogi. Uzyto zapisang wzorem (8.2) funkcje sinusoidalng o statej amplitudzie oraz zwiekszajacej sie
z czasem czestotliwoscia.

x(t) = bsin ((% + 1) : m) (8.2)

B Masa nieresorowana, 9.81 m/s?
Masa resorowana, 9.81 m/s?

1 m Masa nieresorowana, 0 m/s?

m Masa resorowana, 0 m/s?

A WA M il .
RAAL IJ\U Il

N

=
L

| |
N =
_—

Predkos¢ ruchu pionowego [m/s]

Rysunek 8.6 Poréwnanie predkosci ruchu pionowego kota i nadwozia samochodu w symulacjach z
grawitacjg oraz bez grawitacji, droga to sinusoida o zmiennej czestotliwosci.
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Rysunek 8.7 Poréwnanie predkosci ruchu pionowego ciata i glowy kierowcy w symulacjach z grawitacjg

oraz bez grawitacji, droga to sinusoida o zmiennej czestotliwosci.

Podobnie jak w badaniu z uzyciem wzoru (8.1), predkosci ruchow pionowych w symulacji z
grawitacjg oraz bez grawitacji rdéznig sie jedynie przez kilka pierwszych sekund. Oznacza to, ze
grawitacja nie ma zauwazalnego wptywu na uzyskane wyniki. Dlatego tez w nastepnych badaniach
warto$¢ wspotczynnika przyspieszenia grawitacyjnego zostata ustawiona na 0 m/s2.

8.4 WYNIKI BADANIA MODELU 2 NA FUNKCJI DROGI O ZMIENNEJ CZESTOTLIWOSCI

W badaniu 8.3 oprécz gtdéwnego celu, jakim byto wykluczenie wptywu grawitacji na wyniki,
mozna zauwazyc¢ ciekawg zaleznos¢ zmiany predkosci ruchu pionowego od wzrostu czestotliwosci
nierownosci na drodze. Aby dogtebniej przeanalizowaé to zjawisko zwiekszono czas symulacji do
50 sekund, oraz zmodyfikowano réwnanie drogi (8.2) w celu zwiekszenia szybkosci wzrostu
czestotliwosci wystepowania nierownosci. Nowa funkcja drogi przedstawiona jest we wzorze (8.3).
Dodatkowo utworzono nowg funkcje (8.4) do rysowania wykresow zaleznosci czestotliwosci tych
nieréownosci od czasu, ktéra lepiej przedstawia zmiany wystepujgce na drodze symulowanego

pojazdu.
x(t) = bsin ((é + 1) -.(Zt) (8.3)
Fo = &) (8.4)
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Rysunek 8.8 Czestotliwo$¢ nieréwnosci na drodze w zaleznosci od czasu symulacji.
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Rysunek 8.9 Przemieszczenie pionowe masy resorowanej oraz masy nieresorowanej w czasie symulacji,

funkcja drogi o zmieniajgcej sie czestotliwosci
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Rysunek 8.10 Przemieszczenie pionowe ciata oraz gtowy pasazera w czasie symulacji, funkcja drogi o
zwiekszajacej sie czestotliwosci.
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Rysunek 8.11 Predkos¢ ruchu pionowego segmentow modelu w czasie, funkcja drogi o zwiekszajacej sie
czestotliwosci.

Przez pierwsze kilka sekund symulacji amplitudy przemieszczerh wszystkich elementéw
modelu wzrastaty wraz ze wzrostem czestotliwosci funkcji drogi. Po uptywie okoto siedmiu i pét
sekundy otrzymano najwieksze przemieszczenia. Czestotliwos¢ nieréwnosci w tym punkcie
wyniosta 0,8 Hz. Jest to prawdopodobnie czestotliwos¢ rezonansu uktadu. Przez reszte symulacji
maksymalne przemieszczenia wszystkich segmentédw malaty z czasem. Na wykresie 8.11 ciato oraz
gtowa pasazera wykazuje coraz to mniejsze wartosci predkosci ruchu pionowego. Od okoto 20
sekundy amplituda oscylacji masy resorowanej przestata znaczaco male¢, stabilizujgc sie na
wartosci 0,5 m/s. Maksymalne predkosci pionowe masy nieresorowanej wzrastajg razem z
czestotliwoscig nierdwnosci, co mozna wyjasni¢ stwierdzeniem, ze koto symulowanego pojazdu
porusza sie zgodnie z ksztattem drogi.

Mimo zmniejszajacej sie amplitudy drgan ciata kierowcy to nalezy pamietac, ze przy
odpowiednio duzych czestotliwosciach drgania zawieszenia, o zakresach ktérych wspomniano w

rozdziale 2.3, moze zaczac¢ sie pojawia¢ dyskomfort oraz pogorszenie sprawnosci wykonywania
zadan przez cztowieka.
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9. PODSUMOWANIE | WNIOSKI (OPRACOWALI LUKASZ LECHNA, MICHAL
WIELGAT)

Praca ta przedstawia mozliwosci zastosowania analizy numerycznej dla badan zawieszenia
samochodowego. W pracy przedstawiono graficzny i matematyczny model pojazdu, oraz
uwzgledniono proces kreowania modelu matematycznego przez wyprowadzanie rdéwnan
rézniczkowych uzytych w pracy, a nastepnie poddano analizie uzyskane wyniki po odpowiednim
wprowadzeniu ich do programu obliczeniowego. Zaletg zastosowanego sposobu badania uktadéw
zawieszenia poprzez ich analize numeryczng, jest powtarzalnosé wynikow, ktére beda jednakowe
niezaleznie od tego ilekro¢ wykonamy ponowne badanie dla danych parametréow ukfadu. Dzieki
temu jestesmy w stanie w tatwy sposdb odtworzyé uzyskane wyniki np. w przypadku ich utraty.
Kolejne wazne zalety tego typu analizy to jej niski koszt, oraz szybkos¢ przeprowadzenia, czy
zmiany parametréw badanego modelu.

Uzyty tutaj program posiada tez duze mozliwosci dalszego rozwoju. W tej pracy opisano
stosunkowo prosty przykfad ¢éwiartkowego modelu pojazdu. Réwnania rézniczkowe mogg byc
uzyte do opisania bardziej skomplikowanych i doktadniejszych modeli. Jednym z mozliwych
kierunkéw rozbudowy tej symulacji bytoby, na przyktad, stworzenie modelu opisujgcego ruch oraz
wzajemne interakcje przedniej i tylnej osi pojazdu. Opisany w tej pracy przyktad stanowi dobra
podstawe do stworzenia symulacji innych uktaddéw fizycznych.
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ZAtACZNIK NR 1 — KOD ZRODLOWY PROGRAMU SYMULACII PIERWSZEGO
MODELU

reset()
var('t x1 x2 x3 x4')

# parameters of mechanical system
m1=465 #[kg]

m2=50 #[kg]

k=5700 #[N/m]

kt=13500 #[N/m]

c=290 #[N/m]

g=9.81 #[m/s"2]

# the displacement input due to the surface irregularity of the road

#regular oscilatory road input

#b=0.1

#om=10 #om=0.1,0.2,0.5,1, 2, 3.
#xt=b*sin(om*t)

#irregular oscilatory road input with rising oscilation speed
b=0.1

om=1 #om=0.1,0.2,0.5, 1, 2, 3.

xt=b* sin(om* floor(t/5)* (t-5))

# parameters of equations
#al=F/m1

#a2=k/m1

#a3=c/m1

#ad=F/m?2

#a5=k/m?2

#ab=c/m2

#a7=kt/m2

# initial conditions
ics=[0,0,0,0]
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# right sides of ODE

F1=x3

F2 =x4

F3 = ((-k*(x1-x2)-c*(x3-x4))/m1)

F4 = ((k*(x1-x2)+c*(x3-x4)-kt*(x2-xt))/m2)

#F3 = (F-k*(x1-x2)-c*(x3-x4))/m1
HF4 = (-F+k*(x1-x2)+c*(x3-x4)-kt* (x2-x(t)))/m2

eqs = vector([F1,F2,F3,F4])
vrs=[x1,x2,x3,x4]

ics=[0,0,0,0]

tend=100

times = srange(0,tend,0.01)

# numerical solution of ODEs

sol = desolve_odeint(egs, ics, times, vrs, ivar=t)
sol

[len(sol[:]),len(sol[1,:])]

sol[0,:]

sol[10000-1,:]

[sol[0,0], sol[1,0], sol[1,1], sol[2,0]]
sol[:,1]

# plotting results

times;

x1_sol = sol[:,0]

x2_sol = sol[:,1]

x3_sol = sol[:,2]

x4_sol = soll[:,3]

drg=plot(xt, (t, 0, tend),plot_points=1000,thickness=0.3 ,color="blue’,figsize=5,
axes_labels=["t','x(t)"]);drg

P1=list_plot(list(zip(times, x1_sol)),plotjoined=True, color='green’,figsize=7, axes_labels=['t','x1'])
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P2=list_plot(list(zip(times, x2_sol)),plotjoined=True, color="red',figsize=7,thickness=0.5,
axes_labels=['t','x2"])

P3=list_plot(list(zip(times, x3_sol)),plotjoined=True, color='black',figsize=7, axes_labels=['t",'x3'])
P4=list_plot(list(zip(times, x4_sol)),plotjoined=True, color="blue',figsize=7, axes_labels=['t','x4'])

#movement of mass

P12=P1+P2

#mass speed

P34=P3+P4

#relation of road and unsprung mass
P2d=P2+drg

ZAtACZNIK NR 2 — KOD ZRODLOWY PROGRAMU SYMULACJI DRUGIEGO MODELU

reset()
var('xu xs xc xh vu vs vc vh t')

#parameters of mechanical system

mh=20
mc=45
ms=241.65
mu=21.46
kb=45000
kc=20000
ks=21027.63
kt=102017.2
cb=1360
cc=1650
cs=1183.2
g=9.81

#the displacement input due to the surface irregularity of the road

b=0.1

om=2 #om=0.1,0.2,0.5,1, 2, 3.
#x(t)= b*sin(om*floor(t/5)*(t-5) )

#x(t)= b*sin(t*om*sin(t))

#x(t) = b*(2*floor(om*t)-floor(2*om*t))+b
#x(t) = b+b*sign(t-om)

#b=0.1

#om=5 #o0om=0.1,0.2,0.5,1, 2, 3.
#x(t) = b*sin((t/5 + 1)*om*t)
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X(t) = b*sin(om*t)

freq(t) = ((t/5 + 1)*om)/6.2831853

ttinitial conditions
ics=[0,0,0,0,0,0,0,0]

#Right sides of ODE

F1=vu

F2 =vs

F3=vc

F4 =vh

F5 = ( -kt*( xu-x(t))+ks*( xs-xu ) +cs*( vs-vu ) )/mu -g

F6 = ( -ks*( xs-xu ) -cs*( vs-vu ) +kc*( xc-xs ) +cc*( ve-vs ) )/ms -g
F7 = ( -kc*( xc-xs ) -cc*( ve-vs ) +kb*( xh-xc ) +cb*( vh-vc ) )/mc -g
F8 = ( -kb*( xh-xc ) -cb*( vh-vc ) )/mc -g

eqs =vector([F1,F2,F3,F4,F5,F6,F7,F8])

vrs = [xu, xs, Xc, xh, vu, vs, vc, vh]
ics=[0,0,0,0,0,0,0,0]

tend=40

times = srange(0,tend,0.01)

#numerical solution of ODEs
sol = desolve_odeint(egs,ics,times,vrs,ivar=t)

#plotting results
x1_sol = soll[:,0]
x2_sol = sol[:,1]
x3_sol = sol[:,2]
x4_sol = soll[:,3]
x5_sol = sol[:,4]
x6_sol = sol[:,5]
x7_sol = sol[:,6]
x8_sol = soll[:,7]

PT = plot(x(t), (t, O, tend), color="orange',figsize=5, axes_labels=['t','x(t)'])

PF = plot(freq(t), (t, 0, tend), color="'orange',figsize=7, axes_labels=['t [s]','Czestotliwos¢ [Hz]'])
PT.show()

PF.show()

Strona | 68



P1=list_plot(list(zip(times, x1_sol)),plotjoined=True, color='green’,figsize=7,ymax=0.5, ymin=-0.5,
axes_labels=["t','x1"])

P2=list_plot(list(zip(times, x2_sol)),plotjoined=True, color="red’,figsize=7,ymax=0.5, ymin=-0.5,
axes_labels=['t','x2'])

P3=list_plot(list(zip(times, x3_sol)),plotjoined=True, color="'black',figsize=7,ymax=0.5, ymin=-0.5,
axes_labels=['t','x3'"])

P4=list_plot(list(zip(times, x4_sol)),plotjoined=True, color="blue’,figsize=7,ymax=0.5, ymin=-0.5,
axes_labels=['t','x4'], linestyle='dotted')

P5=list_plot(list(zip(times, x5_sol)),plotjoined=True, color='green’,figsize=7, axes_labels=['t','x5'])
P6=list_plot(list(zip(times, x6_sol)),plotjoined=True, color="red’,figsize=7, axes_labels=['t','x6'])
P7=list_plot(list(zip(times, x7_sol)),plotjoined=True, color="black’,figsize=7, axes_labels=['t','x7'])
P8=list_plot(list(zip(times, x8_sol)),plotjoined=True, color='blue',figsize=7, axes_labels=['t','x8'],
linestyle='dotted')

(PT+P1+P2).show()
(PT+P3+P4).show()
(P5+P6+P7+P8).show()
(P1+P2+P3+P4).show()

P12=P1+P2
P12.show(axes_labels=['t','x1,x2 (wykres 1)'])
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