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1. Wprowadzenie

Wymiana cieptfa jest istotnym elementem w proces@eftowania maszyn i
réznego typu urgzdzer. W mojej pracy bde chciat pokaza wpltyw jednego z
czynnikdw odpowiedzialnych za wymiagiepta na nagrzanysmdek.

W tym celu w rozdziale 2 przybbno zagadnienia najbardziej istotne
pozwalajce zrozumié zagadnienie ciepta, a tak przytocz réwnania. Dua role w
analizowaniu zjawiska ciepta odgrywa pole temperatiumie ciepta, czy teé sposéb
wymianu ustalony ddz nieustalony. Réwnanie 2.7 przedstawia og@nostd modelu
matematycznego przewodzenia ciepta. RoOwnanie ciepéaviera w modelu
przewodnictwa ciepta i konwekcji przez ptyn (gazton konwekcyjny. Wowczas
wymiana ciepta reprezentowana jest przez rownaBie 2
W rozdziale 2 opisane zostaly t@kwarunki brzegowe, na ktore sktaglaje warunki
poczatkowe i graniczne. Ble wykorzystywat warunki Dirichleta i Neumanna, ktGee
najczsciej wykorzystywane.

W pracy wykorzystano metedelementéw skiczonych (MES). Dlatego 3
rozdziat przyblka histore i sposob dziatania tej metody. W tabeli 3.1 priag®ono
zarys historii metody elementéw siazonych, na ktorej proces powstawania mieli
wptyw nie tylko matematycy, ale ta& inzynierowie. Charakterystycancech dla tej
metody jest sposdb podziatu elementdw, mianowianyczaj § to trojkaty. Stopid
zag:szczenia elementu ma wptyw na doktagineymulacji, ale tym samym zegksza
czas rozwizywania problemu. Nawet najnowsze komputery niey dyy w stanie
poradz¢ sobie z niektorymi problemami. Metoda elementéwonskonych jest
szczegO6lnym przypadkiem metody Galerkina.

Program obliczeniowy, ktorym zostat wykorzystanyQOMSOL Multiphysics.
Dzieki bogatej bazie rowng jestédmy w stanie analizowai modelow& roznorodne
zagadnienia poamvszy od optyki, akustyki po wymianciepta i wiele innych.
Wykorzystupc do obliczé metod elementéw skiaczonych wyniki otrzymywane maj
duza doktadndé. Sam proces modelowania, zadawania parametrow runkéw
brzegowych jest prosty. Co powodujge program COMSOL Multiphysics jest
powszechnie i gisto wywanym nargzdziem obliczeniowym.

Symulacje, ktére przeprowadzono opigrag na 3 przypadkach. Dgii temu
lepiej ma@na przedstawi zaleznos¢ wspotczynnika wymiany powierzchniowej ciepta

na nagrzany wodek. W pierwszym przypadku zajmowan@ piytka o zadanych



parametrach oraz warunkach brzegowych 5.1. Celayn jest pokazanie #dic w
nagrzewaniu sgi modelu w zalenosci od zmiany wspotczynnika na dolnej i gornej
powierzchni.  Wyniki przedstawionea sw postaci graficznej. Kolejny przypadek
obejmuje ten sam model, jednak z innymi warunkamzeggowymi. Co pozwoli na
okreslenie czasu jaki potrzebuje ciato do gmpiiccia temperaturyzrodia ciepta w
stosunku do zmiennego wspotczynnika przejmowaneptai Na kéacu zajne sie
bardziej zaawansowanym modelem szklanego kotniefmajduje on zastosowanie w
przemyle chemicznym do tlumienia temperatury ptyndw, &tdéprzez niego
przeptywaj.

Podsumowujc przeprowadzone symulacje, zostamyciagnicte na podstawie
wynikéw wnioski, ktore pozwal okresli¢ wspotczynnika wymiany powierzchniowej
ciepta, nagrzewanego materiatu.

W koncowej czsci pracy umieszczona jest streszczenie oraz liteaat



2. Zjawisko przewodnictwa cieplnego

Wymiana ciepta jest zjawiskiem, ktore towarzyszylzkosci wptywajac w duzym
stopniu m.in. na rozwoj techniki oraz na zjawiskagpdowe. Zdoln& okreslania
maksymalnych temperatur oraz wymiany ciepta maadu@ znaczenie przy projektowaniu i
eksploatacji wielu urzen w energetyce cieplnej, chtodnictwie, przehaychemicznym oraz
spazywczym czy te budownictwie. Kady material poddawany zmianie temperatury, zmienia
swoje widciwosci materialtowe w pewnym stopniu, co ma istotny wphna proces
projektowania [1].

Wida¢ zatem,ze zjawisko ciepta otacza nas w prawiedgan aspekcie naszeggcia,

w mniejszym lub wgkszym stopniu. Bezustannie stykamy siprzewodzeniem energii cieplnej
przez najraniejsze przedmioty tak jak na przyktad: garnek gasiny na gazie czy heczlke
zanurzon w herbacie lub nagrzewanie; sirzadzer elektrycznych. Przyktady nioa bytoby
dowolnie mnay¢. Z bardziej technicznego punktu widzenia zm® wymiené: napezenia
cieplne, konwekej w ptynach lub nagrzewanie indukcyjne.

Analizujac zjawisko wymiany ciepta, trzeba zaznajérak z paroma paeciami, takim
jak np. wymiana ciepta nieustalona, ktéra wpsie gdy pole temperatur zmienig sv czasie
[1]. Czy tez pojecie przeciwne, ustalona wymiana ciepta, gdy pateperatur nie zmieniasiv

czasie, a wic gdy temperatura jest tylko funkaojvspétrzdnych w przestrzeni:
oT
T=F(x,y,2), Pl 0. (2.1)

Rozpatrujgc wymiarg ciepta, ktéra nagpuje pod wpltywem rinic temperatury istotnrole
odgrywa pogcie pola temperatury, czyli zbioru wagto temperatury we wszystkich punktach
rozpatrywanego ciata w danej chwili. Ogoélnie p@mperatury jest zataoscia temperatury od
wspotrzdnych przestrzeni (np. karteggkich x,y,z) oraz od czasu t [1]:

T=f(xy,z1). (2.2)
Tak jak w termodynamice, tak i w wymianie cieptéepto Q [k]] jest wielkGcia skalarm,
mimo iz méwimy o kierunku przeplywu ciepta z wszej do niszej temperatury. Zatem
stosunek elementarnej g ciepta dQ do czasu trwania wymiany tej #id ciepta jest

nazywany strumieniem ciepta (W):

. daQ
=— 2.3
Q=— (2.3)
a w warunkach ustalonych
o= %_ (2.4)



Strumier ciepta, tak jak i ciepto jest wielkoia skalarm, ktéra po odniesieniu do jednostki pola
powierzchni A jest nazywanacgficia strumienia cieptay (%) Gestai¢ ta jest wektorem
prostopadlym do powierzchni izotermicznej, skierawagodnie ze spadkiem temperatury.

Rowna jest ona stosunkowi elementarnego strumieiegta dQ do elementarnego pola

powierzchnidA, przez ktég strumier ten przeptywa:

dQ
= (2.5)
1= aa
a w zapisie wektorowym
dQ = q - dA. (2.6)

Wymiana ciepta realizowana jest na trzymé pod wzgidem fizycznym sposoby:
przewodzenie, konwekcje i radiaayymiany ciepta.

Przewodnictwo polega na przekazywaniu energii wgnne] midzy bezpérednio
stykapcymi sie czesciami lub wiksza ich ilécia. Ciata stale przekazugnergé drgar atoméw
w sieci krystalicznej i ruch swobodnych elektrondvatomiast w ptynach przekazywana jest
energia kinetyczna atomow i gsteczki. Jedynie przez przewodzenie odbywaveymiana
ciepta w ciatach statych nieprzenikliwych dla premibwania termicznego oraz w ptynach, gdy
nie wystpuja przemieszczenia wzglem siebie makroskopowychesei ptynu [1].

Konwekcja jest to ruch makroskopowyche&@ ptynu o r@nych temperaturach, ktéra
wystepuje w przestrzeni ograniczonej (zbiornik) lub wzgstrzeni nieograniczonej (przy
optywie zewrtrznej powierzchni ciala stalego). Konwekcjgay sk z przewodzeniem ciepta
w ptynach i maéna ja podzieti na konwekcje swobodna i ustajofwymuszon) [1].

Radiacyjna wymiana ciepta powstaje gdysélenergii wyprodukowanej jestzda od
ilosci energii pochtongtej przez powierzchni Radiacyjna wymiana ciepta nie odbywa si
migdzy ciatami stykajcymi sk, lecz mgdzy ciatami rozdzielonymi @wodkiem przenikliwym

dla promieniowania termicznego lub nawetzmig [1].



2.1 Rownanie wymiany ciepta

Matematyczny model wymiany ciepta przez przewodzeryraza skt rownaniem:

pC g—: + V- (—AVT) = Q, (2.7)

gdzie:
T — temperaturdK |,
LY
p — kStose ﬁ )
w
A — przewodnictwo cieplne [—],
m-K
Q - zrddto ciepta lub rozpraszacz [/],

V — wektor nabla lub operator Hamiltona,

C — ciepta wtaciwe [kg.K]. G, — ciepto witdciwe przy statym énlenlu[kg.K],

v €ciepto widciwe przy state] olefosci [—kg_K .

W przypadku stanu ustalonego, temperatura nieramisg¢ w czasie, dlatego pierwszy
czton zawieraicy gSta¢, ciepto widciwe oraz pochodn temperatury po czasie
przyréwnywany jest do zera.

Przewodnictwo cieplne w materiale anizotropowymkaguje régne wartdci w
zalendici od rozpatrywanego kierunku. Wowczds staje s¢ tensorem przewodnictwa

cieplnego pod postagc[5]:

Axx Axy /1xz
A=Ay Ay Ayl (2.8)
AZX Azx Azz

Rownanie wymiany ciepta w plynie (cieczy Ilub gazigawiera w modelu
przewodnictwa i konwekcji przez ptyn (gaz) cztonnkekcyjny. Wowczas wymiana ciepta

reprezentowana jest przez rgsijace rownanie:

oT
pCp 5t V- (=AVT + pCpTu) = Q, (2.9)

gdzie: u jest wektorem pola predkosci, ktére wyraza sie przez zmienne niezalezne lub moze
by¢ wynikiem rozwigzania sprzezonego uktadu réwnan przewodnictwa oraz bilansu pedu (tzw.

rownanie Navier — Stokes). Wyrazenie w nawiasie z rdwnania (2.9) okresla wektor strumienia



ciepta. Wykorzystujgc konwekcje i przewodzenie w przypadku przeptywu ciepta, rownanie na
wektor strumienia, (q) ma postac¢ [5]:

q =—AVT + pCpTu. (2.10)

Natomiast, gdy transfer ciepta nastepuje tylko przez przewodzenie to q jest zgodne z

prawem Fouriera, ktore moéwi iz gesto$¢ przewodzenia strumienia ciepta jest wprost

proporcjonalna do gradientu temperatury [1]:

q=-AVT = —AgradT, (2.11)
lub w postaci skalarnej
aoT
— 1 2.12
q=-A-, (2.12)
gdzie:
oT

— — pochodna temperatury w kierunku prostopadtym do powierzchni izotermicznej.

on

Znak minus spowodowany jest tym, ze ciepto ptynie zgodnie ze spadkiem temperatury.
Najwicksza zmiana temperatury w polu temperatury wpge w  kierunku
prostopadlym do powierzchni izotermicznej [1]. Chideryzuje s ona gradientem
temperatury, ktéry wyspuje pod postagiwektora:
aoT oT aT

VT =1, — 4+ L — 4+, — 21
L 0x by dy L 0z’ (2.13)
gdzie:

ly, 1,1, - to skladowe wektora przemieszczenia.

Wystepuja rozne rodzaje przewodzenia ciepta np. elektronowegriowe, molekularne,

Z czego najwikszy wspotczynnik majczyste metale, poniewalominuje przewodzenia ciepta
za pomog ruchu swobodnego elektronu. Np. srelare 419 % , miedz 1 = 386 % przy
0°C. Dielektryki przenosg ciepto za pomag drgar atoméw, co powoduje znacznie mnigjsz
wartas¢ wspotczynnika przewodzenia ciepta np. materiatgdwdaned = 0,023 =+ 2,9 % .

Najmniejsa wartai¢ wspotczynnika przewodzenia ciepta magpzy, ktore przenosziepto za

pomoa ruchu casteczek [1].



2.2 Rownanie r@niczkowe przewodzenia ciepta w ciatach statych [1]

Réwnanie raniczkowe przewodzenia ciepta otrzymuje: sia podstawie réwnania
bilansu energii dla elementarnej etiogci substancji. Réwnanie to jest punktem §ipwym do
okreslenia pola temperatury w ciele stalym. Poruszagi w prostolkitnym ukladzie
wspoétrzdnych X, y, z olgtos¢ substancji ména przedstawi jako prostopadkxian o bokach
dx,dy,dz i objetosci dV = dxdydz

A aq
i Tq""'g;rdf
| |
I
b % x
q.‘t s j I ax
I
2 Ay page
oz A
/ 9
1 S
3q, X
q,+ 37 dz

F 4

Rysunek 4.1. Przewodzenie ciepta przez elementibgtos¢ ciata statego

Rozpatrujc state cinienie, bilans energii dla ciata statego staggbiansem entalpii.

Entalpia substancji zawarta w etgs¢ dV zmienia st w czasiedt o wartGe

p % dvdt = pc, z—: dvdt, (2.14)
gdzie:
h — entalpia wiéciwa [k]—g]
oh -
Fr przyrost entalpii.

Powyzsza zmiana entalpii jest efektem doprowadzeniatxiegewntrz przez przewodzenie,

dodatkowo mee by doprowadzone ciepto z wewatnz, gdy istnieje wewgtrznezréodio ciepta.



Strumie ciepta przewodzony wzadhosix zmienia st na dtugdci dx o

_ _x =2 =—(1— 2.15
g dydz <qx = dx) dydz e av Ix (A ax> av. (2.15)

Podobnie zapisujegizmiany strumienia ciepta dla kierunkdwi z, co pozwala na utworzenie
rownania bilansu entalpii dla ciata stalego izptwego w nagpujacy sposob
aT d (. oT d (. 0T d (. 0T
pey e dvdt = [& (,1 a) +3 </1 @) +=— </1 5)] dvdt + q,dvd:,  (2.16)

gdzie wprowadzamy wydajké objetosciowego wewitrznegozrodia ciepta

d?Qy
_ 2.17
= avar 2.17)

Dzielac rownanie bilansu strumienia ciepta prpezdVdt i wprowadzajc dyfuzyjndi¢

termiczry

A (2.18)
a=— .
pcy

gdzie:
mZ
a — dyfuzyjndg¢ termiczna (wspoétczynniki wyrébwnywania temperatl.{r'y?—],

otrzymujemy réwnanie Fouriera — Kirchhoffa, czytiwnanie nieustalonego przewodzenia

ciepta w ciatach statych

T 1 oA[/0T\* [OT\* [(OT\*] ¢
a4+ — O —_ — L 2.19
ar - VT oot (6x) * <6y> * (az) l+ 0C, (2.19)

Nastpnie powstaje réwnanie idiczkowe Fouriera, gdy zatgmy staly wspoétczynnik

przewodzenia i brak wewtrznegozrodta ciepta §,, = const)

— = aV2T. (2.20)

oT
Ustalone przewodzenie ciep;l)at- = 0 i staly wspétczynnik przewodzenia ciepta prowadizi

rownania Poissona
1
Réwnanie Laplace’a, otrzymujemy gdy brak jest wetwamegozrodia ciepta
V2T = 0. (2.22)
Laplasjan temperatury w uktadzie wsp@ttmych prostoktnych ma posta

_OT 9T 8T
Cox2  dy?  9z%

V2T (2.23)
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Zatem w 0golnej postaci jednowymiarowe réwnanisiczkowe przewodzenia ciepta
mozna zapisé
aT 0°T koT
— =g 4 - 2.24
ot Yoz Tl (2:24)
gdzie dla ptaskiej ptytg = 0,1 = x.

2.3 Warunki brzegowe

Najogllniejszy zwizek pomé¢dzy temperatur, czasem i wspoétezinymi przestrzeni
daje nam réwnanie #Oiczkowe nieustalonego przewodzenia ciepta (2.24)iakach statych.
Musi ono by spetnione dla kalego punktu w ciele statym. M@ problem, polegagy na
wyborze z dowolnie digj liczby rozwazan tylko jednego rozwizania speiniacego
rozpatrywane zjawisko, trzeba oklié warunki jednoznaczroi rozwiazywania tego rownania.
Dodatkowo rozwjzanie rownania riczkowego musi zaie¢ w sposob cigty od warunkéw
granicznych [1].

Na te warunki skladajsic warunki poczatkowe i brzegowe. Warunki pogikowe
opisup rozklad temperatury w chwili pogtkowej. W wyptkowym przypadku mamy do
czynienie z warunkiem statej temperatury wdgm punkcie ciata lub warunkiem periodycznej
zmiany temperatury. Natomiast warunki brzegowe lagtawarunki wymiany ciepta na
powierzchniach zewtrznych ciat [1].

Wykorzystuje si dwa rodzaje warunkéw brzegowych Dirichleta i Nenma Warunek
Dirichleta zwany warunkiem pierwszego rodzaju oj@sozktad temperaturf, ha powierzchni
ciata w kadym punkcie [5]:

Ty =Ty, (2.25)
gdzie:
T, - temperatura powierzchni ciata,

T, - temperatura ptynu (gazu).

Natomiast warunek Neumanna inaczej warunek drogiedzaju definiuje nam rozktad
gestasci strumienia ciept@; na powierzchni ciata w kdej chwili [5]:
-n-q=q (2.26)
gdzie:

n — normalny wektor graniczny,

w
qo — wewrgtrzny strumié ciepta, normalny do grani({yﬁ].

11



W momencie gdy wyspuje geometryczna symetria ciata oraz warunkéw duegch
wymiany ciepta, nagpuje symetria pola temperatury. Wéwczas zeramia st& gradient
temperatury w kierunku prostopadiym do osi syméptaszczyzny) pola temperatury ¢sgas¢
strumienia ciepta. Pozwala to na obliczanie tykarej symetrycznej ezci pola temperatury.
Warunek Neumanna w bardziej ogélny sposéb opiswjmanie
—n-q=q0 + h(Tins —T), (2.27)
gdzie:

, . . . w
h — wspdtczynnik przejmowania me;{zranTK].

Powyzsze sformutowanie pozawala na ckeaie strumienia ciepta w postaci wyrge
sprecyzowanego strumienia ciegtporaz wspotczynnika przejmowania cieptav stosunku do
temperatury otoczenig, ;. Aby uzyska stan izolacji nalgy g, = 0 [5].

Wymiana ciepta pomdzy powierzchry ciata statego, a optywggym ja ptynem lub
gazem nazywana jest przejmowaniem ciepta. Prawotdiewpomae nam okréli¢ gestasc

strumienia przejmowanego ciepta
q=nh(T;—T,). (2.28)

Wzor (2.28) nie jest skomplikowany, jednak wspgiozk przejmowania ciepta jest
funkcja wielu zmiennych. Zaczyngg od witasnéci termofizycznych, np.: ciepta wdeiwego,
gestasci, wspotczynnika przewodzenia ciepta, wspotczyanikepkdci, ktore g funkcjami
cisnienia i temperatury. Naginie w duej mierze wspoétczynnik przejmowania ciepta zgled
charakteru przeptywu ptynu, a przy tym ksztattupatzywanej powierzchni wymiany ciepta,
a take od pedkosci [1].

Istotnym pogciem zwhzanym z przejmowaniem ciepfa jest konwekcja, odjtonyta
juz mowa na pocgku 2 rozdzialu. Konwekej mazemy podziek na swobodna lub
wymuszon. Swobodna konwekcja wywotana jest zewenymi sitami masowymi, ktére
dziatap na ptyn o ranych temperaturach, co za tym idziemgch g:stasciach. W wymuszonej
natomiast ruch ptynu wywotany jest przezeparrke, mieszadto, pongplub dmuchaw [1].

Ponizsza tabela przedstawia przyloine wartéci wspoétczynnika przejmowania ciepta

Z podziatem na konwekcje swobadrnwymuszon.

12



Tabela 2.1. Zakres wast wspotczynnikdéw przejmowania ciepVa,[

o
m2-K

Rodzaj konwekgiji Konwekcja swobodna Konwekcja wypturea
Gaz 5-30 30 -500
Woda 30 - 300 300 - 210°
Olej 5-100 30 - 3000
Ciekte metale 50 — 500 500 - 210°
Wrzaca woda 2:10° - 210 310°- 10
Kondensacja pary wodnej 310° - 310 310°-210°

Wspotczynnik przejmowania ciepta zmieniae shie tylko wzdhi powierzchni
oplywanej oraz czasu, ale zmienia wkze temperatura powierzchni i ptynu. k@ srednic

temperatug scianki i ptynu wzdti powierzchni w sposéb umowny

1

T =1 f T, dA, (2.29)
A

1

Ty=- f T.dA, (2.30)

mozna wykorzysta takze porownanie dwojako obliczonych strumieni ciepia,
usrednienia wspoétczynnika przejmowania ciepta, a wted
E =_q __ fA h(T, —TS)dA.
=T [ (T,-T)dA

(2.31)

Temperatura ptynu przy optywie zegirznym mae stanowé nie tylko
termiczra warstwe przyécienra, ale take podstaw do okrélenia wspoétczynnika
przejmowania ciepta. Co pozwala na obliczenistgjci strumienia na podstawi wzoru
(2.28). Czstym sposobem do oldenia wspoiczynnika przejmowania ciepta jest

srednia arytmetyczna temperatury powierzchni ciaiego i ptynu poza warstw
przyscienra [1].
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3. Metoda elementow skéczonych (MES)

3.1 Historia metody elementéw skiczonych

Ludzki umyst jest na tyle ograniczonye nie jestémy w stanie wykonywa
dwoch rzeczy na raz, jak na przyklad: interpretovekalapcego nas otoczenia i
tworzy¢ jakis projekt w jednym momencie. Dlategaztproces podziatu systeméw na
mniejsze, zrozumiate poszczegolne elementy, promdmzrozumienia calego procesu
od podstaw i jest on powszechnie wykorzystywargeprirzynierow, naukowcow, a
nawet ekonomistow.

Musimy rozgranicz§ dwa rodzaje probleméw. W momencie gdy odpowiedni
model jest otrzymywany z zastosowaniemrgkamnej liczby sktadnikow, to mowimy o
problemie dyskretnym. Natomiast, gdy elementy she&l & opisywane przez czas
nieokrelony, a problemy magby¢ definiowane tylko przez aycie matematycznych
proceséw mamy do czynienie z systemegglgm. Prowadzi on do réwmardznic,
ktore implikup w nieskaczom liczbe elementow.

Nadegcie ery komputerow cyfrowych pozwolito na roagywanie problemow
dyskretnych w tatwy sposéb, nawet gdy liczba eleidwerest bardzo dia. Pojemnéc
wszystkich komputeréw jest skczona dlatego problemy agte mog by¢
rozwiazywane tylko po prze manipulacje matematyczne.

Zarbwna matematycy i dynierzy podchodz w inny sposob do pegia
dyskretyzacji cigtej. Matematycy opracowali juwiele technik ogélnie stosowanych
do réwna rézniczkowych, ktére normalizajten problem, takich jak: przyhkknie
réznic skaczonych lub techniki zbibnej do okrélenia stacjonarnego z végwie
zdefiniowanymi funkcjonatami. ktynierzy natomiast podchoglddlo tego problemu w
bardziej intuicyjny sposoéb, twage analogé pomidzy dyskretnymi elementami i
skonczom czscia ciagtego zakresu. Na przyklad w zakresie statych machaych
McHenry, Hrenikoff, Newmark i Southwel w latach 4@ykazali ze rozadnym i
dobrym rozwizanie dla ,elastic continuum” nina otrzyma& poprzez zasgpienie
matych fragmentow ggtosci? adaptujc prosty spgzysty prt. P&niej w tym samym
kontekscie Argyris i Turner, wykazali bardziej bezpednio, ale nie mniej intuicyjnie,
ze zmiany wiaciwosci mogy nastpowa znacznie skuteczniej, bigr pod uwag, ze

mate fragmentu lub elementy zachowsk w sposob uproszczony [2].

14



Dzicki metodzie elementow skozonych maliwe byto na przykiad w iaynierii
elektrycznej (sieci elektryczne, oporniki itp.) lulnydraulicznej (przewodami
hydraulicznymi), ustalenie relacji rdzy pmdem (przeptywem) i potencjalem
poszczegolnych elementow, cozpij wykorzystano do stworzenia systemu w celu
ciagtosci przeptywow.

W tabeli 3.1 przedstawiony jest proces ewolucji todg elementéw

skaaczonych.
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Tabela 3.1. Proces ewolucji metody elementowiskonych [2]
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3.2 Zamiana modelu cigtego na dyskretny

Metoda elementow skazonych opiera sina ustaleniu zalmosci pomidzy
tymi podobszarami, ktérych rozmiary nie zmienigic. Na tej podstawie tworzy
rownania opisujce rozwaane zagadnienie w odniesieniu do calego rozpatrgg@n
obszaru.

Takie podejcie daje nam bardzo korzystne cechy. Mamylmms¢ stosowania
go w zasadzie we wszystkich sytuacjach, bez gdrgha widciwosci osrodka, rodzaju
obciazenia, warunkéw brzegowych oraz geometrii rozpatnegm uktadu. Dodatkowo,
zazwyczaj calkowanie moa zasfpi¢c dodawaniem, a réwnania aiczkowe -
rownaniami algebraicznymi, co utatwia nam wykonyieaoblicze.

Zatem metogd elementéw skaczonych mana okrdli¢ jako proces
aproksymacji érodka cagtego, ktory posiada nieshkozom liczbe stopni swobody. A
takze, zbiorem podobszaréw, posiaggich skdaczona liczls stopni swobody. Co
prowadzi do okrédenia rowna bedacych odniesieniem do rozwanego problemu, w
sposOb mniej lub bardziej przyidiny. Otrzymane wyniki éda bardziej prawdziwe dla
osrodka cagtego jéli nastipi gestszy podziat na podobszary.

Rysunek 3.1. przedstawia model fizyczny zawignajfragmenty dyskretne i
ciagte. Fragment dyskretny jest bagydztywra o skupionych parametrach masowych lub
bezwymiarowe elementy sgtyste oraz ttumjce. Natomiast w momencie gdy, zarowno
wiasciwosci masowe, spryste oraz ttumice rozktadaj sic w przestrzeni w sposob

ciaglty, mowimy o fragmentach gtych.
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Rysunek 3.1. Modele uktadu: z lewej, schemat modeycznego zawierapy fragment
dyskretny i cagly; od prawej, schemat modelu dyskretnego, w ktoojaglte elementy modelu
fizycznego dyskretyzowano elementami sezonymi. Gdzie: 1 — elementy spyste i

ttumiace, 2 — bryta sztywna, 3 — fragment dyskretny, 4ragmenty masowo-sgiysto-

tlumiace, 5 — podparcie brzegowe [4].

Za pomog metody elementéw skozonych, aproksymag fragment cigty
modelu fizycznego, otrzymujemy model dyskretny. Bdkiej rzecz biarc, kazda
wielkos¢ (np. przemieszczenie, ngpenie) opisana za pomptunkcji ciagtej w danym
obszarze aproksymuje ¢simodelem dyskretnym. Model dyskretny skiada gi
elementéw, na ktore podzielono obszar. Elementysatezbiorem funkcji cigtych
okreslonych w skaczonej liczbie podobszaréw. Natomiast,zé@a funkcja cigta
nazywana jest gztem, ktory jest warteia funkcji pierwotnej w skaczonej liczbie
punktow.

Teoretyczny tok pogpowania metody elementéw slazonych przedstawiony
jest ponzej [3]:

1. Rozpatrywany obszar jest dyskretyzowany (dzielonya elementy,

pofaczone tylko w wyznaczonycheztach.

2. Dla kazdego elementu, na podstawie znanych wiako(np. sit
obciyzajacych) okrélamy zasgpcze wartéci w weztach (np. sity wztowe),
po czym szukamy zateosci pomkdzy nimi, a wartéciami w weztach,
ktGre nas interesgj(np. przemieszczenia). Oklene zalenosci nazywamy
niewiadomymi.

3. Ustalamy uktad rowmng ktory okr&la nam wielkéci weztowe (np. dam
sit¢) z niewiadomymi wielkéciami weztowymi.

4. Rozwiazujemy otrzymany w poprzednim punkcie ukiad romwna

18



5. Znalezione warteci weziowe wielkaci, ktore nas interesowaty i
konkretnego sposobu aproksymaciji, ustalamy wairtdych wielkadci
wewmntrz elementéw.

W przypadku gdy mamy do czynienia z jedna wigtkp fizyczm

przedstawioa jako funkcja cigta ®(xq,x,,x3,t), rozpatrywana w elemencie, to

okreslamy ja za pomog zwiazku przez wielkéci weztowe:

D = ) Ny, x5, 5) 4 (0), (3.1)
i=1

po zapisie w postaci macierzowej

®=N,- -, (3.2)
gdzie:
N, = [Ny, Ny, ..., N,,] — macierz funkcji ksztattu elementu,

®, = col(Pq, Dy, ..., P,) - wektor wielkdci weztowych elementu.

3.3 Podziat na elementy

Doktadng¢ podziatu modelu fizycznego (bez uweadhienia bédow
numerycznych) zaly w znacznym stopniu od :
— stopnia odwzorowania funkcji ksztaltu w stosunéta wielkasci fizycznej w
elementach,
— ilos¢ zastosowanych gztéw, a tym samym elementéw (imagij tym doktadniej),
Doktadne zblitenie uzyskamy, gdy funkcje ksztattu zapewniaj
a) przemieszczenia zgodne na granicach elementu ogglos& przemieszcze
wewntrz elementow,
b) opisywanie statych przemieszazelementu, czyli ruchu jako ciata statego,
c) Opisanie stanu statych odksztaticevewmntrz elementu, przy odpowiednich
przemieszczeniacheatow,
Dla elementu, w ktérym funkcja ksztattu spetniawgeszy warunek a),
nazywamy 4 elementami zgodnymi (dostatecznymi), w przypadkpetrgenia

warunkow b) i ¢), nazywamy zupetnymi.
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Podobszary wyspuja w réznych ksztattach np.: trégky, szdciany itp. [3].

/\ JAN

Punkty zwane wztami lacza wzajemnie podobszary. Ksztalt elementu nie

wplywa na liczle weztdw. Szdéciany lub trojlkaty nie musz taczye sie tylko w

wierzchotkach, ale magtakze faczy¢ sie na wspolnych bokach [3].

g5 T

Wielkosci podane $za pomog wartcgci w weztach. Jeden gzet maze okrélac
kilka wielkosci, przy czym czs¢ moze by znana (np. sity, momenty pochade od

obciazenia), a reszta nie (np. temperatutgd,dbrotu).

3.4 Funkcje ksztattu

Do najczsciej stosowanych funkcji ksztattu elementéw, gielomiany, ktére
buduje st na podstawie tzw. wielomianéw Lagrange’a, Hernaitefaz cigow Pascala.
Gdzie przy jednowymiarowym zagadnieniu korzystamyednowymiarowego ggu
Pascaldl, x;, x2, x5 ...

Przy dwuwymiarowym zagadnieniu zgu zwanego trojtem Pascala

1
X1 X2

xf X1X7 x%

x3 x2x, x1X2 x3

Natomiast w przypadku trojwymiarowego zagadniekazystamy z tréjwymiarowego

ciagu Pascala przedstawionego na rysunku (3.2) [4].
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4
x4

Rysunek 3.2.Tréjwymiarowy schemaagu Pascala [4].

Poniewa w moje pracy bde zajmowat st tylko trojwymiarowym
zagadnieniem, dlatego omawien przypadek. Budag wielomian wg trojkta Pascala,
najlepiej jest dobiekaelementy zgodnie z symetriwzgkdem osi pionowej troja.
Zapewniamy woéwczas izotropowod geometrycza, ktOra zapewnia nam unikjtie
uzaleznienia orientacji elementu w przestrzeni od jegelkdici rozwazane] w tym

elemencie.
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Rozpatryc  zagadnienie  tréjwymiarowe, w  przypadku

prostopadtéciennego, aproksymagy wielomian ma posta

w
D(x1,x7,x3) = L;i(xq, %5, x3) Py,

=1

gdzie wielomian Lagrange’a i-tegarta

x%

X4

elementu

(3.3)

Rysunek 3.3. Prostopadiban z zaznaczonymi punktarfil, i2, i3) - element trojwymiarowy

[4].
jest obliczany na podstawie zah@sci
L (x1, X2, %3) = Liz(x1)Liz(x2) L3 (x3),

gdzie
w1
L. = X1 — Xqj
i1 — )
j=1 Xi1 — Xqj
j#il
W2
L. — Xy — Xpj
i2 — )
j=1 Xiz — X2j
j#i2

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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w3

L. = X3 — X3j
i3 = | |— (3.7)
x. —x . .
j=1 i3 3j
j#i3

sa wielomianami Lagrange’a dla ptaszczyzn przeclhogeh przez wzty i;,i,,i; oraz
réwnolegte do ptaszczyzny uktaady, x,, x5, a

w; - liczba weztow wzdtwz krawedzi elementu réwnolegtej do asj,

w, - liczba weztéw wzdtwz krawedzi elementu réwnolegtej do asj,

ws - liczba weztow wzdtwz krawedzi elementu réwnolegtej do asi,

w - liczba weztow w elemenci€w = wyw,ws).

3.5 Zmiana rownan rozniczkowych czstkowych na uktad réwnai liniowych.

Metoda elementow skozonych jest szczegdlnym przypadkiem metody
Galerkina. Jako alternatywdo rozwazywania rowna rozniczkowych stosuje si
metody odchytek wanych. Metoda ta jest numeryezn metod, Kktora
wykorzystywana jest do rozwdywania pojedynczego rownania zniczkowego
czastkowego lub catego ich zestawu. Nglavzia¢ pod uwag taki obszan) z grania
6Q =T, gdzie u jest dokladnym rozwizaniem i mae reprezentowa pojedyncza
zmienry lub wektor kolumnowy zmiennych.

Rozwamy réwnanie régniczkowe

L(w) = f, (3.8)
gdzie u jest rozwazaniem doktadnym i jest spetnione dla dowolnegokpumv danym
obszarze, zatem spetnione jestztakila dowolnego podobszaru gipwego obszaru
(element skaczony catego obszaru). Daje nam toztiveos¢ skupienia si tylko na
jednym elemencie i zdefiniowanie lokalnej aproksgjnabowiazujacej tylko w jednym

elemencie
N
j=1

gdzie S; jest funkcy ksztaltu, definiowas na elemencie, przypargkowarn, i-temu
elementowi. Wspotczynniki; sa parametrami nieznanymi, ktore maogy¢ weztowymi

wartasciami nieznanej funkcji. Zgodnie z metpGalarkina meemy napisé rownanie
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okreslajace rozktad bidu w tym elemencie. Finalnie otrzymujemy ukfad néiy
sktadajcy sk z rowna dla wszystkich elementéw. Utworzony uktad rowrmzwala
na wyznaczenie nieznanych parametegwas; musi spetnia nasgpujace warunki:
—S; powinno by takie,ze L(S;) powinno by rdzne od zera,
— §; powinno spetni@ przynajmniej jednorodn forme niezlzdnych warunkéw
brzegowych tego problemu,
— dla ka&degoN, {S-,j = 1,2,...N} powinno by linowo niezaléne.

Rozpoczynamy od zdefiniowaniagtt, R, w przyblizeniu definiowanego jako:

Ro=L) - f, (3.10)

gdzie u jest funkcy pocatkowa, ktora spetnia warunki Dirichleta = ug w I; € T.
Nalezy zauwaye¢, ze R jest funkcy pozycji w obszarz€). Teraz maemy probowa

redukcji pozostakri (residual) do zera. Mamy wéwczas

j T; RadQ =0, (3.11)
Q
gdzieT;, i = 1,2, ..., M jest zestawem funkcji arbitralnychMi — co. Po czym mgemy

powiedzi€, ze pozostahR, znika. W tym miejscd; sa hazywane waonymi funkcji,
ktore nie § na ogot takie same jak funkcje (patkowe) zblizone doS;. Rozwijapc

powyzsze rownanie mamy

j T; (L(w) — )dQ = 0. (3.12)
Q
Funkcjau, ktéra spetnia powsze rownanie, dla kdej funkcji T; w Q jest stabym
rozwiagzaniem réwnania thiczkowego, zwzaywszy na to ze u jest silnym
rozwiazaniem réwnania edmiczkowego, w kadym punkcie obszarQ.
Kiedy operator L jest liniowo niezaleny, powysze rdéwnania mama

przeksztatai do formy

N
Z fTiL(Sj) dQ |uj = j T(f — L(Sy)) dQ (3.13)
j=1\Q Q
lub
N
ZAU- uj = f, (3.14)
j=1
gdzie
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Ay = f T,L(S) dQ, (3.15)
Q

fi= j T;(f — L(Sy)) dA. (3.16)

o)
Nalezy zauway¢, ze wspotczynnik macierzg nie jest symetrycznyg;; # Aj;.

Metoda odchytek wanych [; #S;) jest czasem okémna jako metoda
Galerkina-Pietrowa. W zataosci od T; metoda ta jest nazywana wzny sposob.
Ponizej przedstawiam najbardziej popularne nazwy tepohet

DlaT; = S; metoda odchytek wanych nazywana jest metpalerkina, kiedy
operator jest liniowo zemicowanym operatorem. Metoda Galerkina redukugedsi
metody Ritza. W tym przypadku macierz wynikowedne symetryczna, poniewa
potowa zré@nicowana mee by przeksztatcona w funkcje wagaw

Metoda najmniejszych kwadratow oklaga stateu; przez minimalizagj catke z

kwadratu pozostakai (residual)

)
2| r2dq = 3.17
o j RZd0. = 0 (3.17)
QO
lub
dRg,
—2R,d0 = 0. 3.18
aui 0 ( )
QO

. : . oR S -
Poréwnujc réwnanie (3.18) z (3.11), widaiz T; = a—u!_l. Jeeli L jest liniowym
l

operatorem, rownanie (3.13) ma pdsta

N

Z fL(Si)L(Sj)dQ u; =fL(si)(f—L(50))dQ (3.19)

j=1\Q Q
co daje macierz symetrycgnale wymaga takiej samej kolegud zré&znicowania co
réwnanie operatora.
Metoda kolokacji ma na celu zbdinie przyblizonego rozwizania u, przez
Rq = Rq(x,u) w rownaniu, ktére przyrownujemy do zeraNwwybranych punktow;,
i=1,2,..,Nwobszarzé

Ro(x;,u) = 0. (3.20)
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Wybor punktowx;, jest kluczem do dobrze uwarunkowanego systemunadow w

ostateczngci do doktadnego rozwrania. Punkty kolokacji magpokazé szczegdlny
przypadek réwnania (5.1OfQ TRadQ =0 dla T; = §(x — x;), gdzie §(x) jest

funkcja delty Diraca

| revse-oda=re. (3.21)
Q

Metoda Couranta atzy podstawowe pegia metody Ritza i metody
najmniejszych kwadratéw. Metoda tazgt do aproksymacji rozwzaniast po przez
minimalizacg modyfikacg kwadratowego funkcjonatu

a
L@ = 1) + L@ - flI? (3.22)

gdzie I(u) jest kwadratowym funkcjonatem pokonym z L(u) = f, kiedy L jest
linowe | a jest parametrem kary. Powsze ma sens tylko wtedy gdy operator

kwadratowy przyjmuje formfunkcjonatu.
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4. Narzedzie programistyczne — ComsoMultiphysic [5]

COMSOL Multiphysics jest olbrzymim interaktywny¢modowiskiem, za pomoc
ktdrego maemy podejmowa si¢ rozwiazywania i modelowania pmego rodzaju
probleméw technicznych jak i naukowych. Do pracy tym programie nie
potrzebujemy obszernej wiedzy matematycznej lublianaaumerycznej, poniewa
wykorzystuje on rownania faiczkowe czstkowe (Partial Differential Equations).
COMSOL Multiphysics samodzielnie kompiluje zesta®E ktore reprezentajcaty
model. Do rozwizywania rowna rozniczkowych czstkowych wykorzystywana jest
metoda elementéw skozonych (MES, ang. FEM, finie element method).cRiztemu
do stworzenia modelu potrzebujemy jedynie ékéeodpowiednie wielkéci fizyczne,
ktore znajduj sic w zakladce Physics, takie jak : olp@nie, ograniczenia, wdaiwosci
materiatu, rénego rodzajurodia i strumienie.

COMSOL Multiphysics posiada trzy metody opisywaRiRE w nasfpujacych
trybach:

- wspotczynnik postaci, naday sk do modeli prawie liniowych lub liniowych,
- 0golna forma, modele wysoce nieliniowe,
- staba forma, model szerszej klasy,
Korzystajc z powyszych trybow, mgemy wykong nastpujace analizy:
- stacjonarne i zaime od czasu,
- liniowe i nieliniowe,
- czestotliwosci | analizy modalnej,

PDE stanows podstaw praw nauki, co pozwala na wykorzystywanie ich w
szerokim zakresie do zjawisk naukowych izynierskich. Porrej podaje kilka
przyktadow zastosowania:

- akustyka,

- dyfuzje,

- elektromagnetyczne zagadnienia,

- dynamika ptynow,

- ogniwa paliwowe i elektrochemia,

- geofizyka,

- wymiana ciepta,

- systemy microelectromechanical (MMES),

- technika mikrofalowa,
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- optyka,

- fotonika,

- mechanika kwantowa,

- zagadnienia estotliwasci radiowych,

- poiprzewodniki,

- mechanika budowli,

- zjawiska transportu,

- propagacja fali.
Baza COMSOL Multiphysics oferuje nam szerokieziivaosci analizy i modelowania
w wielu obszarach zastosowania. Z czego w kluczbwpltszarach zastosoivanamy
opcj modutéw, ktére maj za zadanie utatwitworzenie i analig modeli. COMSOL
obejmuje nagpujace moduty:

- AC/DC modut,

- modut akustyczny,

- modut inzynierii chemicznej,

- modut nauki o ziemi,

- modut transportu ciepta,

- modut MEMS,

- RF modut,

- Modut mechaniki budowli.

Ponadto mamy opcje importowania danych z wykoerystn modutu CAD,

w nasgpujacych formatach: IGES, SAT (Acis), Parasolid i Stepmymi programami,
ktore & kompatybilne to: CATIA V4, CATIA V5, Pro/ENGINEERAutodesk Inventor
i VDA-FS. COMSOL Multiphysics posiada wlasmyzyk skryptowy, COMSOL Script,
gdzie mamy maiwos¢ dostpu do modelu Model M-file lub struktury danych, daje
nam wkksz elastyczné. Dodatkowo mamy madiwosé pofaczenia st z interfejsem
MATLABa, gdzie maemy hczy¢ modelowanie, symulagji analizy z innymi
technikami modelowania. Wyeksportowany model z C@MSMultiphysics do

Simulinka daje nam nitiwos¢ stworzenia projektu systemu sterowania.
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4.1 Przebieg bada przeprowadzonych w programie COMSOL Multiphysics

Po uruchomieniu programu wybieramy odpowiedni model ktérym chcemy

pracowa.
New | Madel Library | User Models | Open I Settings
Space dimension: -'SD v..
_ Application Mades a Heat Transfer
= .. COMSOL Multiphysics F
G | Acoustics
|£; Convection and Diffusion
B || Electromagnetics
G || Fluid Dynarics L
L) Heat Transfer T
ﬁ;} # Convection and Conduction
=@ Conduction
* Stedstteysm Description:
: T arsicnt 1!!.‘1!:: — |Heat kransfer through conduction with heat
i L Struckural Mechanics flux, convective, and temperature boundary
i FDE Maodes conditions.
38 Defarmead Mesh
B Electro-Thermal Interaction Transierk analysis in 30
(538 Fluid-Thermal Interaction -
Dependent variables: T
Application mode name: bt
Element: :Lagrange - Quadratic - [ Multiphysics

Rysunek 4.1. Menu programu COMSOL.

W kolejnym kroku budujemy model (Rys. 4.2).

Rysunek 4.2. Model ptytki na ktéregtla prowadzone badania.
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W dalszej czsci zadajemy parametry w Physics/Subdomain Settirgsgpnie warunki
brzegowe dla ciepta Physics/Boundary Settings (Rys— 4.4).

Rysunek 4.3. Zaznaczone ptaszczyzpiesmicznym izolatorem.

Rysunek 4.4. Zaznaczona ptaszczyzna poddana jgtaveaniu.
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Przed symulacjami dokonujemy podziatu obszaru emehty (Rys. 4.5).

Rysunek 4.5. Siatka analizowanego modelu.

W ostatnich etapach uruchamiamy liczenie po przetvedSolve problem oraz

przedstawiamy wyniki w formie graficznej (Rys. 4.6)

Time=25 Subdomain: Temperature [K] Max; 520,095

500

F 1450

400

350

300

Mir: 28061

Rysunek 4.6. Przyktadowy wynik.
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5. Wyniki obliczen

Obiektem mojej pracyduzie ptaska plytka, ulegaja nagrzewaniu. Celem tego badania
jest okraélenie wplywu zmiany parametrow badanego materiatjego szybk& nagrzewania

sie. Gldbwnym parametrem poddawanym zmianigldie wspélczynnik przejmowania ciepta

h [msz_K]. Dzieki tej symulacji ledziemy w stanie ok&li¢ wstkpne wiaciwosci nowo
powstatych materialdbw w wyniku zéych eksperymentow. Problem ktoryredh sic zajmowat
ma swoje odniesienie do pracy gakajmuje st prof. dr hab. 1a. Zenon Ignaszak. Przy swoich
badaniach stworzyt on stanowisko do pomiarow. dmg& w swojej pracy ograni¢sie do

narzdzia obliczeniowegdCOMSOL Multiphysics.

5.1 Warunki brzegowe

Rozwaany model wykorzystuje zagtujace warunki brzegowe:
a) termiczna izolacja — dla brzegu przedstawiomegoys. 5.1.

n- (kVt) =0, (5.1)

Rysunek 5.1. Termiczne izolowanie.

b) strumié cieplny dla brzegu przedstawionego narys. 5.2

n- (kVt) = qo + hy(Tins1 — T) + Const(Tgmp — T) (5.2)
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V4

a0 =0[7]

h, = 100 — 200 [
Tinp1 = 1000 [K],

Const =0 [m:]'/m].

w
m2.

!

Rysunek 5.2. Nagrzewanie dig
c) strumié cieplny dla brzegu przedstawionego na rys. 5.3

n- (kVt) = qo + hy(Ting, — T) + Const (T, — T (5.3)
z
w
a0 =0 []
hy =100 — 200 ||,
Ting1 = 300 [K],
w

Const=20 [m .

W ogolnym przypadku warfoi h; i h, sa rozne. Oznacza tae wybranesciany
maja rozne wartdci wspotczynnikOw przejmowania powierzchniowego péae

w
Analizowane g zakresy zmienriei tych wspotczynnikow od 100 do 2%.
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Rysunek 5.3. Nagrzewanie dia.

5.2 Parametry i obliczenia dla pierwszego przypadku

W pierwszym przypadku obliczeniom zostata poddalygk® o wymiarach: diugd
120 mm, szerokig 40, grubé¢ 7mm.

Rysunek 5.4. Model ptytki z wymiarami.

Warunki brzegowe dla tej ptytki zostaty przedstavaov punkcie 5.1. Poij znajdug
sig parametry dla ktorychegbe wykonywat symulag:

k=055 [ﬂ]

p = 1500 2],
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¢, = 600 [

Tabela 5.1. Parametry obliczeniowe

Lp. h, Ting1 h, Ting2
1 100 1000 100 300
2 100 1000 150 300
3 100 1000 200 300
4 150 1000 100 300
5 150 1000 150 300
6 150 1000 200 300
7 200 1000 100 300
8 200 1000 150 300
9 200 1000 200 300

Na modelu zostaty umieszczone punkty pomiarowe. @y2). Dlasciany z punktem

PT1 przygtem wspétczynnik przejmowania cieptd,, a dla PT2 wspéiczynnik,.

Przyjmug, takze inne temperaturf;, tak jak jest to przedstawione w punkcie 5.1 w
podpunktach b) i c¢). Symulacje

parametréow przedstawionych w Tabeli 5.1. Wyniki taos zaprezentowane dla

zostawykonane dla czasu € (0,100) dla

czterech wybranych chwil czasowyth= 25,50, 75 oraz 100 s.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
51-5.2.

Temperature [OC]

500
450 |
400 |
Q'35 [
L
E 300 _ ............. ............. .............. .............. .............. .............. ..............
= / é é : é : é : é
-E; 250 I .............. .............. .............. .............. ............... .............. ............. .............. ..............
2 200 b o]
|_ 150 =iz .............. ............. .............. .............. .............. ............. ..............
100 | .............. ............. .............. .............. .............. .............. ............. ..............
T s e s S S S S

0 i i i i ; i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time
Wykres 5.1. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 1.

Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.2. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 1.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
53-5.4.

500
450 1
400 | : | _ | : : : : |
c)I—I
0300 |
-
™ 250 |
2 00!
% 200
=150
100 : ; ‘ ; : : : ‘ ;
50 /

Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 /0 80 90 100
Time

Wykres 5.3. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 2.

Temperature [OC]

Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.4. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 2.
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Wyniki dla parametrow 3 z Tabeli 5.1 w czterechsaxd 25,50,75,100, przedstawiono

narys. 5.12 — 5.16.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
5.5-5.6.

Temperature [OC]

500
450 |
400t

5350
C)I—I
0300 |

-
2250 ¢
EI3200 :

=
F 150 f
100
50

0 i i i i i i i i ;

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.5. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 3.

(0]
Temperature [ C
160 ! @p [ ]

140 ¢
1201

Temperature [OC]
(o0]
o

207

0 i i i i i i i i i

0O 10 20 30 40 50 60 /70 80 90 100
Time

Wykres 5.6. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 3.
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Wyniki dla parametrow 4 z Tabeli 5.1 w czterechsaxd 25,50,75,100, przedstawiono

narys. 5.17 — 5.20.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
5.7-5.8.

350 ; ; ; ; é
500 .............. ............. .............. ........... .............. .............. ..............
450 _ .............. .......... .............. .............. .............. ............. ..............
08400 _ ............. ............. .............. .............. .............. .............. ..............
|_|350 Beasaasnsases ............. ............. .............. .............. .............. .............. ..............

g
B 300 kessing .............. ............. .............. .............. .............. .............. ..............
g 250 [ f e e e e — .

o i i i i : i i : i
g 200 e .............. ............. .............. .............. .............. .............. ..............
- 150 + .............. ............. .............. .............. .............. .............. ..............
100 .............. ............. .............. .............. .............. .............. ............. ..............
50 .............. ............. .............. .............. .............. ............. ............. ..............

Temperature [OC]

0 i ! : i : i : i i
0 10 20 30 40 50 60 /70 80 90 100
Time
Wykres 5.7. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 4.

Temperature [OC]

250

200 ¢

=
%)
o

o
o
o

Temperature [OC]
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Time

Wykres 5.8. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 4.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
5.9 -5.10.

SO————+1 T
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a | : é é é é é é é
g 200 LI .............. ............. .............. .............. .............. .............. ..............
- 150 H .............. ............. .............. .............. .............. .............. ..............
100 i i i i i i ] i i
50

Temperature [OC]

0 i i i ; i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.9. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 5.

Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.10. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 5.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
5.11 -5.12.

550
500 |
450 |
%ol IR ¥ 8 S R S B S e
v
53007
£250
o
5200 [
100
50

Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0O 10 20 30 40 50 60 /70 80 90 100
Time

Wykres 5.11. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 6.

Temperature [OC]

Temperature [OC]

0 i i i i i i i j i

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.12. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 6.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
5.13 -5.14.

Temperature [OC]
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Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.13. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 7.
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Wykres 5.14. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 7.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
5.15-5.16.

Temperature [OC]

600

Temperature [OC]

0 i i i i i i i j i

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.15. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 8.

Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.16. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 8.
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Temperatura w funkcji czasu dla punktéw PT1 i Pd&tata przedstawiona na wykresie
5.17 - 5.18.

Temperature [OC]

Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.17. Wart& temperatur, dla PT1 przy parametrach 9.

Temperature [OC]

Temperature [OC]

0 i i i i i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Wykres 5.18. Wart& temperatur, dla PT2 przy parametrach 9.

53



5.3 Parametry i obliczenia dla drugiego przypadku

W kolejnym badaniu zajm sie ta sama piytk ze zmian warunkdéw
brzegowych. Mianowicie od dotu ptytkadizie podgrzewana (rysunek 5.40 ), natomiast

resztascian kgdzie termicznym izolatorem.

Rysunek 5.41. Zanznaczona ptaszczyzna poddanaggstewaniu, przezroczyste s
termicznymi izolatorami.
Po przez to badanie postarant gistalt po jakim czasie przy danym
wspotczynniku przejmowania ciepta, caty model na@@zsg do temperaturyl';,
znajdupcej sk w miejscu hagrzewania.

Parametry wykorzystane w symulacjach.

=055 4]
p = 1500 2],
_ J
¢, =300 [ |
Tabela 5.2. Parametry obliczeniowe
Lp. w
P h1 [mz : K] Tinf [K] tend [S] Tmax [K]
1 100 1000 5000 999,81
2 150 1000 5000 999,931
3 200 1000 5000 999,96
4 100 500 1500 498,566
5 150 500 1500 499,306
6 200 500 1500 499,588
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Wyniki dla parametrow 1 z Tabeli 5.2 w kilku krokaczasach, przedstawiono na rys.

5.42 - 5.57.
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Temperatura w funkcji czasu dla parametrow 1 w pactk PT1 i PT2 zostala
przedstawiona na wykresie 5.19 — 5.20.

Temperature [K]

1000

900 |1

800 S -

200} ______________ __________________________ ______________ ___________________________

oV - TS -

9y
o
o

Temperature [K]

400 |

11 R . T - - —

200 : : : : ;
0 1000 2000 3000 4000 5000

Time
Wykres 5.19. Zatenos¢ temperatury od czasu dla punktu PT1 umieszczonago

dolnejscianie.

Temperature [K
1000 : ;p ; g[ ] g
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800 |
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Temperature [K]

T - R -

400

TT| —— . -

200 : ; ; :

0 1000 2000 3000 4000 5000
Time

Wykres 5.20. Zatenos¢ temperatury od czasu dla punktu PT2 umieszczonago

gornejscianie.
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5.4 Parametry i obliczenia dla trzeciego przypadky5]

W trzecim etapie symulacji ¢bde si¢ zajmowat bardziej skompilowanym
przypadkiem, ktory znajduje zastosowanie w przéenyBedzie to szklany kotnierz ,
ktérego zadaniem jest chiodzenie ptynu, ktéry praemgo ptynie. Najczciej tego
rodzaju element memy spotkéd w przemyle chemicznym. Materiatem chiogtzym
bedzie tutaj powietrze. Wymiana ciepta w tym modeldominowana jest przez
konwekcg od i do powierzchni. Wygodnym sposobem analizy odhénia
konwekcyjnego jest wspoétczynnik przejmowania cigpta

Hot process flud
Cooling air

Rysunek 5.57. Badany model z zaznaczonym na czrywreptywem cieczy oraz na
niebiesko optywu powietzra.

Przewdd d4czacy kotnierz posiadasredniez wewretrzna 16 mm i grubéé
scianek 3 mm. Kotnierz jest grubd 4 mm i wysokéci 10mm. Wymiary gabarytowe
przedstawioneasna rysunku 5.58.
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= o — D

ol 0,01

Rysunek 5.58. Wymiary badanego modelu.

Okreslenie h, po stronie powietrza jest bardziej skomplikowatektadamyze
wolna konwekcja wokot kotnierza jest podobna dowekdt cylindra. Wspoétczynnik
przejmowania ciepta nie by¢ przedstawiony w postaci:

k 1
h, = I f(0)Gr3, (5.4)
gdzie,

k— przewodnictwo ciepln%],

L —s$rednica zewetrzna kotnierzgmmy|,

f(6) — empiryczny wspotczynnik, tabela 5.3,
Gr — zdefiniowane jest jako liczba Grashofa.
Liczbe Grashofa definiujemy jako:

ATL3
Gr = ’BQT, (5.5)
gdzie

: . 1
B— wspéitczynnik rozszerzaléa cieplnej [E]

g— przypieszenie 2|emsklh—2] ,
u— lepka¢ kinematycznd18 - 107°Pa - s].
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Tabela 5.3. Zalnos¢ padajcego kta od wspétczynnika empirycznego [5].

Padajcy

kat f(6)
[deg.]

0 0.48
90 0.46
100 0.45
110 0.435
120 0.42
130 0.38
140 0.35
150 0.28
160 0.22
180 0.15

Badany model zbudowany jest z krzemionki szklanggrametrach.

k=1.38 [%]

p =2203 |5,

¢, =703 [

ol

T,ir = 298 [K],
Tinner = 363 [K]’

D = 44 [mm] - srednica zewetrzna kotnierza,

Tabela 5.4. Parametry obliczeniowe.

l—p- h [% . K] Tinner [K] Tair [K]
1 15 363 298
2 30 363 298
3 60 363 298
4 100 363 298
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Wyniki symulacji dla ranych wartdci h w chwili czasut = 1s.

Time=1 Bourdary: Temperature [k] Max: 323435 Time=1 Boundary; Temperatre [K] Max: 323864
2234 323.8
323.3
2236
1323.2
3234
231
23 232
22,9 03
3228
228
Le 27 L
Mir: 322.649 Mir: 322,649
Rysunek 5.59. Wspéitczynnik = 15 w Rysunek 5.60. Wspoétczynnikh = 30 w
czasie 1 s. czasie 1 s.
Time=1 Boundary: Temperature [K] Max: 224,712 Time=1 Boundary; Temperature [K] Max: 325,791
246
25,5
324.4
324.2 - Erh]
24
24,5
223.8
3236
324
3234
223.2 323.5
223
323
L 3228 e
Min: 322,648 ) Min: 222,648
Rysunek 5.61. Wspéitczynnik = 60 w Rysunek 5.62. Wspétczynnik = 100 w
czasie 1 s. czasie 1 s.
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Wyniki symulacji dla ranych wartdci h w chwili czasut = 5s.

Time=5 Boundary: Temperatue [k] Max: 323.887

323

5228

5226

3224

Eoa e : e 3222
0.02 = d SR
L i e 0.02

b T BT »
e o)

Min: 321,92

Rysunek 5.63. Wspotczynnikh = 15 w
czasie 5 s.

Time=5 Boundary: Temperature [K] Max: 326,496

3245

1324

13235

223

5225

322
Mir: 321,929

Rysunek 5.65. Wspotczynnik = 60 w
czasie 5 s.

Time=5 Boundary: Temperature [k] Max: 324 764

322.5

L T 008

™ st 0,01
0T - —"" g 322

Rysunek 5.64. Wspéitczynnik = 30 w
czasie 5 s.

Time=5 Boundary: Temperatre [k] Max: 328.626

EE:]

327

EE(]

[ 1325

324

o 223
P H el o 0,02
b i NS UG P s i 1]

0. 01— — 0 EE]

Min: 321,929

Rysunek 5.66. Wspotczynnik = 100 w
czasie 5 s.
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Wyniki symulacji dla ranych wartdci h w chwili czasut = 20s.

Time=20 Boundary: Temperature [K]

Max: 324,71

24,5

324

F 13235

323

322.5

Mir: 220,02

Rysunek 5.67. Wspétczynnik = 15 w

czasie 20 s.

Time=20 Boundary: Temperature [K]

Mayx: 330,957

230

329

328

327

326

325

Mir: 320,115

Max: 326952

Time=20 Boundary: Temperature [K]

s S 20,01
BT~ -

~0.02

326

525

324

323

321

Rysunek 5.68. Wspotczynnith =

czasie 20 s.

Time=20 Boundary: Temperature [K]

Min; 320,056

30 w

Max: 355,398

334

320

EEL]

[ 1326

524

Min: 320,182

Rysunek 5.69. Wspéitczynnik = 60 w Rysunek 5.70. Wspétczynnik = 100 w

czasie 20 s.

czasie 20 s.
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Wyniki symulacji dla ranych wartéci h w chwili czasut = 100s.

Time=100 Boundary: Temperatre [K] Max: 335542 Time=100 Boundary; Temperature [K] Max: 332,69
226 362
00
4
2]
22 EEG]
24
1220
=0
18 o
. % e 7 _,___,—--"';.'65-2{ : E_o_z 3 N : ) ’;,_.---'-""H_ﬁ; 218
e s L= 0,01 316 e pTilgsg e 70,01
OO~ i g 1 s e M= sl
Min: 315.355 Min: 316,411
Rysunek 5.71. Wspétczynnik = 15 w Rysunek 5.72. Wspoétczynnikh = 30 w
czasie 100 s. czasie 100 s.
Time=100 Boundary: Temperatire [] Mai: 341,414 Time=100 Boundary: Temperatre [K] Max: 348470
: 340
a5
e
1340
. =5
=0
s
Ets]
! 320 [
= e
L L 20
Min: 318,135 Min: 319.95

Rysunek 5.73. Wspétczynnik = 60 w Rysunek 5.74. Wspéitczynnik = 100 w
czasie 100 s. czasie 100 s.
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6. Whnioski

Wszystkie symulacje dla 3 przypadkow daty jasnoanbpce wyniki. Dzkki
przeprowadzeniu trzech mdych symulacji jestany w stanie bardziej precyzyjnie
okresli¢ wptyw wspotczynnika wymiany powierzchniowej ciepta nagrzany @odek.

Pierwsze déwiadczenie z warunkami brzegowymi 5.1 mialo na qebkaza
wptyw zmiany wspotczynnika przejmowania ciepta mdnej i pobocznychcianach w
stosunku do maksymalnej temperatury do jakiej wydanwarunkach jest w stanie
nagrz& si¢ ciato. Przy stalym wspotczynniku przejmowania &ep; rysunek 5.2 i
stopniowym zw¢kszaniu wspoétczynniké, rysunek 5.3, temperatura maksymalna jak
osiaga ciato w kadym kroku zaczyna matleR&nice temperatur wahapic miedzy 7-
12 °C przy zwkkszaniu wspoétczynnikd, o 50. Dla kadej paryh,/h, wykonano
symulacje w 4 krokach czasowych 25, 50, 75, 10znRé temperatur w przedziale
czasowym 25-50 sasnieznaczne. W kolejnych krokach czasowyckniée zaczynaj
sie widocznie zwgksz&. Przy zwekszaniu wspotczynnikah; o 50 i statymh,
temperatura zaczyna gwattownie wzrést&ahania g na poziomie 40-80C. Dla pary
h,/h, w pierwszych krokach czasowych 25-50 temperatweasta w granicy 56C,
natomiast po zwkszeniu czasu nagrzewania temperaturagkszia s¢ jednostkowo.
Zatem zwgkszapc wspoiczynnik przejmowania ciepta w miejséuodia ciepta ,
powodujemy wzrost nagrzewanig siata. Odwrotnie ma sisytuacja gdy zwekszamy
wspotczynnik w otoczeniarddia ciepta, wéwczas temperatura spada.

Druga symulacja z warunkami pokazanymi na rysubk40 maj okresli¢
zaleznos¢ temperatury od czasu, przy zkszaniu wspotczynnika przejmowania ciepta.
Przy temperaturze nagrzewania 1000 K, pilytka o rmada parametrach potrzebuje
okoto 5000 s, aby nagréssic do temperaturyrodia ciepta. Zmiana wspotczynnika
wymiany powierzchniowej ciepta w stosunku dodatmpowoduje skracanie czasu
osiagniecia 1000 K. Zmiany $ nieznaczne, ale me mie€ to wptyw na urzdzenia
pracupce w wysokich temperaturach. Nayjewéwczas pamgiac aby dizy¢ do jak
najmniejszego wspotczynnildg aby uradzenie nagrzewatogiv znacznie wolniej.

Ostatnia symulacja dotyczyly bardziej zaawansoganmodelu, ktérym byt
szklany kotnierz. Jego celem jest ttumienie ciegtéare powodowane jest przeptywem
przez jegosrodek nagrzanej cieczy. Parametrem zmiennym w tgéwiddczeniu byt
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wspotczynnik przejmowania ciepth. Temperatura na powierzchni kotnierza jest o
okoto 14 K niksza nk na powierzchni rury. Ralica midzy temperatur cieczy a
powierzchni wewnatrz rury waha s w granicy 40 K, podczas gdyadica pome¢dzy
temperatura zewgtrzna kotnierza a powietrzem wynosi okoto 10 K. Takiagmetry
swiadcz o tym,ze transfer ciepta z kotnierzem jest ograniczanyryéankach 5.59. —
5.74. pokazany jest wplyw zmiany wspotczynnika przevania ciepta w stosunku
dodatnim, wewstrz rury. Powoduje to mniejsze oddawanie cieptaeprkotnierz na
zewmntrz i minimalne zw¢kszenie temperatury wewtnznej rury.

Przeprowadzone symulacje dla 3mgch przypadkow pokazaty w sposob jasny
wplyw wspétczynnika wymiany powierzchniowej cieptestosunku do nagrzewania si
osrodka.

68



7. Literatura

[1] Wisniewski Stefan, Winiewski Tomasz S., Wymiana ciepta, WNT, 2000

[2] Zienkiewwicz O.C., Taylor R.L., The Finite Elemt Method, Vol. 1-3, Oxford,
2000

[3] Maciej Bossak, Metoda elementéw skaonych, Rzeszow, 1976

[4] Jan Kruszewski, Metoda elementow s&ponych w dynamice konstrukcji, Arkady
Warszawa, 1984

[5] Comsol Multiphysics 3.4 User’s Guide, ModeliGgiide and Model Library,
Documentation Set, Comsol AB, 2007.

69



Streszczenie

Celem mojej pracy byto okfenie wpltywu wspdiczynnika wymiany
powierzchniowej ciepta na nagrzan§radek. Wszelkie symulacje prowadzone byty w
programie  COMSOL Multiphysics. Obiektem badanym abybtytka o r@nych
parametrach, a tak r&nych warunkach brzegowych. Ngshie przeprowadzitem
symulacje na elemencie szklanego kotnierza.

W pierwszej cgici pracy zostata przedstawiona teoria doigez zjawisk
przewodnictwa cieplnego wraz z rownaniami stosowadny COMSOLU. W dalszej
czesci opisalem metogd elementéw skaczonych, poniewa witasnie . metod
postuguje si program obliczeniowy. Przed symulacjami wstawitdmika zdje¢ z
programu, aby mina bylo s¢ zapozna z systemem jego dziatania. W ostatniejsce
przedstawione zostaty wyniki obliczeniowe wraz Iz ieprezentagjgraficzry. Po czym

ze wszystkich symulacji zostaty wygnigte wnioski.

Abstract

The aim of my study was to determine the effectsofface heat exchange
coefficient on the heated center. All calculationsre carried out in COMSOL
Multiphysics. The object was considered insert vdiffierent parameters and different
boundary conditions. Then | moved the calculatiorthee element cooling flange.

In the first part of this paper was presented eamag the theory of heat
conduction phenomena, together with the equatiossd uin COMSOLU. In the
remainder of the finite element method | descrideetause it is this method uses a
calculation program. Before the calculations | pame pictures from the program so
that you can become familiar with the system's ajp@n. The final section presents the
computational results and their graphical repredent. Then all the calculations have

been lessons learned.
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